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本報告では可積分系の応用解析的側面の研究 (Applied Analysis of Integrable Systems)
から, 1) 連続時間戸田分子のタウ関数による Laplace 変換の連分数展開, 2) 差分戸田分
子のタウ関数による $z$-変換と離散 Laplace 変換の連分数展開の近似計算とノイズを含ん
だ離散時間データへの応用について文献 [12] を解説する.

1 戸田分子とそのタウ関数

1次元戸田分子の運動方程式は

$\frac{dQ_{k}}{dt}=P_{k}$ , $\frac{dP_{k}}{dt}=\exp(Q_{k-1^{-Q}}k)-\exp(Q_{k}-Q_{k+1})$ , $k=1,2,$ $\cdots$

と表される. $Q_{k}$ は $k$ 番目の格子点の変位, $P_{k}$ はその運動量を表す. ただし, $Q_{\mathit{0}}=-\infty$

なる境界条件が課されている. 戸田分子は無限自由度可積分系であるが, この境界条件の
ため安定なソリトン解を持たないばかりか, 格子点は $tarrow\infty$ で自由粒子のように振舞う.
力学的には斥力の相互作用をする半無限個 $(. k=1,2, \cdots)$ の格子点を記述している. 有
限個の格子点についての 1次元戸田分子は $\mathrm{M}_{\circ \mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{r}}(1975, [8])$ によっ \check C.導入され, その後,
行列の固有値計算法の $\mathrm{Q}\mathrm{R}$ アルゴリズムとの類似性が多くの応用数学者の興味をひいた
[19]. 時刻 $t$ から $t+1$ の時間発展が $\mathrm{Q}\mathrm{R}$ アルゴリズムの 1 ステップに-致し, 自由粒子
への漸近はアルゴリズムの固有値への収束性に対応する.
なお, 2次元の有限戸田分子

$\partial^{2}Q_{k}$

$\overline{\partial x\partial y}=\exp(Qk-1^{-Qk})-\exp(Q_{k}-Qk+1)$ , $k=1,\cdots,N$

は場の理論にも登場する無限自由度可積分系で Hirota$(1988, [4])$ によって詳しく調べられ
た.「戸田分子」の命名は広田氏によるもので, そのモチーフは 2次元の高分子の運動の
イメージとのことである.

方, 上で述べた粒子の漸近的性質により 1次元戸田分子には気体分子の運動というも
うひとつの描像が可能である. そして, 自由粒子への漸近は解の平衡点への指数関数的収
束を意味し, $\mathrm{Q}\mathrm{R}$ アルゴリズムに限らず, 広く数値計算法や最適化アルゴリズムと関係す
る物理学的背景となっている [13].
以下, -連の変数変換により 1次元無限戸田分子を変形する. まず, $V_{k}\equiv\exp(Q_{k}-Q_{k+}1)$ ,

$\ovalbox{\tt\small REJECT}\equiv P_{k}$ を導入すれば, $V_{0}=0$ を境界条件とする戸田分子の電流電圧表示

$\frac{dV_{k}}{dt}=V_{k}(J_{k}-J_{k+1})$ , $\frac{dJ_{k}}{dt}=V_{k-1}-V_{k}$
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を得る. さらに, 変数変換

$V_{k} \equiv\frac{d^{2}\log\tau_{k}}{dt^{2}}$ , $J_{k} \equiv\frac{d\log(\tau_{k-1}/\tau k)}{dt}$

により戸田分子の広田形式

$\tau_{k^{\frac{d^{2}\tau_{k}}{dt^{2}}-}}(\frac{d\tau_{k}}{dt})^{2}=\tau_{k}-1\tau k+1$, $k=1,2,$ $\cdots$

を得る. 関数 $\tau_{k}=\tau_{k}(t)$ が戸田分子のタウ関数である [4]. ここに $\tau_{0}(t)\equiv 1$ である. な

お, $tarrow\infty$ で $\tau_{k}(t)arrow \mathrm{O}$ となる.

広田形式についてみれば, ソリトン方程式と同様, 戸田分子を積分する手順が明解にな
る. 線形系

$\frac{dg_{k}}{dt}=g_{k+1}$ , $g_{0}>0$ , $k=0,1,$ $\cdots$

によって定まる Hankel行列式

$\tau_{k}(t)\equiv(t)$

を考えよう. 行列式についての Jacobi の公式

$\tau_{k}-\cdot=\tau_{k-1}\tau_{k+1}$

により上で定義した $\tau_{k}(t)$ は戸田分子のタウ関数に他ならないことがわかる. いいかえれ
ば, 戸田分子の解は線形系の解 $g_{k}(t)$ のなす Hankel行列式により与えられることになる.

. アフィン幾何 (双対廻凱情報幾何) の観点から戸田分子は次のように解釈できる [10]. タ

ウ関数の正値性 $(\mathrm{c}\mathrm{f}.[15])$ と正定値対称行列の空間の双対平坦構造より, 変数 {go, $\cdot$ . . , $g_{2k-2}$ }
は $k\cross k$ 正定値 Hankel行列の空間の双対座標であることがわかる. ゆえに, 有限戸田分
子は正定値 Hankel行列の空間上の双対平坦な力学系 ( $\nabla$-linear system) を定める. 同様な
性質をもつ確率分布図の空間上の有限自由度完全積分可能系の例が [9] において論じられ
ている.

2 戸田分子の可積分差分

説明が前後するが, ここでは「可積分系」 という用語を何らかの意味で線形化可能な非
線形力学系の意味で使っている. ソリトン方程式だけでなく, 有限自由度系や高次元の可
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積分系を含んでいる.「可積分な離散時間力学系」 も当然線形化可能性をもつものとして
特徴づけたい. 離散時間系が「可積分」とは奇妙だが作業仮説のつもりで使っている. 離
散時間可積分系を得るには, 連続時間可積分系を線形化したレベルで差分化すればよいで
あろう. ソリトン方程式や分子型タウ関数をもつ可積分系に対してはタウ関数レベルで差
分化することに相当する. これが広田差分 ([6]) の考え方であるが, タウ関数をもたない
可積分系にも当然ながら適用可能である [14].
離散時間可積分系を考える動機としては, まず, 可積分系の精度のよい数値計算スキー
ムの定式化があげられる. 可積分系といえども任意の初期条件について厳密解を書き下せ
る訳はなく, 精度のよい計算法が必要とされるのは–般の微分方程式と同じである. 汎用
的な差分法よりむしろ可積分性に注目した差分化が有効となろう. この他, 可積分系の世
界を広げ多様な非線形現象の記述に役立てること, 連続関数について成立する数学的定
理の直感的理解を助けることなどがあげられる. しばしば「離散では物事がトリビアルに
なる」 と表現されている. もちろん, 連続極限をとって微分積分学のフィールドにもちこ
むことで初めて理解できる事象もあり, 連続系の解析学と離散系の解析学は相互に補うべ
き関係にあることは言うまでもない. $q$-差分など離散系の研究も進展しつつあるが, 離散
系の解析学, つまり, 広田氏が構想する 「差分学」 [5] の建設と整備が焦眉の課題である.
最近では, 高橋氏, 松木平氏, 時弘氏等による「超離散可積分系」 [20] や有限体上の可積
分系による符号の復号法の開発 [11] といった従属変数をも離散化した可積分系が発見さ

.
れたことを付記する.
離散時間可積分系のもうひとつの動機に「可積分系によるアルゴリズム開発」 [13] があ
る. 線形レベルでの差分化が保証する指数関数的収束性, 可積分性の保存による数値安定
性と大きな差分ステップ, このような離散時間可積分系の顕著な性質をアルゴリズムに生
かそうというのである. ここでは, 線形系の Euler差分をもとの非線形の変数に書き直し
た差分系を「離散時間可積分系」 とよぼう. 広田氏によるタウ関数レベルでの差分化がこ
のクラスに入る. 一般に, 同じ連続極限をもつ複数の離散時間可積分系が存在する. そこ
で, 離散時間可積分系の中で, 解の漸近的な挙動や平衡点がもとの連続時間可積分系に
一致するものを可積分系の「可積分差分, integrable $\mathrm{d}\mathrm{i}_{\mathrm{S}\mathrm{C}\mathrm{r}\mathrm{e}}\mathrm{t}\mathrm{i}_{\mathrm{Z}}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$」 と名づけることにす
る. 可積分差分は可積分系によるアルゴリズム開発において中心的な役割を果たしている
[13]. :

戸田分子の可積分差分は以下の手続きで導かれる. タウ関数 $\tau_{k}(t)$ を定める Hankel 行
列の各成分はいずれも $g_{0}(t)$ とその導関数であることに注意し, 微分を Euler の前進差分
で置き換える.

$\frac{dg_{0}(l)}{dt}\Rightarrow\Delta_{n}g_{0}(n)\equiv\frac{g_{0}(n+1)-g\mathrm{o}(n)}{\epsilon}$

ここに $\epsilon$ は任意の正定数, 連続時間 $t$ と離散時間 $n$ は $t=n\epsilon$ の関係にあるもめとする.
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差分系では通常 go $(t)=g_{0}(n\epsilon)$ を $g_{0}(n)$ などと書く. 高階微分は高階差分で置き換え

$\frac{d^{\ell}g_{\mathrm{o}(t)}}{dt^{\ell}}\Rightarrow.\Delta_{n}\ell g0\mathit{1}n)$ , $\ell=2,3,$ $\cdots$

と書く,

この差分化の結果, 連続系のタウ関数 $\tau_{k}(t)$ の差分近似

$\tau_{k}(n)$

$==$ $\frac{1}{\epsilon^{k}\mathrm{t}^{k-1)}}$

が導入される. 連続の場合と同様に Jacobi の公式より離散時間戸田分子の広田形式

$\tau_{k}(n)\tau_{k}(n+2)-\mathcal{T}k(n+1)^{2}=\epsilon-1(2_{\mathcal{T}_{k}}n+2)\tau k+1(n)$

を得る, ただし, $\tau_{0}(n)\equiv 1$ . 変数変換

$V_{k}(n) \equiv\frac{\mathcal{T}_{k-1}(n+1)\tau k+1(n)}{\tau_{k}(n)_{\mathcal{T}_{k}()}n+1}$, $J_{k}(n)$ $\equiv\frac{1}{\epsilon}(1-\frac{\mathcal{T}_{k-1}(n)\mathcal{T}_{k}(n+1)}{\tau_{k-1}(n+1)_{\mathcal{T}_{k}}(n)})$

により広田形式から

$\Delta_{n}V_{k}(n)=V_{k}(n+1)J_{k}(n+1)-V_{k}(n)Jk+1(n)$ , $\Delta_{n}J_{k}(n)=V_{k-1}(n+1)-V_{k}(n)$ ,

$V_{0}(n)=0$ , を得るが, これは明らかに連続極限 $\epsilonarrow 0$ で戸田分子の電流電圧表示に移行
する. 任意の $\epsilon>0$ について連続系のタウ関数と同様に $narrow\infty$ で $\tau_{k}(n)arrow 0$ がわかる

ので, 以下, この差分系を差分戸田分子 (戸田分子の可積分差分) とよぶことにする.
差分戸田分子 $\text{を}$

. 再度変形するため

$J_{k}(n)=- \frac{q_{k}^{(n)}-1}{\epsilon}$ , $V_{k}(n)= \frac{e_{k}^{\langle n)}}{\epsilon^{2}}$

なる変数 $\{q_{k’ k}^{\{n)}e^{\mathrm{t})}\}n$ を導入する. この結果, 偏差分方程式

$q_{k}e_{k-1}=q_{k}-1e_{k-1}$ , .
$(n)(n)$ $(n+1)(n+1)$

$q_{k}^{(n)}+e_{k}=qk+e_{k}(n)\mathrm{t}n+1)\mathrm{t}n-+1)1$

を得るが, これは Rutishauser.[16.] によって 1954年に定式化された有理形関数の極をそ
の Taylor 展開の係数から計算する $\mathrm{q}\mathrm{d}$ アルゴリズム (quotient difference algorithm, 商
差法) の漸化式に他ならない. Rutishauser はさらに $\mathrm{q}\mathrm{d}$ アルゴリズムの $\epsilonarrow 0$ での連続
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極限を計算して戸田分子の電流電圧表示や Lax 表示までも得ていた [17]. ソリトンを契
機に $\mathrm{M}_{\mathrm{o}\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{r}}[8]$ が有限戸田分子を再発見したのは先駆 Rutishauser の約 20年後である. な

お, $\mathrm{q}\mathrm{d}$ アルゴリズムについては, 例えば, 文献 [3], [21] が, 戸田分子と $\mathrm{q}\mathrm{d}$ アルゴリズム

の関わりについては文献 [6], [18] がある.

. 差分方程式の解 (漸化式の–般項) $\{q_{k}^{\mathrm{t}^{n})}, e_{k}\}\mathrm{t}n)$ は差分戸田分子のタウ関数 $\tau_{k}(n)$ の比に

よって書き下される. しかし, Hankel行列式 $\tau_{k}(n)$ を直接計算する必要はない.

$q_{1}^{(n)}= \frac{g_{0}(n+1)}{g_{0}(n)}$ , $e_{0}^{(n)}=0$

を初期値として, 漸化式の計算を実行すれば $\{q_{k}^{(n)}, e_{k}^{\mathrm{t})}\}n$ は全て逐次的に定まる. これを

わかりやすく書いたものが次の $\mathrm{q}\mathrm{d}$ 表である.

$(0)$

$q_{1}$

(1) $(0)$

$e_{0}$ $e_{1}$

$\langle$ 1) $\langle 0)$

$q_{1}$ $q_{2}$

$\langle$ 2)
.

(1) $(0)$

$e_{0}$ $e_{1}$ $e_{2}$

(2) (1) .. $\cdot$ .$q_{1}$ $q_{2}$

(3) (2)
$e_{0}$ $e_{1}$ ...

(3)
$q_{1}$ ...

(いくつかの仮定のもとで) $narrow\infty$ とすれば $q_{k}^{(n)}$ はある定数に , $e_{k}^{(n)}$ は $0$ に収束する.
これは差分方程式の解の表現 ..

$q_{k}^{(n)}= \frac{\mathcal{T}_{k-1}(n)\tau_{k}(n+1)}{\mathcal{T}_{k-1}(n+1)\mathcal{T}k(n)}$ , $e_{k}^{\{n)}= \frac{\tau_{k-1}(n+1)\tau k+1(n)}{\tau_{k}(n)\mathcal{T}_{k}(n+1)}$

とタウ関数の漸近的性質を用いて証明される [1]. $\mathrm{q}\mathrm{d}$ アルゴリズムを用いると, 有理形関
数について Taylor 係数 $\{g_{0}(n)\}$ から関数の極や零点を全て同時に計算するだけでなく,
$\{q_{k}^{(0)}, e_{k}^{(}\}0)$ の定めるある種の 3重対角行列の固有値を求めることができる [21].

3 戸田分子のタウ関数による Laplace 変換の計算

$\mathrm{q}\mathrm{d}$ アルゴリズムにはべキ級数の有理関数近似式の計算法としての側面もある. 形式的
ベキ級数 $-$. ..

. $\cdot$

$P=g_{0}(0)+g_{0}(1)_{X}+g_{0}(2)_{X}2+\cdots$
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に対して $\tau_{k}(0)\neq 0,$ $\tau_{k}(1)\neq 0,$ $k=1,2,$ $\cdots$ であれば, かつそのときに限り, 連分数

$C= \frac{g_{0}(0)|}{|1}-\frac{q_{1}^{(0)}x1}{|1}-\frac{e_{1}^{(0)}x1}{|1}.-\frac{q_{2}^{(0)}x1}{|1}-\cdots$

を有限の連分数で打ち切ればそれは $P$ の有限次までの近似という意味で $C$ は $P$ を近似
する [2]. 具体的には, $C$ の $x=0$ の周りでの Taylor 展開の $k$-次の打ち切りを $W_{k}$ と書
けば

.

$P-W_{k}=o(X)k$

である. ここに, $\tau_{k}(l),$ $\ell=0,1$ , は $\{g_{0}(k)\}$ のなす Hankel行列式で

$\tau_{k}(\ell)=\frac{1}{\epsilon^{k(k-1)}}$

.

と書かれ戸田分子の可積分差分のタウ関数に他ならない. 級数と連分数がともに収束する
場合には $P=C$ が成り立つから, タウ関数を通じて差分戸田分子を解くことは, ベキ級

$\mathrm{t}$

数の連分数展開の計算に相当することがわかる. $\{g_{0}(n)\}$ を解析関数 go $(t)$ の時刻 $.t=n\epsilon$

での値とみれば, この展開は $.\epsilon$ という任意定数を含んでいる.
以上は Henrici の定理 [2] の差分戸田分子による解釈であるが, これを連続極限, $\epsilon=$

$\triangle tarrow \mathrm{O}$ , でみたらどうであろうか. 連続時間め戸田分子にまる連分数計算を議論しよう.
極限操作の準備として, 変数 $s$ を

$e^{-}s$
と

$.\equiv X$

により導入する. $x=0$ は $s=\infty$ に対応する. このとき, $P\cross\epsilon,$ $C\cross\epsilon$はそれぞれ

$P\epsilon$ $=$ $\sum_{n=0}^{\infty}go(n)e^{-}\mathcal{E}Sn\zeta$ ,

$.C\epsilon=$

$=$ $\frac{g_{0}(0)e^{s}\epsilon|}{1\frac{e^{s\epsilon}-1}{\epsilon}-\frac{q_{1}^{(0)}-1}{\epsilon}}-,..\frac{\frac{q_{1}^{(0)}e_{1}(0)}{\epsilon^{2}}1}{1\frac{e^{s\epsilon}-1}{\epsilon}-\frac{e_{1}^{(0)}}{\epsilon}-\frac{q_{2}^{\langle 0)}-1}{\epsilon}}.\cdot.-\cdots$

と表せる. ここで極限操作 $\epsilon=\Delta tarrow \mathrm{O}$ を行う. ただし, $n\epsilonarrow t$ とする. 第 1式の右辺は

$\lim_{\epsilonarrow 0_{n}}\sum_{=0}^{\infty}g_{0}(n)e^{-S}\epsilon=\int n\epsilon(t)$$g_{\mathit{0}}e$ -stdt$0\infty$

となり関数 $g_{0}(t)$ の Laplace 変換に移行する. g0 $(n)$ は g0 $(t)$ の $t=n\epsilon$ であることを想
起せよ. -方, 定義より

$\lim_{\epsilonarrow 0}\frac{q_{k}^{(0)}-1}{\epsilon}=-J_{k}(0)$, $\lim_{\epsilonarrow 0}\frac{e_{k}^{(0)}}{\epsilon^{2}}=V_{k}(0)$
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となる. さらに,

$\langle 0)$

$\lim_{\epsilonarrow 0}q_{k}^{\mathrm{t}^{0)}}=1$ , $\lim_{\epsilonarrow 0}\frac{e_{k}}{\epsilon}--0$ , $\lim_{\epsilonarrow 0}\frac{e^{s\epsilon}-1}{\epsilon}=s$

を考慮すると第 2式より

$\epsilonarrow\lim_{\mathit{0}}C\mathcal{E}=\frac{g_{0}(\mathrm{o})|}{|s+J_{1}(0)}-\frac{V_{1}(0)|}{|s+J_{2}(0)}-\frac{V_{2}(0)|}{|s+J_{3}(0)}-\cdots$

が導かれる. 特に興味あるのは $P=C$ が連続極限でも成り立つ場合で, このときには,
$G(s)$ を Laplace 変換とする解析関数 go $(t)$ について, 以下のような, 戸田分子のタウ関
数による Laplace変換の漸近展開を得る.

主定理 1) 連続時間戸田分子のある解 $\{V_{k}(t), J_{k}(t)\}$ は $s=\infty$ における $G(s)$ の漸近
展開

.
$\frac{g_{0}(\mathrm{o})|}{|s+J_{1}(0)}-\frac{V_{1}(0)|}{|s+J_{2}(0)}-\frac{V_{2}(0)|}{|s\dotplus J_{3}(\mathrm{o})}-\cdot.\cdot$ .

を与える.
2) 係数 $\{V_{k}(\mathrm{o}), J_{k}(\mathrm{o})\}$ は戸田分子の解の $t=0$ .での値で, go $(t)$ とその導関数 $g_{j}=$

$d^{j}g_{0}/dt^{j}$ を成分とするタウ関数 $\tau_{k}(t)$ の対数微分により

$V_{k}(t)= \frac{d^{2}\log\tau_{k}(t)}{dt^{2}}$ , $J_{k}(t)= \frac{d\log(\tau_{k}-1(t)/\tau k(t))}{dt}$

$\tau_{k}(t)=$

. $(t)$
.

と書き下される.

なお, Laplace 変換が有理関数となる場合は連分数展開は有限で途切れ厳密な Laplace
変換の漸近展開を与える. g0$(t)=\sin t$ など $go(\mathrm{o})-=0$ のときはこのままでは $g_{0}(t)$ の

Laplace 変換は計算できないが, あらかじめ go $(t)+\alpha,$ $\alpha\neq 0$ , としてからタウ関数を計算
し, 後で連分数から $\alpha/s$ を減ずればよい . $\cdot$ ...

簡単な例を与えよう. 関数 go $(t)=(at+b)e^{t}$ の定める戸田分子の解は

$V_{1}(t)=-\underline{a^{2}}$

$(at+b)^{2}$
, $.V_{2}..\cdot(.t)=..0.\cdot$’

$J_{1}(t)=- \frac{at+a+b}{at+b}$ ,
$at-a+b$.

$J_{2}(t)=-\overline{al+b}$
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であるから, $g_{0}(t)$ の Laplace 変換は

$G(s)= \frac{b|}{1s-\frac{a+b}{b}}--\frac{-\frac{a^{2}}{b^{2}}1}{1s-\frac{-a+b}{b}}=\frac{bS+a-b}{(s-1)^{2}}$

となる. $\text{無限連分数が必要なケ}\backslash -$スとして $g_{0}(t)=c \exp(-\frac{\mathrm{i}}{2}t2)$ を考えよう.

$V_{k}(t)=$

.

$-k$ , $J_{k}(t)=t$ , $k=1,2,$ $\cdots$

より Laplace 変換の展開

$\frac{c1}{1_{S}}+\frac{1|}{1_{S}}+\frac{2|}{1_{S}}+\frac{3\{}{1_{S}}+\cdots$

を得る.

4 離散 Laplace 変換の近似計算とその応用

もし関数 go $(t)$ のかわりに弩散時刻で観測された有限個のデータ列 go $(\mathrm{O}),go(1),$ $\cdots,go(M)$

が与えられたならば, 2節の差分口絵分子のタウ関数 $\tau_{k}(n)$ による有限次の連分数が計算
される. $2N$ 個のデータからは $N$ 次有理関数が得られる.
まず z変換の計算について述べよう. $z$-変換とは, 与えられた離散データ列 $\{c_{n}\equiv$

$g\mathrm{o}(n),$ $n=0,1,$ $\cdots\}$ から関数

$c(z) \equiv\sum_{=n0}CnZ^{-n}$

を計算する手続きである [71. 前節で述べたべキ級数の連分数展開についての Henrici の

定理から直ちに関数 $\text{。}(z)$ の連分数表示が得られる. $z$-変換が–種の離散 Laplace 変換と
される理由も理解できよう. 応用上重要なのは有限個のデータから $z$-変換。(z) の近似計

算を行う方法である. データ列 $c_{0},$ $c_{1},$ $\cdots,$ $c_{2N-1}$ が与えられたとする. タウ関数の計算で

$\tau_{N+1}(0)=0$ となるから, 近似式

$c(z)$ $\approx$ $\sum_{n=0}^{2N-1}c_{n}z-n\frac{c_{0}z1}{1z-q_{1}^{()}0}=-\frac{q_{1}^{(0)(\mathit{0}_{)}}e_{1}1}{1z-e_{1}^{(0}-)q(20)}-\cdots-\frac{q_{N}^{(\mathit{0})}-1e^{\mathrm{t}^{\mathit{0})}}N-11}{1z-e_{N}-1-(0)q_{N}(\mathit{0}_{\rangle}}$ ,

$q_{k}^{(0)}= \frac{\tau_{k-1}(\mathrm{o})\tau_{k}(1)}{T_{k-1}(1)\mathcal{T}_{k}(0)}$ , $e_{k}^{\langle 0)}= \frac{\mathcal{T}_{k-1}(1)\tau_{k1}\dagger(\mathrm{o})}{\tau_{k}(0)\mathcal{T}_{k}(1)}$,
:

$\tau_{k}(\ell)=\frac{1}{\epsilon^{k(k-1)}}$
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を得る. $c(z)$ の $N$ 次有理関数近似であるので, どれだけの数のデータを事前に準備すれ
ばよいか考慮しなければならない. $2N$ 個のデータからの $N$ 次有理関数の計算式として
は, 右辺は最小 2乗法に基づいて正規方程式を解いて得られる近似式と全く同じである.

$\mathrm{q}\mathrm{d}$ アルゴリズムを利用して係数を四則演算で決める場合の計算量は, Hankel行列式の直
接的な計算を回避できるため $O(N^{2})$ であるが, もし, 正規方程式を Gauss の消去法で解
けば $O(N^{3})$ の計算が必要であるから, 本節で述べた $z$ -回\Re .の計算法はリアルタイムのデ
$-$ ク処理を要する場合に適している.
次に $z$-変換とは異なる意味で\tau -, $-$ タ列の離散 Laplace 変換の計算法を論じる. $\epsilon$ が小

さい場合の近似
$\frac{\exp(_{S\epsilon})-1}{\epsilon}\approx s$

に注意して, 離散 Laplace 変換の近似式

$G(s)$ $\approx$ $R_{N,\epsilon}(_{S)}$

$\equiv$ $\frac{g_{0}(0)|}{1s-\frac{q_{1}^{(0)}-1}{\epsilon}}-.\frac{\frac{q_{1}^{\mathrm{t}^{\mathit{0}})}e_{1}(0)}{\epsilon^{2}}1}{1s-\frac{e_{1}^{(0)}}{\epsilon}-\frac{q_{2}^{(0)}-1}{\epsilon}}-\cdot..\cdot..-.\frac{\frac{q_{N-}^{(0)}1e^{(}N0)-1}{\epsilon^{2}}1}{1s-\frac{e_{N-1}^{\mathrm{t}^{\mathit{0}})}}{\epsilon}-\frac{q_{N}^{(0)}-1}{\epsilon}}$ ,

$q_{k}=(0) \frac{\mathcal{T}_{k-1}(0)\mathcal{T}k(1)}{\tau_{k-1}(1)\tau_{k}(0)},$

.
$e_{k}^{(0)}= \frac{\mathcal{T}_{k-1}(1)\tau_{k}+1(\mathrm{o})}{\tau_{k}(\mathrm{o})_{\mathcal{T}}k(1)}$ ,

1$(n)= \frac{1}{\epsilon^{k\mathrm{t}^{k-}1)}}$

を得る. 必要とされるデータ数は常に偶数個である. この近似式には打ち切り誤差に加え
て差分化誤差がある. 関数 $g_{0}(t)$ の値が十分な精度で観測されるとすれば, データ数を十
分大きくすることで打ち切り誤差を無視でき,

.
$R_{\infty.’\epsilon}(s)$

.
$=G(s)+.O(\epsilon)$ より, $O.(\epsilon)$ の差分

化誤差で Laplace 変換を近似計算できる. もちろん, $G(s)$ が $N$ 次有理関数の場合, 有理
.関数 $R_{N,\dot{\epsilon}}.(s)$

.
は $\epsilonarrow 0$ で $G(s)^{\text{に収束}する}\sim$ . この場合, $2N.+1$ 個以上のデータを用意し

ても途中で -qd アルゴリズムが停止して連分数展開が途切れ, 有理関数の次数 $N$ が正し

く定まる.
次の例 (図 1) は; 関数

$g_{0}(t)=(\cos t-\sin t)\exp(-t)$

に対し差分間隔 $\epsilon$ を取り替えをがら 4 $.\text{個}$のデータ $g_{0}(\mathrm{o}).’\cdots,go(3\epsilon)$ から有理関数 $R_{2,6}(s)$

を計算し, 正しい Laplace $\text{変換}$
. . .

$G(S)= \frac{s}{s^{2}+2s+2}$

と比較したものである. $\epsilonarrow 0$ での $R_{2,6}(s)$ の $G(s)$ への収束の様子がわかる.
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図 1

実際の観測データではノイズなどに起因して途中でタウ関数 $\tau_{N+1}(0)$ , および, $e_{N}^{(0)}$ が

ゼロになることはな $\langle$ , $\mathrm{q}\mathrm{d}$ アルゴリズムが停止しないので, データを増やせばそれだけ
有理関数のみかけの次数が増加する. この次数はシステムのパラメータの個数を正しく
反映したものとは限らないから, Laplace 変換の近似精度がかえって悪化すると予想され
る. Laplace 変換 $G(s)$ が N 次有理関数であったとする. ノイズがなければ $2N+2$ 個以
上のデータは同じ有理関数 $R_{N,\epsilon}(s)$ を与えるはずであるが, データにノイズや観測誤差が
含まれれば, $R_{N,\epsilon}(S)$ は $R_{N-1,\epsilon}(s)$ だけでなく, $R_{N+1,\epsilon}(s)$ よりも精度がよいと考えられる
のである. これは, Laplace 変換が意味をもつような定係数線形微分方程式で記述される
システム, 例えば,

$-$

線形分布定数電気回路では, 観測されたノイズ混 $\llcorner^{\backslash }:$

,

りのデータから微
分方程式の階数 (回路システムの次数) や微分方程式の係数 (システムパラメータの値)
を同定できうることを意味する. これによりシステム同定 (system identification) と呼
ばれる –種の逆問題の新しい解法が与えられたことになる.
以下の例はある電気回路において観測された実データである. 図 2は直流のステップ
入力に対するインダクタンス $\mathrm{L}$ の両端電圧の変化のグラフである. 図 3の実線はその平
均化 (実データ 50個ずつ単純平均をとり凸凹を均したもの) を表す. これをデータ列
{go $(n),$ $n=0,$ $1,$ $\cdots$ }

$-*$

と考える. 次に, 差分間隔を $\epsilon=4.3\cross 10^{-8}\backslash \backslash$ に設定する. ノイズ
が混じったデータの場合, あまり差分間隔が小さすぎるとノイズの影響を大きく感知し
過ぎる. そして, 最初から数個のデータを用いてデータ列の近似 Laplace 変換を計算し,
得られた有理関数を逆 Laplace 変換して平均化されたデータ列と比較する. ただし, 逆
Laplace 変換は有理関数の部分分数展開により, 比較は差の 2乗積分の大小で行う. この

場合, Laplace 変換は回路のリアクタンス関数とよばれる有理関数で, その次数は回路シ
ステムの次数に–致し, 係数にシステムパラメータの値の情報を含んでいる.
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図 2

$\overline{\simeq>}$

図 3

図 3の破線はそれそれデータ数を 4, 6, 8有理関数の次数を 2, 3, 4として計算した逆

Laplace 変換のグラフである. この結果, システムの次数は 2と推定される. これは図 1

の\tau -. $-$クを 1段のはしご型線形 $\mathrm{R}\mathrm{L}\mathrm{C}$ 回路から採ったことを正しく同定している. 図 4 [よ

実 T-. $–$ $\text{タ}$

.
を採取した $\mathrm{R}\mathrm{L}‘ \mathrm{C}$ 回路である. $\mathrm{R}$ は抵抗器, $\mathrm{C}$ はキャパシタを表す.

$-$
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図 4

グラフにおいて近似の精度が十分でない理由として, ノイズの存在以外にもインダクタ
ンス $\mathrm{L}$が本当に線形で定数の特性をもつかどうかがあげられよう. 電気回路では市販のイ
ンダクタンスがこのような理論特性を持ち得ないことはよく知られている. 実際, インダ

クタンスを除いた多段の線形 $\mathrm{R}\mathrm{C}$ はしご型回路では, ノイズの入ったデータから回路シス

テムの次数 (回路素子 $\mathrm{R}$ と $\mathrm{C}$ の個数) だけでなく, 素子の値までもカタログ値の $\pm 5$ %の

範囲に同定することができている. 線形回路理論が有効な範囲で差分戸田分子による回
路同定は–定の成果を納めたといえよう. なお, 戸田方程式は物理的にはある種のはしご
型非線形 $\mathrm{L}\mathrm{C}$ 回路の方程式とみなせるが, それはこの線形回路同定の話題とは無関係で
ある.

5 おわりに

以上が文献 [12] のあらましである. $\mathrm{q}\mathrm{d}$ アルゴリズムによるべキ級数の連分数展開と qd
アルゴリズムの連続極限が可積分系戸田分子方程式になることを出発点に, 与えられた解

析関数の Laplace変換の漸近展開が戸田分子のタウ関数を用いて書き下されうることが明
らかになった. また, 与えられた有限個のデータによる $z$-変換と離散 Laplace 変換の差分
戸田分子による近似計算法が定式化された.
ベキ級数の連分数展開が Jacobi や Stieltjes に遡るのは小松氏が喝破した通りである. し

かし, それでもなお「なぜ戸田分子が Laplace 変換を記述するのか ? 」 という河合氏や大
森氏の根源的な問いには十分には答えられない. $\mathrm{q}\mathrm{d}$ アルゴリズムを経由せず戸田分子に

よって直接主定理を証明できないかという竹井氏の疑問も同様である. また, $\mathrm{q}\mathrm{d}$ アルゴ

リズムによるべキ級数の連分数展開には戸田分子の可積分差分に起因する任意定数 $\epsilon$ が

含まれているが, 青本氏からこのパラメータの意味を明らかにせよとの問いが発せられ
た. 形式的連分数展開はいつ漸近展開になるのかという問題も含めて残された課題は少な
くない.
本報告の結果の–部は雨谷昭弘氏 (同志社大学) 長岡直人氏 (同志社大学) 野中大介氏

(ヤマハ発動機) 矢崎健介氏 (ローム) 渡辺賢治氏 (日本オラクル) 等の協力と文部省科

学研究費 08211106, 08874013, 09440077, 09559011の援助を得てなされた. ここに感謝の

念を表したい.
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