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1. Introduction
$X$ をヒルベルト空間, $C(\neq\emptyset)$ を $X$ の閉凸部分集合とする. 写像 $T:Carrow X$ が非拡大で
あるとは, すべての $x,$ $y\in C$ に対して $||\tau_{x-}Ty||\leq||x-y||$ が成り立つときである. 任
意の $u\in C,$ $t\in(0,1)$ に対して $C$ から $X$ への写像男を次のように定義する.

$T_{t}x:=tTx+(1-t)u,$
.

$\forall x\in C$ . (L1)

このとき男は縮小写像となるので, Banach contraction principle により $C$ の中に処の
不動点を–意に持つ. つまり,

$x_{t}$ $=$ $T_{t}x_{t}$ (1.2)
$=$ $tTx_{t}+(1-t)u$

を満たす. ここで, $\{x_{t}\}$ は $tarrow 1$ としたとき, $T$ の不動点に収束するか, という疑問が生
じる. 実際これらに関しては, 多くの研究者により研究されてきており, 最近では, Xu and
Yin [ $15|$ が (1.2) で定義された列が有界であれば $\{x_{t}\}$ は $T$ の不動点に強収束するという
結果を与えている. また, $\mathrm{K}\mathrm{i}\mathrm{m}$ and Takahashi [7] は Xu and $\mathrm{Y}\mathrm{i}\mathrm{n}$ $[15]$ の結果を更に拡張し,
smooth な reflexive Banach 空間で双対写像の–価性を用いて同じ結果を与えている. そ
こで, 上の写像 $T$ を非拡大集合値写像としても類似の結果が得られるのかという問が生
じる. よって, 非拡大集合値写像 $T$ に対して (1.1) と同じ形の写像を構成すると, $T_{t}$ は集
合値縮小写像となることにより各 $t$ に対して, $C$ の中に不動点 $x_{t}$ を持つ. つまり,

$x_{t}\in C$ , and $x_{t}\in T_{t}x_{t}$ . (1.3)

を満たす. よってここでは, 非拡大集合値写像 $T$ に対して, $C$ が有界の場合と非有界の場
合について (1.3) で定義した列 $\{x_{t}\}$ が $T$ の不動点に弱収束する部分列を持つことを示す.
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2. Preliminaries
$X$ をバナッハ空間, $C$ を $X$ の閉凸部分集合とし, $x*$ を $X$ の共役空間, $T$ を $C$ から $X$

への集合値写像とする. このとき $T$ が凸であるとは, 任意の $x_{1},$ $x_{2}\in C,$ $\alpha\in(0,1)$ に対し
て, $\alpha T_{X_{1}}+(1-\alpha)Tx2\subset T(\alpha x_{1}+(1-\alpha)x_{2})$ が成り立つことである. $T$ が閉値であると
は, 任意の $x\in C$ に対し\tau $Tx$ が閉集合であることをいう. また, $T$ が $x_{0}\in C$ で upper
hemicontinuous であるとは, 任意の $p\in X^{*}$ に対して, 関数 $\sigma(T(\cdot), p):=\sup_{y}\in\tau 1\cdot)(y,$ $p\rangle$ :
$Carrow.R\cup.\{+.\infty\}$ が $x_{0}$ で upper semicontinuous であることを言い, $\text{特にす彗^{ての}}$ $x_{0}\in C$

に対して上のことが成り立つとき, $T$ は upper hemicontinuous であると言う. また今後簡
単のため upper hemicontinuous であることを $u.h.c$ . と略すことにする

$T$ は $C$ から $X$ への有界, 閉値な集合値写像であるとし, 次に, 非拡大集合値写像の定義
を与える. $\dot{T}$ が $C$ から $X$ への非拡大集合値写像であるとは, 任意の $x,$ $y\in C$ に対して,

$H(Tx,Ty)\leq||x-y||$ (2.1)

が成り立つときである. ただし, 記号 $H$ はハウスドルフ距離を表し, 次のように定義され
ている.

$H(Tx, Ty)= \max\{\delta(Tx, \tau y), \delta(Ty, \tau X)\}$ ;
$\delta(Tx, Ty)=\sup_{x1\in\tau_{x}\rho();}x1,$$Ty$

$\rho(x_{1}, .Ty)=\inf_{y1\in Ty}||x_{1}-y_{1}||$ ,
また $T$ が集合値縮小写像であるとは, ある非負な数 $t(0\leq t<1)$ が存在して, 任意の

$x$
.
$’ y\in C$ に対して, .

$H(Tx,Ty)\leq t||x-y||$ (2.2)

が成り立つときをいう.
$T$ の不動点全体の集合を記号 $F(T)$ で表すことにする. すなわち $F(T)$ は,

$F(T):=\{x\in X|x\in Tx\}$ (2.3)

なる集合である. このとき $F(T)$ に関して次の Proposition が成り立つ.

Proposition 1. $X$ をバナッハ空間, $C$ は $X$ の閉凸部分集合とし, $C$ から $X$ への集合値
写像 $T$ は凸, u.h.c., かつ閉値であると仮定する. このとき $F(T)$ は閉凸集合となる.

Proof. $F(T)$ が凸集合であることは, 任意の $x_{1},$ $x_{2}\in F(T)$ と\alpha $\in\in$ $(0,1)$ に対して, $T$ が
凸集合値写像より,

$\alpha x_{1}+(1-\alpha)_{X}2$ $\in$ $\alpha Tx_{1}+(1-\alpha)Tx_{2}$

$\subset$ $T(\alpha x_{1}+(1-\alpha)X_{2})$ .

よって, $\alpha x_{1}+(1-\alpha)x2\in F(T)$ より $F(T)$ は凸集合である.
次に $F(T)$ が閉集合であることは, $x_{0}\in X$ に収束するような $F(T)$ の任意の列什 n} に

対して, 各 $n$ で $x_{n}\in F(T)$ より $x_{n}$

.
$\in\cdot Tx_{n}$ を満たしている. よって, 任意の $p\in X^{*}$ に対

して,
$(x_{n},$

$p \rangle\leq\sup_{xz\in Tn}\langle_{Z,p}\rangle=:\sigma(\tau x_{n},p)$ .
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ゆえに, .-.

$\langle x_{\mathit{0}}, p\rangle=\lim_{narrow\infty}\langle xn’ p)$ . .

$\leq\lim\sup\sigma(T\prime x_{n},p)$

$\leq\sigma(.Tx0,p)narrow.\infty$ . $t..:(T[]\mathrm{h}u.h.c. \cdot \text{より})$ (2.4)

したがって, すべての $P\in X^{*}$ に対して (2.4) より, $x_{0}\in\overline{co}(TX\mathrm{o})$ が成り立つ. –方, 仮定
より $Tx_{0}$ は閉凸集合なので $\overline{co}(Tx\mathit{0})$ $=Tx_{0}$ . よって, $x\mathit{0}\in Tx_{0}$ より $x_{0}\in F(T)$ が得られ
$F(T)$ は閉集合である. $\square$

3. Main Results
任意の $u\in C$ を取り固定する. このとき任意の $t\in(\mathrm{O}, 1)$ に対して, $C$ から $X$ への集合
値写像 $T_{t}$ を次のように定義する. :

$\cdot\cdot.-.‘$ . . :. :, $\cdot$

$-$

$T_{t}x:=tTx+(1-t)u$ (3.1)
$( = \{w\in X|w=tx_{1^{\backslash ^{\mathrm{J}}}}+(1^{\backslash }-t)u, x_{1}\in Tx\})$

Lemma 1. $T$ を $C$ から $C$ への集合値縮小写像であるとする. このとき, $C$ のなかに $T$

の不動点が存在する.
i.e., $\exists x\in C$ , $s.t$ . .

$x\in Tx$ . (3.2)

この Lemma の証明は参考論文 Nadler [9] を参照せよ.

次に $T_{t}$ について興味深い次の定理が得られる.

Theorem 1. $T$ を $C$ から $X$ への非拡大集合値写像であるとする. このとき, 任意め
$t\in(0,1)$ に対して, $C$ のなかに $T_{t}$ の不動点が存在する.

i.e., $\exists x\in C$, $s.t$ . $x\in T_{t}x$ . (3.3)

Proof. 任意の $t\in(0,1)$ を取る. このとき, 任意の $x,$ $y\in C$ に対して,

$\delta(T_{t}x,\tau_{t}y)=t\delta(Tx,Ty)$ . (3.4)

同様にして,
$\delta(T_{t}y, T_{t}x)=t\delta(Ty, Tx)$ . (3.5)

したがって,

$H(T_{t}X, T_{t}y)$ $=$ $\max\{\delta(\tau_{t^{X,T}t}y), \delta(\tau_{t}y,T_{t}x)\}$

$= \max\{t\delta(Tx,Ty),t\delta(Ty,\tau X)\}$ $((3.4), (3.5)$ より)
$=t \max\{\delta(\tau x, Ty), \delta(\tau y,\tau x)\}$

$=tH(Tx,Ty)$
$\leq$ $t||x-y||$ . ( $T$ は非拡大集合値写像より) (3.6)
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ゆえに, $T_{t}$ は集合値縮小写像であるので $T_{t}\text{は},$

$C$ のなかに不動点をもつ. よって, $x..\cdot\in- T_{t}x$

なる $x\in C$ が存在する.”... .. $\square$

$T$ が非拡大集合値写像のとき, 各 $t\in(0,1)$ に対して, $T_{t}$ の $C\subset X$ のなかの任意の不
動点を $x_{t}$ とする. つまり, $x_{t}$ は次の関係を満たしている.

$x_{t}\in C$ , かつ $x_{t}\in T_{t}x$ . (3.7)

このようにして各 $t$ に対応して作られた点 $x_{t}$ の列 $\{x_{t}\}$ について,

$C\cap F(T)\neq\phi$ , (38)

を仮定して, 次の Theorem 2. と Theorem 3. を与える. ここで, 明らかに $C\cap F(\tau)$ は閉
凸集合である.

Theorem 2. $X$ をバナッハ空間, $X$ の部分集合 $C$ を有界閉門集合とし, $C$ から $X$ への

集合値写像 $T$ は非拡大, $\mathrm{u}.\mathrm{h}.\mathrm{c}.$ , かつ, 有界閉山値であるとする. さらに, (3.8) を満たして
いるとする. このとき, (3.7) によってつくられた列 $\{x_{t}\}$ に対して, $T$ の不動点に弱収束
する $\{x_{t}\}$ の部分列 $\{x_{t_{n}}\}$ が存在する.

Proof. $\{x_{t}\}$ が有界であることは, すべての $t\in(0,1)$ において $x_{t}\in C$ であり, 仮定より
$C$ が有界であるので明らか. よって, ある $z\in C$ に弱収束する $T$ の不動点の列 $\{x_{t}\}$ の部
分列 $\{x_{t_{n}}.\}$ が存在する. そこで, 任意の $P\in X^{*}$ に対して,

$\langle x_{t_{n}}, p\rangle$

$\leq\sup_{z\in\tau_{t}nx_{tn}}\langle z, p\rangle$

$=\sigma(\tau_{t_{n},p})$

$=\sigma(t_{n}Tx_{t_{n}}+(1-t_{n})u,p)$

$\leq t_{n}\sigma(Tx_{t_{n},p)(t_{n})\langle u,p\rangle}+1-$ .

上式より, $t_{n}arrow 1$ とすることで

$\langle z, p\rangle$
$= \lim_{tarrow 1}\langle x_{t_{n}}, p\rangle$

$\leq$

$\lim_{t_{n}arrow}\sup_{1}\sigma(Tx_{tp})n$’

$\leq$ $\sigma(Tz,p)$ . $(Tl\mathrm{h}u.h.c. \mathrm{e}\mathrm{k}\text{り})$ (3.9)

したがって, すべての $P\in X^{*}$ に対して (3.9) が成り立つので, $z\in\overline{co}(Tz)$ となる. また,
仮定より $Tz$ は閉凸集合なので, $\overline{co}(T\mathcal{Z})=Tz$ . ゆえに,

$z\in Tz$

が成り立つ. $\square$

次に, $C$ が非有界閉凸集合で (3.7) によってつくられた列 $\{x_{t}\}$ が有界とならない場合
について考察する.
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Theorem 8. $X$ をバナッハ空間, $X$ の部分集合 $C$ を閉凸集合とし, $C$ から $X$ への集合
値写像 $T$ は非拡大, $\mathrm{u}.\mathrm{h}.\mathrm{c}.,$

.
かつ, 有界閉凸値であるとする. さらに, (3.8.) と次の (3.10) が

成立しているとする.

$\exists v\in C\cap F(T)$ , $s.t$ . $\lim\inf\frac{\sup_{z\in Tx_{t}}||z-v||}{||x_{t}-v||}\leq 1$ . (3.10)
$||x_{t,x_{t}}||arrow\in c^{\infty}$

こめとき, ある有界な部分列 $\{x_{t_{n}}\}\subset\{x_{t}\}$ が存在し, この列 $\{x_{t_{n}}\}$ は集合値写像 $T$ の不
動点に弱収束する.

Proof. まずある $v\in C\cap F(T)$ に対して, $||x_{t_{n}}-v||\leq||u-$州なる $\{x_{t}\}$ の部分列 $\{x_{t_{n}}\}$

が存在することを示す. 任意の $t\in(0,1)$ に対して, $x_{t}\in T_{t}x_{t}$ より $x_{t}=tx_{1}+(1-t)u$ を
満たす $x_{1}\in Tx_{t}$ が存在する. よって, 仮定 (3.10) の $V\in C\cap F(T)$ と, すべての $P\in X^{*}$

に対して,
$(x_{t}-v,$ $p\rangle=t\langle x_{1}-v, P\rangle+(1-t)\langle u-v, p\rangle$ .

ゆえに,
$\sup\langle x_{t}-v, p\rangle\leq t\sup\langle X_{1^{-v},p\rangle}+(1-t)\sup\langle u-v, p\rangle$

$p\in X^{*}$ $p\in X^{*}$ $p\in X^{*}$

より,
$||x_{t}-v||\leq t||x_{1}-v||+(1-t)||u-v||$ . (3.11)

方, 仮定 (3.10) より次の (3.12) を満たす部分列 $\{t_{n}\}\subset\{t\}$ が存在する.

$\frac{\sup_{z\in T}x_{t}||Zn-v||}{||_{X_{t_{n}}}-v||}\leq 1$ , $\forall t_{n}$ . (3.12)

ゆえに,

$\sup_{z\in Tx_{t}n}||z-v||\leq||_{X_{t_{n}}}-v||$ . (3.13)

既に, (3.11) はすべての $t$ について成立していたので, (3.12) で選んだ $\{t_{n}\}\subset\{t\}$ につい

ても明らかに成立するから, 各 $t_{n}$ である $x_{1}\in Tx_{t_{n}}$ が存在して,

$||x_{t_{n}}-v||\leq t_{n}||x_{1}-v||+(1-t_{n})||u-v||$

が成り立つ. ゆえに,

$||x_{t_{n}}-v||$ $\leq$

$t_{n} \sup_{tn}|z\in Tx|_{Z}-v||+(1-t)n||u-v||$

$\leq$ $t_{n}||x_{t_{n}}-v||+(1-t_{n})||u-v||$ . ( $(3.13)$ より)

したがって, $(1-t_{n})||xt_{n}-v||\leq(1-t_{n})||u-v||$ であるから

$||x_{t_{n}}-v||\leq||u-v||$ .

ゆえに, $\{x_{t_{n}}\}$ は有界である.
次に定理の後半部分については Theorem 2. と同様にしてある $z\in C$ に弱収束する

$\{x_{t_{n}}\}$ の部分列 $\{x_{t_{n}}, \}$ が存在することを示せる. また仮定より $Tz$ は閉凸集合であるので

$z\in Tz$

が成り立つ. $\square$
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