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境界成分を–つだけ持つ温温 1の開リーマン面を once-holed $ton/s$ と呼ぶ. 特に, torus
(丁数 1の閉り一マン面) から 1点を除いたり一マン面に等角同値なリーマン面を once-
punctuoed tonJs と言う. Once-holed torus は, 把手を持つ開リーマン面のうちで位相的に
最も簡単なリーマン面である. 本稿では, once-holed torus の等角写像や正則写像について
知られている結果を, 二重連結な (平面型) $|j$ 一マン面の場合と比較しながら, 紹介する.

1. Once-holed torus のタイヒミュラー空間

Once-holed torus $R$ と $R$ の標準ホモロジ一基 $\chi=\{a,b\}$ の組 $(R, \chi)$ を, marked once-
holed torus という. $(R’, \chi’),$ $\chi=’\{a’, b’\}$ , を別の marked once-holed torus とし, $f$ : $Rarrow R’$

を中への等角写像 (単射正則写像) とする. もし, $f(a),$ $f(b)$ がそれぞれ $a’,$ $b’$ にホモローダ

ならば, $f$ は $(R,\chi)$ から $(R^{j}, \chi’)$ の中への等角写像である, あるいは, $f$ : $(R,\chi)arrow(R’,\chi^{j})$

は等角である, という.

Marked once-holed torus の (等角同値類の)全体 $\mathcal{T}$ を $\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{c}\not\in \mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{d}$ torus のタイヒミュラー
空間と呼ぶ. 実際には, $\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}\cdot \mathrm{h}_{0}1\propto 1$ torus のうち, once puncturffi torus とそうでないものの
間には全射擬等角写像が存在しないから, $\mathcal{T}$ は, $\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{c}\oplus \mathrm{p}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{u}\Gamma \mathrm{e}\mathrm{d}$ torus ではない once-holed
torus の (縮約) タイヒミュラー空間 $\mathcal{T}_{0}$ と once-punctured torus のタイヒミュラー空間 $\mathcal{T}_{1}$

の和集合である.
二重連結なリーマン面は, $\mathbb{C}^{*}:=\mathbb{C}\backslash \{0\}$ または $D_{f}:=\{.z\in \mathbb{C}|1<|z|<r\},$ $1<r\leq\infty$ ,
のいずれかただ–つと等角同値である. 従って, $\{\mathbb{C}^{*}\}\cup\{D,\}_{1}<\Gamma\leq\infty$ を二重連結リーマン
面の (等角同値類の)空間とみなすことができ, それは, $\{\mathbb{C}^{*}\},$ $\{D_{\infty}.\},$ $\{D,\}1<\mathrm{r}<\infty$ の三つの

タイヒミュラー空間で構成されていることが分かる. $\mathbb{C}^{*}\text{には双曲計量は入らないが}$ , $D_{f}$

$(1<r\leq\infty)$ には双曲計量を導入することができる. 今, 双曲的な二重連結リーマン面 $D$

の境界成分を分離する単純閉測地線の長さを $l$ とし, $r=e^{2\pi^{2}/\iota}$ とおくと, $D$ は $D_{f}$ と等角
同値である. ゆえに, 長さ 1は二重連結双曲的リーマン面の空間を区間 $[0, +\infty)$ として実
現する大域座標である. .
同様に, once-holed torus のタイヒミュラー空間 $\mathcal{T}$ もいくつかの双曲的闘測地線の長さ

で記述される. $(R, \chi),$ $x=\{a, b\}$ , を marked once-holed torus とする. ここでは, $a,$
$b$ を $R$
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の基本群の元として扱う. (Once-holed torus においては, サイクルとして非自明な単純閉

曲線 $c_{1},$ $c_{2}$に対して, $c_{1}$ と免が互いにホモローダであることと自由にホモトピックである
こととは同値である) 一般に, $R$ の閉曲線 $c$ の自由ホモトピー類に属す閉曲線の双曲的長
さの下限を $l_{R}(c)$ と表す. そして,

$\Psi(R, \chi)=(2$ coeh $\frac{l_{R}(a)}{2}$ , 2 $\cosh\frac{l_{R}(b)}{2},$ $2$ $\cosh\frac{l_{R}(ab)}{2})$

とおく.

定理 1([1], [6]). 写像 $\Psi$ : $Tarrow \mathrm{R}^{3}$ は単射である. その値域は,

$\Psi(T)=\{(\xi, \eta, ()\in \mathrm{R}\mathrm{s}|\xi^{2}+\eta^{2}+\zeta^{2}-\xi\eta\zeta\leq 0, \xi>2, \eta>2, \zeta>2\}$

である.

$\mathcal{T}$ は二つのタイヒミュラー空間 $\tau_{\mathit{0}}$ , 須の和集合であった. これらのタイヒミュラ一空間
はそれぞれ実, 複素解析的多様体であるが, $\Psi$ のそれらへの制限はいずれもその像の上への

実解析的微分同型である. そこで, $\mathcal{T}$ に, $\Psi$ を媒介として, To, 巧の解析的多様体の構造と
両立する境界付き実解析的多様体の構造を入れることができる.

$\Psi(T_{0})--\{(\xi, \eta, \zeta)\in \mathrm{R}^{3}|\xi 22++\eta\zeta 2-\xi\eta\zeta<0, \xi>2, \eta>2, \zeta>2\}$

$.\Psi(T_{1})==\{(\xi, \eta, \zeta.)\in \mathrm{R}3|\xi 2++\eta^{2}\zeta 2-\xi\eta\zeta=0, \xi>2, \eta>2, \zeta>2\}$

なので; 巧が $\mathcal{T}$ の境界である. .:. $\cdot$

さて, 二重連結リーマン面 $D$ の境界成分を分離する単純閉曲線全体あ極値的長さを $\lambda$ と
$\text{する^{}\int}$. $D$ が $D_{r}$ に等角同値ならば, $r=e^{2\pi/x}$ が成立する. よって, 極値的長さ $\lambda$ も二重連

結双面的リーマン面の空間の大域座標となる. $.\sim$

.
$\backslash :..\cdot$

同様に, $T$ にも極値的長さによる大域座標を導入することができる. Marked $\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{c}\not\in \mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{d}$

torus $(R, \chi),$ $x=\{a, b\}$ , に対し,

$\Phi(R, x)=(\lambda_{R}(a), \lambda R(b),$ $\lambda_{R}(a-b))$

と定義する. ここで, 再び $a,$
$b$ をサイクルとして取り扱い, また, $.R$ のサイクル $c$ にホモ

ローダな単純閉曲線全体の極値的長さを $\lambda_{R}(c)$ と表す. そして,

$F(\xi, \eta, \zeta)=\xi 2+\eta+2\zeta 2-2(\xi\eta+\eta\zeta+\zeta\xi)$

とおく.

定理 2([12]). $\Phi$ は $\mathcal{T}$ 土の実解析的な大域座標である. その像は,

$\Phi(T)=\{(\xi, \eta, () \in \mathrm{R}^{3}|F(\xi, \eta, \zeta)+4\leq 0, \xi>0, \eta>0, \zeta>0\}$

である.
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タイヒミュラー空間 $T$ には, タイヒミュラー. モデュラー群が真性不連続に作用してい
る. Koen [7] は, モデ $\text{ュ}$ラー群の–組の生成元を座標 $\Psi$ を使って表現し, 基本領域を–つ具
体的に記述した. 極値的弓さによる座標 $\Phi$ を用いたモデ\neg コ-ラー群とその基本領域の表現も
知られている ([12]). 特に, モデュラー群は, 二次形式 $F$ を不変にする 3次正方行列全体の
なすり –群の離散部分群として表現される.

2. Torus と once-holed torus の中への等角的埋め込み

一般に, 種油有限な任意の開リーマン面は, 同種数のある閉り一マン面に等角に埋め込ま
れる. 虚数 $0$ の場合, 埋め込み先の閉 $1j$ 一マン面はリーマン球面ただ-つしかない (埋め込
み方はたくさんある) が, 種数が 1以上になると埋め込み先も複数あり得る. Heins [2] は,
与えられた種数 1の開 $|J-$マン面 $\text{を}..\dot{\text{等}}$角に埋め込 $\text{ま}$せる torus の全体は, モデュラィ空間
の中で有界集合をなすことを示した. Shiba [17] はこの結果を大いに精密化した. ここで
は, この Shiba の定理を once-holed torus の場合に限った形で述べる. そのために, まず,
marked torus にそのモデュラスを対応させることにより, marked torus の (等角同値類)全
体, すなわち, torus のタイヒミュラー空間を, 上半平面 $\mathbb{H}$ と同–視することができること
に注意しよう. そして, $(R, \chi)\in T$ に対し, $(R, \chi)$ を等角に埋め込ませる marked torus の
モデュラス全体の集合を $M(R, \chi)$ と表す.

:

定理 3([17]). $M(R, \chi)$ は, $\mathbb{H}$ の閉円板または 1点である. $M(R, \chi)$ が 1点になるため
の必要十分条件は, $(R, \chi)\in \mathcal{T}_{1}$ である.

$M(R, \chi)$ の双曲的長さを用いた記述は知られていないが, 極値的長さを用いれば次のよ
うに表現される.

定理 4([11], [12]). $(\alpha, \beta, \gamma)=\Phi(R, \chi)$ とすると, $M(R, \chi)$ の中心と半径はそれぞれ

$\frac{\alpha+\beta-\gamma}{2\alpha}.+i\frac{4-F(\alpha,\beta,\gamma)}{8\alpha}$ , $- \frac{4+F(\alpha,\beta,\gamma)}{8\alpha}$

に等しい.

双曲的な二重連結リーマン面 $D_{1},$ $D_{2}$ の境界成分を分離する単純閉曲線族の極値強面さ
をそれぞれ $\lambda_{1},$ $\lambda_{2}$ とする. このとき, $D_{1}$ から $D_{2}$ の中への等角写像 $f$ で $f(D_{1})$ が $D_{2}$ の

境界を分離するするようなものが存在するための必要十分条件は, $\lambda_{1}\geq\lambda_{2}$ である. この条
件を双曲的長さを用いて表現することも, もちろん可能である.

Marked once-holed torus から別の marked once-holed torus の中への等角写像が存在す
るための条件を求めよう. 与えられた $(R,\chi)\in T$ を等角に埋め込ませる marked once-holed
torus の全体を飢 (R, $\chi$) と表す. このとき次の定理が成立する:

定理 5([12]). $(\alpha,\beta, \gamma)=\Phi(R, \chi)$ とすると,

$\Phi(\mathfrak{M}(R, \chi))=\{(\xi, \eta, \zeta)\in\Phi(\tau)|F(\alpha-\xi, \beta-\eta, \gamma-\zeta)\leq 0, F(\alpha, \beta, \gamma)\leq F(\xi, \eta, \zeta)\}$
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である.

$(R_{1}, \chi_{1}),$ $(R_{2}, \chi_{2})\in \mathcal{T}$ に対し, $(R_{1}, \chi_{1})$ から $(R_{2}, \chi_{2})$ の中への等角写像が存在するため
の必要十分条件は $M(R_{1},.\chi_{1})\supset M(R_{2}, x.2)\text{である}$

;

([12]). 定理 5はこの事実を使って証明
される.

3. Torus と once-holed torus の中への正則写像

Marked once-holed torus から marked torus または marked once-holed torus の中への
正則由像の意味は明らかであろう. 例えば, $(R_{1}, \chi_{1}),$ $(R_{2,\chi_{2}})\in\tau,$ $\chi k=\{a_{k}, b_{k}\}(k=1,2)$ ,
とするとき, $(R_{1}, \chi_{1})$ から $(R_{2}, \chi_{2})$ の中への正則写像とは, $f(a_{1}),$ $f(b_{1})$ がそれぞれ $a_{2},$ $b_{2}$

にホモローダとなる正則写像 $f$ : $R_{1}arrow R_{2}$ のことである.
.

定理 3が示す通り, 与えられた marked $\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{c}\not\in \mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{d}$ torus からの等角写像が存在する
marked torus は限られている. ところが, 正則写像の場合には, 事情は全く異なる:

命題 1. $(R, \chi)\in \mathcal{T}$ とする. このとき, 任意の marked torus $(T’, x’)$ に対し, $(R, \chi)$ から
$(\tau^{J}, x’)$ の中への正則写像が存在する.

この命題は, $\mathrm{B}\mathrm{e}\mathrm{h}\mathrm{n}\mathrm{k}^{\xi}\succ \mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{n}$ の定理を使って簡単に証明される. また, Shiba [16] の特別な
場合でもある. 命題 1は, たとえ $R$ の境界が小さくても (すなわち, $(R, \chi)\in$ 巧であって
も)正しいのである.

さて, $(R, \chi)\in \mathcal{T}$ に対し, $(R, \chi)$ から $(R’, \chi’)$ の中への正則写像が存在するような
$(R’, \chi’)\in \mathcal{T}$ の全体をめ $(R, \chi)$ と表す. 命題 1とは対照的に, 次の定理が成立する.

定理 6([13]). 任意の $(R, \chi)\in T$ に対し, $fl(R, x)$ は $T$ のコンパクト部分集合である.

$D_{1},$ $D_{2}$ を二重連結双曲解リーマン面とする. $D_{1}$ から $D_{2}$ の中への正則写像で基本群
間の非自明な準同型写像を誘導するものが存在すれば, $D_{1}$ から $D_{2}$ の中への等角写像で
$D_{1}$ の像が $D_{2}$ の境界成分を分離するものが存在する. この事実とそれに関連する話題に
ついては, Schiffer [15], Huber [3], [4], Jenkins [5], Landau-Osserman [8], [9], Reich [1.4],
Marden-Richar&- odin [10] を参照せよ.
二重連結リーマン面の場合と異なり, marked once-holffi torus の空間では, 正則写像の

存在が必ずしも等角的埋め込みが可能であることを保証しない. すなわち, 次の定理が成立
する:

定理 7([13]). 任意の $(R, \chi)\in \mathcal{T}0$ に対して, $\mathfrak{M}(R, \chi)_{\neq}\subset \mathfrak{H}(R, x)$ が成り立つ.

注意. $(R, \chi)\in$ 巧に対しては, $.\mathfrak{M}(R^{\chi},)=\mathfrak{H}(R,\chi)=\{(R^{\chi)\}}$, が成り立っている.

4. Once-holed torus の等角写像

一般に, リーマン面 $R$ 上の (ホモトピーの意味で)非自明な単純閉曲線の全体を $S(R)$ と

表す. 各 $c\in S(R)$ に対し, $c$ の自由ホモトピー類の極値的長さを $\lambda_{R}(c)$ と書く. また, $H$ が
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双曲的であるとき, $c$ の自由ホモトピ一類に属す閉曲線の双曲的長さの下限を $l_{R}(c)$ と表す.
さて, $j:Rarrow R’$ を, リーマン面 $R$ から別のリーマン面 $R’$ の上への同相写像とする. も

し, $R$ から $R’$ の中への等角写像で $j$ とホモトピックなものが存在すれば,

(a) $\lambda_{R}(c)\geq\lambda_{R’}(j(_{C}))$ $(\forall c\in s(R))$

が成立する. さらに, $R$ と $R’$ がともに双曲的であれば,

(b) $l_{R}(c)\geq l_{R’}(j(_{C}))$ $(\forall c\in s(R))$

も成-‘-1L^ している. すなわち, 条件 $(\mathrm{a}).’(\mathrm{b})$ は, $R\text{から}.\cdot R’$

.
の中への等角写像で $j$ とホモト

ピックなものが存在するための必要条件である.
$R,$ $R’$ が二重連結双曲的リーマン面である場合には, (a), (b) はいずれも $j$ とホモトピヅ
クな等角写像が存在するための十分条件にもなっている. では, once-holed torus について
はどうだろうか.

定理 8([13]). $R,$ $R’$ を once-holed torus とし, $j$ を R. から $R’$ の上への同相写像である
とする. このとき, すべての $c\in S(R)$ に対して $\lambda_{R}(c)\geq\lambda_{H}(j(c))$ が成立していれば, $R$ か
ら $R’$ の中への等角写像で $j$ とホモトピックなものが存在する.

従って, $R$ と $R’$ が once-holed torus である場合には, 条件 (a) は, $j$ とホモトピヅクな $R$

から $R’$ の中への等角写像が存在するための必要十分条件である. -方, 条件 (b) について
は, そのような等角写像が存在するための十分条件にはならない.

定理 9 ([13]). $R$ は once-holed torus だが, once-punctured torus ではないとする. この
とき, 次の二つの条件を同時に満足する once-holed torus $R’$ と全射同相写像 $j:Rarrow R’$ が
存在する: ‘

(i) すべての $c\in S(R)$ に対して $l_{R}(c)\geq l_{R}(j(c))$ が成り立つ. : .

(ii) $R$ から $R’$ の中への等角写像で $j$ とホモトピックなものは存在しない.

注意. 定理 9は, $R$ が種数 1以上の開リーマン面で, 位相的には有限であるが等角的に
は有限でない場合にも成立する.

.
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