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1. はじめに

大気中のロスビ一山の主たる起源は, 大山脈や大

陸と海洋の熱的性質の違いにあると考えられてい
る. これらは, 地球に対して固定されているから,

励起される波の位相速度は $0$ である. 東西に–様で

南北にのみ変化する東西風の基本場を考えると, 東
西風速が $0$ で波の位相速度 $0$ と –致する緯度がある.

これを臨界緯度と呼んでいる. 波の位相速度と基本

場の東西風速が–致する緯度は, 後で見るように,

線型ロスビ一波を支配する方程式の特異点になって

いる. 以下, 本稿では, 順圧の場における定常ロス

ビー波の水平伝播と臨界緯度付近におけるふるまい

を扱う.

臨界緯度で波が吸収されるのか\searrow 反射されるのか

は, 流体力学的に興味深い問題である. Dickinson
(1970) は, 定常線型解を求め, 臨界緯度で波は吸収

されることを示した. ところが, Warn and Warn (1976)

は, 臨界緯度付近ではそもそも線型の近似が成り立

たないということをスケーリングにより示し, 非線

型項や粘性項等これまで無視していたプロセスが重

要になるということを指摘した. その後,

Stewartson (1978) と Warn and Warn (1978) は, 臨界

緯度付近の非線型項が重要になる層 (臨界層) の非

粘性の非線型解を導出した. この解によれば, 臨界

層内の渦度が定常で閉じた猫目型の流線 (cat’s

eye) に沿って受動的に移流されてその分布が変化す

ることにより, 臨界層は吸収-反射を繰り返す. 長

い時間の後, 臨界層は完全反射に漸近していく.

SWW解は, 無限小ではないが非常に小さい振幅

の波を仮定し, その振幅を用いて臨界層付近のスケ

一リングをした方程式から得られたものであり, 極

限においてだけ考えうる解である可能性もある. 実

際の大気中に存在しうるかどうかは, スケーリング

しない方程式に立ち返って調べる必要がある. そこ

で, スケーリングをしない数値実験を行い, これを

SWW解と比較することにした.

2. SWW 解の性質

ここでは, 我々の数値実験と比較する SWW解の

性質についてレビューを行う. SWW解では, 線型

定常解が破綻する臨界緯度付近を臨界層と呼び, そ

の外側と区別する. 臨界層の外では, 定常解が成り

立っていると仮定する. 臨界層内でも, 流線函数は

定常だが, 渦度については時間発展を考える.

SWW解は, 臨界層の外の定常解 (外部の解) と臨

界層内の非線型定常解 (内部の解) を接続するとい

う接続された漸近展開 (matched asymptotic expansion)

の方法を用いて導出されたものである. また, 臨界

層を定義するにあたって, 多重スケール (multiple
scale) も用いられている.

SWW解の特徴である渦度の転覆 $(_{\mathrm{o}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{t}}\mathrm{u}\dot{\mathrm{n}}\mathrm{n}\mathrm{g})$ は,

臨界層内の解に見られるのであるが, 展開や接続の

ために, まずは線型解から見ていくことにする.

21線型解

順圧非粘性で東西一様なシャー流 $U=U(y)$ が

ある $\beta$ 平面上の基本場におけるロスビー波の伝播に

ついて考える. 定数 A に比例する直線的な基本場の

シャー,

$U=\Lambda y,$ $\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots..(1)$

を仮定する. 擾乱部分を含めた流線函数は,

$\psi=-\S\Lambda y^{2}+\epsilon\emptyset(x, y, t)$, (2)

と書ける. ここで $\epsilon$ は擾乱の振幅である. この系で

は, 絶対渦度,

$q=\beta y+\nabla^{2}\psi+\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{S}\mathrm{t}$ (3)

は, 粘性や消散を考えないとき保存する.

数理解析研究所講究録
1030巻 1998年 102-112 102



$\frac{Dq}{Dt}=(\frac{\partial}{\partial t}+u\frac{\partial}{\partial x}+v^{\frac{\partial}{\partial y}})q=0$ . $\ldots\ldots\ldots.(4)$

ここで, $u=U-\partial\phi/\partial y,$ $v=\partial\phi/\partial_{X}$ である. 式 (2)

および (3) を式 (4) に代入し, 線型化を施すと, 流線
函数の擾乱 $\phi$ の方程式,

$g(y)\approx y$, ........... (11)

$h(y)\approx 1+|y|\log|y|+(2\gamma-1)|_{y}|$ .

ここで, $\gamma\equiv\lim_{narrow\infty}(1+\frac{1}{2}+\frac{1}{3}+\cdots+\frac{1}{n}-\log n)\approx$

0.57721は, オイラーの定数である.

$( \frac{\partial}{\partial t}+U(_{y)\frac{\partial}{\partial x}})\nabla^{2}\psi+\beta^{\frac{\partial\phi}{\partial x}=0},$
$\ldots\ldots\ldots.(5)$

が得られる. 波型 $\phi=\Re\hat{\phi}\exp\{ik(x-ct)\}$を仮定す

ると, 式 (5) は,

$( \frac{\partial^{2}}{\partial y^{2}}-k^{2}+\frac{\beta}{U-c}1^{\hat{\phi}0}=,$
$\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots(6)$

となる. 今, 現象の東西スケールが南北スケ $-j\mathrm{s}$ よ

りずっと大きいと仮定すれば, 式 (6) は,

$(U-c) \frac{d^{2}\hat{\phi}}{dy^{2}}+\beta\hat{\emptyset}=0,$
$\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots(7)$

となる. 式 (7) は, $U=c$ に特異点を持っている.

定常な波を考える場合, $U=0$ となる緯度は臨界緯
度 $y$。

$=0$ である. この方程式は, 適当な無次元化に

より,

$y\hat{\phi}_{yy}+\hat{\phi}=0,$
$\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots(8)$

と書ける. ここで, $U$ は $y,$ $\beta$ は 1に無次元化され

ている. 式 (8) は, ベッセルの微分方程式 $(y>0)$

および変形されたベッセルの微分方程式 $(y < 0)$

に還元でき, 解析解を求めることができる.

$\hat{\phi}=\{$

$A\{f(y)\cos x+\pi g(y)\sin x\}$ $(y>0)$
, .... (9)

$Ah(y)\cos x$ $(_{y<0})$

となる. ここで, $f(y),$ $g(y),$ $h(y)$ は, それぞれベッセ

ル函数 $\mathrm{Y}_{1},$ $J_{1}$ および変形されたベッセル函数 $K_{1}$ か

らなる実函数,

$f(y)=-\pi y1/2Y_{1}(2y)1/2$,

$g(y)=y^{1}J_{1}/2(2y)1/2$ , ................ (10)

$h(y)=2|_{y1^{1}}/2K_{1}(2|_{y}|1/2)$ ,

であり, $A$ は定数である. 波は考えている領域の北

端 $y=y_{f}>0$ で $\phi=\cos X$ で強制されているものと

し $(A=1)$ , $yarrow-\infty$ で $h(y)arrow 0$ とする. 式 (10)

は, $y_{c}=0$ 付近で, つぎのように近似できる.

$f(y)\approx 1-y\log y-(2\gamma-1)y$ ,

線型解, 式 (9) は $\log$ の項を含むので, これを複
素数で考えたとき, $y=$ 戻で $\psi$ の位相に跳びが生ず
る. これを位相の跳び (Phasejump) と呼ぶ. このとき,

$u’=-\partial\psi/\partial y$ が不連続になるので, $y_{c}=0$ において

運動山流東 $-\overline{u’v’}$ の跳びも生ずることになる. この

$-\overline{u’v’}$ の跳び,

$\alpha\equiv[-uv’]_{-}^{+}\overline{\prime},$
$\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots..(12)$

で波の吸収率 $\alpha$ を定義する. $[]_{-}^{+}$ は臨界緯度での跳
びを表す. 添字の $+$ は $y>0$ での値, – は $y<0$

での値を表す. $-\overline{u’v’}$ は, 波の到達していない $y<0$
で明らかに $0$ である. $y>0$ のとき, 式 (9) および

(10) より, $-\overline{u’v^{J}}=-\pi(fg’-f’g)=-\pi$ と –定にな
る. ここで, ベッセル函数 $\mathrm{Y}_{1},$ $J_{1}$ および変形された

ベッセルの函数 $K_{1}$ の性質を用いた. なお, 式 (11)

の近似を用いても, $-\overline{u’v’}$ が–定になることは示せ
る. $y>0$ で–定のものが $y<0$ でなくなるので,

$\alpha=(-\overline{u’v’})_{+}-(-\overline{u’v’})_{-=}(-\overline{u’v’})_{+}=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}$ , となり,

線型解では波は臨界緯度で吸収される.

2-2非線型解

式 (4) を無次元化し, 現象の東西スケ–が南北

スケールよりずっと大きいと仮定して $\nabla^{2}\approx\partial^{2}/\partial\oint$

と近似すれば,

$\phi_{\mathrm{V}}\nu t+y\phi\nu\nu x+\phi_{x}+\in(\emptyset_{x}\emptyset_{\nu\nu}y-\emptyset_{\nu}\emptyset_{\nu yx})=^{\mathrm{o}},$ $\ldots(13)$

となる. ここで, 下添字は偏微分を表す. 定常性を
仮定していないので, 左辺第 1項の時間微分の項は
残っている. 第 2項は移流項で無次元化の結果, 基
本場の東西風速が $y$ で表されている. 定常波の臨界

緯度は $y=0$ になる. 第 3項は $\beta$ 項で $\beta$ が 1に無次

元化されている. 最後の 2つの項は非線型項である.
これらは波の 2次の効果を表している. 式全体を $\epsilon$

で割ったので, 非線型項には $\epsilon$ がかかっている.

式 (13) の各項をスケーリングすると, $t\sim 1/\sqrt{\epsilon}$
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より後は, $|y|\sim\sqrt{\epsilon}$ で非線型項が無視できない臨界

層が存在することが分かる (Wam and Warn, 1976). そ

こで, $t$ および $y$ を次のようにスケーリングする.

$\mathrm{Y}=y/\sqrt{\epsilon},$ $T=\sqrt{\epsilon}t$ .–. (14)

これを式 (13) に代入し, 低次の項を取り出すと,

$( \frac{\partial}{\partial T}+\frac{\partial\Psi_{0}\partial}{\partial x\partial Y}-\frac{\partial\Psi_{0}\partial}{\partial \mathrm{Y}\partial x})Q=0,$$\ldots\ldots.(15)$

となる. ここで, 渦度と流線は,

. $Q=Y+Q_{1}$ , (16)

$\Psi_{0}=-1\tau Y2\mathrm{c}+\mathrm{o}\mathrm{s}X,$
$\ldots$ (17)

と表される. 下添字の $0$ は, 最低次の項であること

を表し, 1はより高次な項であることを表す.

図 1非線型臨界層のモデル
(Stewartson, 1978; Wam and Warn, 1978)
細実線 : $\Psi_{0},$ $Q<0$ に陰影.

流線函数 $\Psi_{0}$ は, 臨界層の中でも定常であると仮

定されている. この流線函数は, $Y$ が多重解をもつ

ことから分かるように, 閉じて猫目 (Kelvin’s cat’s

eye) のパターンを呈する (図 1). この簡素な $\Psi_{0}$ の

形は, 軽い棒の先の質点が固定点の周りをぐるぐる

と回るような非線型振り子のハミルトニアン H と同

型である (Ngan and Shepherd, 1997). $x$ を角度, $Y$ を

運動量だと思うと, $\tau^{Y}12$ が運動エネルギー $,$
$-\cos$xが

ポテンシャルに相当するから, $\Psi_{0}$ は $-H$ に当たるこ

とになる. 非線型振り子の角度 $-$運動量の図も猫目

になるが, SWW解の猫目は位相空間の比喩的な 「流

れ (flow) 」 ではなく, 実空間の流れである. この

「振り子」 の周期 $2\pi/\dot{x}=2\pi/y=\mathrm{O}(1\mathcal{N}^{-}\epsilon)$ は, 流

体粒子が猫目の回りを–周する時間を与える. この

ことは, 基本場のシャーが強いほど, 波の振幅が強

いほど, 現象の時間スケールが短くなることを示し

ている.

渦度 $Q$ は, 猫目に沿って受動的に移流される. 渦

度の臨界層内の分布の変化に伴って吸収率 $\alpha$ が変化

する. SWW 解における $\alpha$ の時間変化を図 2に示

す. 吸収率は, はじめ線型解の $-\pi$ から出発し $\alpha=0$

となる完全反射を経て, $\alpha$ が正の過大反射に達す

る. 過大反射がピークに達した後, $\alpha$ は減少を始

め, また吸収に転じる. 吸収と反射とを繰り返す

が, $|_{\alpha}|$ は時間とともに小さくなり, $\alpha$ は時間ととも

に完全反射に漸近していく.

図 2非線型臨界層における吸収率 $\alpha$ の時間発展
(Killworth and $\mathrm{M}\mathrm{c}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{r}\mathrm{e}$, 1985).

渦度の分布の変化に伴って $\alpha$ が変化することは,

Taylor の関係,

$\partial\overline{u}/\partial t=\partial(_{-uv}\overline{l\prime})/\partial y=\overline{v’q’},$ $\ldots\ldots\ldots\ldots(18)$

と吸収率 $\alpha$ の定義, 式 (12) から理解できる. 図 3

は, $v’$ と $q’$ との相関と $\alpha$ との結び付きを説明する模

式図である. ここで’は基本場からのずれを表して

いる. 今–v $=0$ なので, $\overline{v’q’}=vq-$ である. 波のない

初期状態では, 渦度の等値線は緯線 (図の水平) に

平行であった. 猫目に添った渦度の移流により, $(a)$

では $q=0$ の太実線が南北になり, 図では立つ (上

下になる) ことにより表された波頭ができつつあ

る. 猫目の左側の $v>0$ のところで $q<0$ , $v<0$

のところで $q>0$ である. $\text{したがって_{}\overline{v’q}}’<0$ で負
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の相関になる. 臨界層内を積分しても符号は変わら

ないので, (ののような渦度のパターンは吸収を表す.

六度はさらに移流を受け, $(b)$ では波頭が横に寝

た状態になった. $vq>0$ の領域と $vq<0$ の領域が

半々にあり, 中ほどの閉じた流線は, 左右の側面で

$q=0$ のところを横切っている. このとき, $\overline{v’q’}\approx 0$

であるため, この毎度のパターンは完全反射を表す.
(c)では, 波頭が巻き込んでおり, 陰影をつけた

$q<0$ の領域は $(a)$ と左右が反対の位置にきている.

この面懸のパターンは, $\overline{v’q’}>0$ と正の相関になり,

過大反射を示している. 波頭はさらに巻き込んでい

くが, スケールが小さくなるため, けと $q’$ の相関へ

の寄与は徐々に小さくなっていく. 撹拝により層全

体が $q=0$ に近づき $\alpha=0$ に漸近する.

猫目に沿った移流のうち, 東西移流は基本場が,

南北移流は波が担っていることが式 (17) を偏微分す

ることで分かる. 臨界層では, 基本場と波が対等な

のである. SWW解の巧妙なところは, 臨界層とい

う特別な場所にスケーリングをし, 渦度と流線函数

を分離した点である. 渦度の分布の変化は, 流線函

数にフィ一ドバックする. しかし, このモデルでは

これを無視している. その根拠は, 臨界層が薄いこ

とである. すなわち, $q\approx\partial^{2}\psi/\partial t$ なので, $q$ の次元

は $\psi$ の $L_{y}^{-2}$ 倍である. また, 流線函数は最低次 0(1)
の項だけを取り出しているので, 跳びの原因となる

項は流線函数には含まれておらず, $Q_{1}$ にまとめられ

ている. $Q_{1}$ の時間発展は, 楕円函数を用いて書き表

すことができる.

式 (15)$-(17)$ で表されるシステムでは, 渦度の転覆

にともなって局所的な順圧不安定が生ずる

(Killworth and $\mathrm{M}\mathrm{c}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{r}\mathrm{e}$, 1985). 彼等は, 不安定波の

東西スケールが SWW解のそれより十分小さいと仮

定し, 多重スケールを導入した. そして, 波の成長

率の東西の分布を計算して, 不安定が局所的である

かを調べた. 順圧不安定は, 通常東西平均された渦

度の南北傾度がその発生の必要条件であるが, 臨界

層の場合は東西に長いために, 局所的な渦度の南北

傾度があたかもその周辺の平均場の量のように働い

て, 東西に限られた領域で不安定が生ずる.

図 3渦度の移流と吸収率の関係
(Andrews et $al.,1987$).

ところで, SWW解の筋書は, 臨界層のスケーリ

ングが正しいことを前提にしている. Warn and Warn

(1978) や Haynes (1985) のような計算は,式 (15) $-(17)$

をもとにしたスケーリングをしたモデルである. つ

まり, SWW解を仮定して, 臨界層だけを計算す

る. 臨界層は薄いので, 南北解像度を高める必要が

あるため, 臨界層だけを計算すれば効率がよい. こ

の方法は, 臨界層の中の状態を調べるには有効であ

る. 実際, Haynes (1985) は, スケーリングをしたモ

デルで, 渦度の転覆に伴う順圧不安定について調べ

た.

SWW 解がスケーリングをしないもとの渦度方程

式でも実現するかどうかは, スケーリングした方程

式で確かめることはできない. 漸近展開において,

高次の項が小さいことは, $\epsilon$ が小さいことで保証さ
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れる. 概念上は $\epsilon$ をいくらでも小さくとることが可 $a$ .
能だが, 気象学等への応用を考えたとき, $\epsilon$ がある

程度の幅をもって SWW解が成り立たなければ意味
がない. また, SWW解の特徴が卓越している範囲
で, $\epsilon$ がやや大きくなったときに高次の項の影響が
どのように現われるのかは, 興味深いことである.

次の節では, 我々が行った数値実験の結果を紹介
し, SWW解と比較, 検討する. 我々は, スケ $-$ リ

ングをしない渦度方程式を単に時間積分した.
B\’eland $(1976, 1978)$ も同様にスケーリングをしない $\beta$

平面上のモデルで数値実験行っているが, sww解
に先行したものであり, SWW解との比較は行われ
ていない. 我々は, 後の応用を考えて, 球面上のモ
デルを用いたが, 臨界層は薄いため, 球面の効果は

非常に小さいと考えられる.

3. 数値実験
ここでは, 我々のスケーリングをしない通常の渦

度方程式を時間積分して得られた結果を示し, 理論
を確認する. モデルは, 球面上の順圧スペクトルモ

デルである. 切断は, どの東西波数に対しても同じ

南北波数が得られるように, 平行四辺形切断を用い
た. 切断波数は $\mathrm{M}=10$ (東西波数) , $\mathrm{N}=170$ およ

び 85 (全波数) である. 基本場は, 東西一様で南北

に直線的に変化する東西風のみである. 基本場の東
西風は, 北半球で西風, 南半球で東風としたので,

赤道が定常波の臨界緯度になる. 弱い強制 (波の振

幅 $\epsilon\equiv|\hat{\phi}|/\overline{\psi}=0.006$) を 45 ON に与えて, 波を励起

する. 北向きの波と南向きの波が励起されるが, こ

こでは南向きの波に着目する. 北向きの波を減衰さ
せるために, 極を中心としたガウシアン型のレーリ

一摩擦を加えている. その効果は, 臨界緯度付近で

は無視できる. 以下に示す実験は, 非粘性の条件で
行った.

3-1線型モデル

ここでは, 線型モデルでの吸収の様子を確認す
る. 図 4は, 波と波の積の効果を無視した線型モデ

ルの実験結果である. 図 $4a$ の吸収率 $\alpha$ は, 完全吸

経度

$0$ 50 100 150 200 250 300 350

図 4線型モデルでの $\alpha(a),$ $\psi(b),$ $q(c)$

収が 一\mbox{\boldmath $\pi$} ではなく, $-1$ になるように規格化してあ
る. 波頭が形成されて立っていくのにともなって,

$\alpha$ は急速に小さくなっていく. 非定常波によるもの

と考えられる振動が落ち着くと, 完全吸収の線型臨
界層の形成を示す, $\alpha=-1$ で定常に達する. 定常

状態の $t=4032$ hrs における流線函数と絶対渦度の

様子を図 4 $b,$ $c$ に示す. 薄い臨界緯度を図示するた
めに, 縦軸は, $15^{\mathrm{O}}\mathrm{N}-15^{\mathrm{o}}\mathrm{S}$ の南北に狭い範囲を拡

大して描いている. 基本場の流線函数は, 臨界緯度

の赤道を極値としている. 臨界緯度付近では, 基本

場と波とが大きさにおいて対等なので, 基本場に波
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が重なって, 全流線函数の等値線は, 図 4 $b$ のよう

に閉じたものとなる. 図 4 $c$ の渦度は, 閉じた流線

に沿って波頭が立った状態にある. 図 $4b$ と図 $4c$ か

ら $v$ と $q$ との相関を考えると, 吸収になっているこ

とが分かる. 線型では, 波数のカスケードは起きな

いので, 波頭が巻き込むことはない. 非線型項は,

波が波を南北に運ぶ項であり, これが省略されてい

るので巻き込みが起きないと考えることもできる.
次に, 線型モデルにおける臨界層への波の集積に

ついて調べる. 図 5は, 波の活動度密度 $A=q^{l2}/2\beta$

の等値線の時間発展を示したものである. ここで,

$q’$ は渦度の擾乱成分である. 等値線の間隔は, 2016,

4032, 6048 $\mathrm{h}\mathrm{r}\mathrm{s}$ において, 各々 0.05, 0.2, 0.5, 0.5であ

る. 波が南北伝播し, 臨界緯度に達するのにとも

なって, $A$ が臨界緯度付近に集まってくる. ピーク

が 2つあるのは, $q’$ が東西波数 $k=1$ であり, その 2

乗 (エンストロフィー) に比例する量を描いたため

である. 流線や渦輪は定常になった後でも, 波の強

制は続いており, 臨界層付近の南北に狭い領域に $A$

が集中している.

3-2非線型モデル

ここでは, 非線型モデルでの反射や不安定につい

て確認する. 図 6は, 非線型モデルにおける流線函

数と絶対渦度の時間発展を示したものである. $t=$

2016 $\mathrm{h}\mathrm{r}\mathrm{s}$ を見ると, 線型と同様に閉じた流線 (cat’s

eye) のパターンが現われている. 猫目型のパターン

の出現にともなって, 渦度は移流され, 徐々に転覆

してい $\langle$ . $t=6048\mathrm{h}\mathrm{r}\mathrm{S}$ からは, 高波数の波が重なっ

ているように見える. $t=8046\mathrm{h}\mathrm{r}\mathrm{s}$ では, 波頭が壊れ

ている.

図 7 $a$ は, スペクトルの波数分布である. 薄い色

ほど後の時刻を表している. 強制している東西波数

$k=1$ 以外に k $=5$ 等が成長していることが分かる.

これが順圧不安定によるものかを調べるために,
$dq/d\phi$ の図を描いた. 図 $7b$ は初期状態である. モデ

ルでは, $\beta$ は 2に無次元化されている. $\beta$ は $\phi$ 依存

性があるが, 臨界層付近では, $dq/d\phi\approx 2=\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{S}\mathrm{t}$ で

ある. $dq/d\phi$ の変化が最も大きいのは, 渦度の転覆

が起きている臨界層内である. 図 7 $c,$ $d$ は, まだ吸

収の段階にある $t=4032$ hrs の様子であるが, 臨界

層付近で負になっている. これは, 不安定の必要十

分条件 (Killworth and $\mathrm{M}\mathrm{c}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{r}\mathrm{e},$ $1985$ ; Haynes, 1985)

を満たしていることを示す. しかも, 大きさは東西

で異なっており, この不安定が局所的に生じること

を示唆している.

凶 5課型七アルにおげる $A$ の臨界 f曽への集積
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図 6非線型モデルにおける臨界層の時間発展

4猫目の傾き

我々の方法では, 波の振幅 $\epsilon$ の極限でのふるまい

は調べられないが, 逆に $\epsilon$ がある程度の大きさをも

つ場合に $\mathrm{S}R$ 解がおおむね正しいかを調べること

ができる. 我々の実験で渦度の転覆が見られたこと

は, SWW 解のスケーリングが妥当であり, 臨界層

における波のふるまいの第–次近似的な特徴をよく

とらえていることが分かる. しかし, $\epsilon$ がある程度

の大きさをもっために, 渦度の転覆以外の特徴も現

われている. ここでは, SWW 解で無視した効果に

着目し, これにより生じたと考えられる猫目の傾き

について, それが無視されたどの項から生じたのか

を調べる.
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$a$ .
$\ln|\psi|$

図 7非線型モデルにおける不安定波の発生. スペク トルの汲数分布 $(a)$ , $dq/d\phi$ の南北分布 $(b, C, d)$ .

4-1数値実験の結果に見られる特徴

数値実験の結果を見返してみると, 猫目のパター

ンが傾いていることに気がつく. 図 $4b$ を見ると,

猫目は臨界緯度を挟んで対称ではなく, 猫目は南西
$-$北東を長軸として傾いており, かつ, 強制のある

北側に片寄っている. 線型モデルでは, 波による基

本場の変形にともなう臨界緯度の北への移動はない
ので, これが原因ではない. 猫目が傾いており, 北

に片寄っていることは, 猫目が臨界緯度を挟んで対

称な形で存在する SWW解にはない特徴である. 図

5でも活動度 $A$ のピークは $1^{\mathrm{O}}\mathrm{N}$付近にあり, 全体と

して北に片寄っている. 図 6でも始めは同様に傾い

ているが, 渦度の転覆とともに傾きは小さくなって

いくように見える. 図 $7d$ の負のピークが図 $7c$ に比

べて北にあることも, 目が傾いていることにともな

うものである.

4-2漸近展開の高次の項との対応

猫目の傾きは, 南向きの群速度を持つ波を反映し

ていることが考えられる. ここでは, SWW 解にこ

の特徴が含まれないのはなぜなの力\searrow どこで省略さ

れたのか調べる.

式 (2) と式 (17) を比べると, 臨界層内の波は $x$ だ

けの函数になっている. 流線函数は, 臨界層の内外

で定常であると仮定しているので, $t$ の函数でなく

なっている. $y$ の函数ではないのは, 式 (11) を式

(14) でスケーリングし, $o(\sqrt{\epsilon})$ や $o(\sqrt{\epsilon}\log\epsilon)$ が小

さいことを仮定したためである. この仮定により,

臨界層内で $f(y)=h(y)=1$ とした.

南北波数を $\ell$ としたとき, 波型に $\ell y$ が含まれる

とき, 波は南北伝播できる. 式 (17) だけを見ると,

臨界層に波は伝わってきたのではなく, 波がそこに
あるだけに見える. しかし, 臨界層より南には波は

進まないと考えているので, $\ell_{y=}\mathrm{o}$ としたと解釈す

べきである. これは, 長い時間経って波が到達し

て, 臨界層が形成されたときの, 定常解を流線函数

に仮定していることになる.

数値実験においては, 定常解として閉じた流線を

設定したのではなく, 波の伝播によって時間発展し

て形成されたものである. そこで流線函数の展開に

おいて, 時間発展を含む高次の項まで考慮し, 傾き

の原因を調べてみる. 臨界層内の流線函数は, 高次
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の項を含めて書くと,
$\Psi(x,$ $\mathrm{Y},$ $T)=\Psi_{0(X},$ $Y)-\varphi_{6}\log 6)Y\omega \mathrm{s}x$

$-\sqrt{\epsilon}\{(2\gamma-1)\mathrm{Y}\cos x+\Psi 1\}+\mathrm{O}$ ($\mathrm{g}$ logg),
$\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots(19)$

となる. ここで, $\Psi_{1}$ と $Q_{1}$ は,

$Q_{1}=- \frac{\partial^{2}\Psi_{1}}{\partial \mathrm{Y}^{2}},$

$\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots..(20)$

でつながっている. $\Psi_{1}=\Psi_{1}(X, Y, T)$ は時間発展する

が, 対応する線型解の項は, 式 (11) より,

$\mathrm{Y}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{Y}+\pi Y\sin\emptyset(Y>0),$ $\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots(21)$

である. これらは, 位相の跳びに関わる項である.
線型のとき, あるいは, 線型の段階で, 式 (19) の擾

乱部分 $\Psi’$ が $\mathrm{Y}\sim 1$ でどのような形をしているか調

べてみる. $\mathrm{Y}\sim 1$ で $\log \mathrm{Y}\sim \mathrm{O}$ なので,

$\Psi’=\{1-T1(\sqrt{\epsilon}\log\epsilon)\mathrm{Y}-(2\gamma-1)\sqrt{\epsilon}\mathrm{Y}\}\cos X$

$+\pi\sqrt{\epsilon}$ Ysinx $=\cos(x+\delta)$, –(22)

と書ける. ここで,

$\delta=\tan^{-1}\{\frac{(-\pi\sqrt{\epsilon}\mathrm{Y})}{1-\frac{1}{2}(\sqrt{\epsilon}\log\epsilon)Y-(2\gamma-1)\sqrt{\epsilon}\mathrm{Y}}\}$

$\approx-\pi\sqrt{\epsilon}\mathrm{Y}=\ell y,$
$\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots\ldots..(23)$

と近似できる. これは, $Y=\pm 2$ を臨界層とすると,

線型の段階では, $\mathrm{Y}=1$ でもまだ南北に波型の構造

を残していることを示している. $\ell=-\pi$ は, 式 (21)

の第 2項から来たものであり, さらに遡れば, 位相

の跳びに関わる式 (11) の $g(y)$ を含めたために生じ

たものである. これは, ちょうど吸収率に対応して
いる. 非線型モデルで臨界層が反射に近づくにつれ
て吸収率は $0$ になって $\deltaarrow 0$ となる. つまり, 猫目の

傾きは解消されることになる. 実際, 4-1で見たよ

うに, 図 6にこのことが表れている.

$\epsilon$ $\sqrt{\epsilon}$ $\pi\sqrt{\epsilon}$

$\mathrm{o}.\alpha 16$ 0.15 0.24
0.02 0.28 0.44
0.1 0.63 0.99

表 1高次の項の大きさ

我々の実験での $\epsilon=0.006$ では, SWW解での高次
の項 $O(\sqrt{\epsilon})\text{や}O(\sqrt{\epsilon}\log\epsilon)$ はそれほど小さくない.

表 1に振幅 $\epsilon$ , 臨界層の厚さ (片側) $\sqrt{\epsilon}$ , さきほ

ど求めた 国が示してある. 現実的な振幅として実

験に使われる $\epsilon=0.02,0.1$ も併せて示した. $\epsilon=$

$0.02,0.1$ はもちろん, $\epsilon$ としてはかなり小さい $\epsilon=$

0.006でもその 2乗根は, それほど小さくないので,

実験結果に見えるものとして表れたことが分かる.
$\Psi_{0}$ は, 論鋒をかき混ぜる (stir) だけで, 混合 (mix)

はしない. 長い時間経つと, 正の渦度と負の鮮度と

が重なった状態になるが, 今, 式 (15) を東西平均し
た,

$\partial\overline{Q_{1}}$ $\overline{\partial Q_{1}}$

$\overline{\partial T}\overline{\partial \mathrm{Y}}=\sin X$
, ..................... (24)

は, $O(\sqrt{\epsilon})$ や $O(\sqrt{\epsilon}\log\epsilon)$ なので小さいとし, 式

(19) および式 (20) による流線函数へのフィードバッ

クは考えていない. そのため, 波は–時的に吸収さ

れることはあっても, 最終的には吸収されない. 臨
界層では, 粘性や乱流によって, $\Psi_{0}$ を横切るような流

れが生じたときに混合が起こる (Ngan and Shepherd,
1997). つまり, かき混ぜただけの状態では, 渦度は
対称に分布しており, 東西平均をすれば $0$ である.

何らかのプロセスで分布が非対称になったときに,
平均場の成分が生じる. 高次の項は, $\Psi_{0}$ の等値線を

横切るような流れに密ならず, これらの項が存在す
ることによって, わずかながら波の痕跡が残る.
我々の数値実験では, 式 (24) のような波の 2次の効
果も含まれているので, 流線函数もわずかに変化す
る. 実際, 図 6の吸収率の図で, 過大反射は SWW
解から予想されるものより小さい. 図 6の渦度の図

では, 正負の波頭は非対称に見える. また, 図 $7a$ で

は, 波数 $k=0$ も成長している. ここに示した実験

では, 初めて完全反射に達するまでしか計算してい
ないが, 長い時間経過した後の定常状態では, 完 g完全

反射に近い部分吸収になると予想できる. 高次の項
により波の運動量が–部基本場へ変換されるためで
ある. この吸収の効果は, SWW解には含まれ ていな

い. なお, 順圧不安定により生じた非定常波も吸収

をもたらしている可能性がある.
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図 8SWW 解の\Psi o とその変形.

4-3 スケーリングをしたモデルでの確認

図 8は, 今までとは異なり, SWW 解を仮定した

モデルで, 臨界層内の流線函数の等値線を描いたも

のである. 図 $8a$ は, SWW 解で仮定されている定

常な流線函数である. これに高次の項, $o(\sqrt{\epsilon})$ や

$O(\sqrt{\epsilon}\log\epsilon)$ を重ねたものが, 図 8わである. 強調の

ために, $\in=0.1$ としてある. 線型の段階での猫目の

傾きが, これら高次の項によるものであることを確

認するために, $Y=0$ 近傍で尖ってしまうことは承

知の上で描いてみた. 閉じた流線の北西側が長く,

南西-北東に傾いている. これは, 南進する波の等

位相線を反映したものであり, 我々の数値実験の結

果と共通の特徴である. 強制のある臨界層の北側の

閉じていない等値線が南北に波を打っているところ

も類似している. 逆に臨界層の南側で, 流線は緯線

にほぼ平行で, 波がほとんど届いていない点も共通

である. さらに, 猫目は若干北にずれている. これ

は, 臨界層の南側に波は伝播できず, 臨界層から離

れるにつれて振幅が減衰していくためである.

図 $8c,$ $d$ は, SWW解の流線に渦度の移流にともな

う流線へのフィードバックを加えたもの, つまり,

式 (19) で $\mathrm{o}$ ($\epsilon$ logg) を省略したものである. ただ

し, 渦度は図 8 $a$ の定常な流線に沿って流されてお

り, 渦度から流線への–方通行のフィードバックの

みを考えている. 図 $8c$ は $T=2$ の吸収段階での猫

目である. これは北西が長く, 渦度のフィードバッ

クは, 今まで見てきた特徴を強化する方向に働くこ

とが分かる. これに対し, 図 $8d$ の過大反射の段階
$(T=6)$ での猫目は, 北東が長くなっている.

高次の項まで含めた, 波が作る臨界層における流

線函数や渦度のパターンの時間発展を標語的にまと

めると,

「上がり目, 下がり目, ぐるつと回って猫の目」

と洒落ることができよう. すなわち, 振幅 $\epsilon$ が無限小

でない限り, 渦度と流線とは高次の項で結合してい

る. 渦度が流線に沿って回ることにともなって, 吸

収, 過大反射に対応して「上がり目, 下がり目」 と

流線の猫目も変形していく. 渦度の「ぐるつと回っ

て猫の目」が数値実験で見られたため, SWW 解の

近似は妥当であることが分かった. しかし, 高次の
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項まで含めるとわずかに波は吸収されるため, 定常

状態における $\alpha=0$ の「完全」反射は $\epsilon$ が小さい極

限でのみ成り立つものであるということも言える.

また, 流線の猫目の形から臨界層が吸収なのか反射

なのか知る手がかりを得ることもできる. 臨界層は

薄いために, 渦度の転覆の精密な観測は困難である

が, 流線函数は比較的観測が容易である. 言い替え

ると, 目を見れば, 臨界層の「気持ち」が分かる,

ということである.

5. おわりに
非線型臨界層の理論は, $\mathrm{M}\mathrm{c}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{r}\mathrm{e}$ and Palmer (1984)

により, 成層圏の現象に応用された. 成層圏には,

冬季に極渦と呼ばれる極を中心とした正の千度の極

大域が形成される. 観測される極渦の崩壊は, 極渦

からのびる渦度の高い舌状の領域をともなっている.

このことが, 非線型臨界層における渦度の転覆に似

ているというのである. $\epsilon$ の極限で成り立つ非線型

臨界層のメカニズムが, 振幅の大きい実際の現象に

そのまま適用できないことは, 彼等も認めている.

我々の実験では, SWW解の特徴が $\epsilon$ がある程度の

大きさをもっときにも失われないことを示した.

我々の実験は, $\mathrm{M}\mathrm{c}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{r}\mathrm{e}$ and Palmer (1984) が指摘し

たアナロジーを支持するものと見ることもできる.

その後, 引戸の数値実験が行われ, 極渦の形成への

波の役割や微量物質の輸送の観点から, 議論が進め

られている.

非線型臨界層の理論は, 対流圏にも応用されてい

る. Held and Phfllips (1989) はロスビ一波とハドレー

循環との相互作用を論じた. Waugh $et$ al. (1994) は,

従来の単色波に代えて局所的な強制を与えて, 波束

を低緯度に臨界層ができるか, 臨界層を越えてエネ

ルギーが伝播するか調べた. Brunet and Haynes (1995)

は, 波列が低緯度の臨界層で東西に拡がらずに反射

されうることを示した.

現在, 我々は対流圏でのより現実的な実験を目標

に, 従来の東西一様な基本場に東西波数 $k=1$ の非

一様性が重なった基本場での波束の伝播について調

べているところである.
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