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Introduction

多次元領域における反射壁確率微分方程式, いわゆる Skorohod SDE の近似については
近年さまざまなアプローチがある. 大別すると, 直接折れ線で近似する Euler-Maruyama
型のもの $([2],[8],[10],[14],[15])$ と, もう –つは, 反射壁の方程式を–旦反射壁ではない通
常の確率微分方程式 (SDE) で近似して (いわゆるペナルティ・メソッドと呼ばれる方法に
よる), さらにその方程式を Euler-Maruyama 近似する方法である注 1. ただし, $[4],[9]$ で

は領域として有界で凸であることが仮定されている.
本稿では, まず前者の, Skorohod SDE に対する Euler-Maruyama型の近似の結果を紹

介し, その後ペナルティメソッドと Euler-Maruyama型の近似を組み合わせた後者の方
法による新しい結果を紹介する. ここでは扱われる領域の条件として有界性や凸であるこ
とを要求しない (Thoerem 41).

\S 1では Skorohod SDE 及びそのもとになる Skorohod problem(equation) についてまと
めておく. \S 2では Skorohod SDE の Euler-Maruyama型の近似の結果を紹介し, \S 3でペ
ナルティ・メソッドについての結果をまとめておく. \S 4で反射壁ブラウン運動の場合に対
して上述の新しい結果を与える.

1Skorohod $\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{m}/\mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$ and Skorohod SDE

[12] にしたがって, 領域 $D\subset R^{d}$ に対する条件, Condition (A), (B) を述べておく. ま
ず, normal vector を定義する :

$N_{x,r}=$ {$n:|n|=1,$ $B$ (x–rn, $r)\cap D=\emptyset$}, $r>0$ ,

$N_{x}=\cup N_{x,r}r>0$ ’
$x\in\partial D$ .

ここで, $B(y, r)=\{z\in R^{d} : |z-y|<r\},$ $y\in R^{d},$ $r>0$ .

Condition (A) ある定数 $r_{0}>0$ が存在して, すべての境界点 $x\in\partial D$ に対して

$N_{x}=N_{x,r}\neq 0\emptyset$ .

注 11次元反射壁確率微分方程式の場合はその他に, 付随する局所時間を近似する方法が知られているがこ
こでは触れない.
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Condition (B) ある定数 $\delta>0$ と $\beta\in[1, \infty)$ が存在して, 次のことが成立する : 任意の
$x\in\partial D$ に対して単位ベクトルちが存在して,

$\langle\ell_{x}, n\rangle\geq 1/\beta$ for any $n\in$ $\cup$ $N_{y}.\cdot$

$y\mathrm{C}B(x,\delta)\text{寡�}D$

ここで, $\langle\cdot, \cdot\rangle$ は $R^{d}$ の通常の内積.

Remark 1.1 $D$ が凸のときは任意の $r_{0}>0$ に対して Condition (A) がみたされる.

Remark 12 ([12] Remark 1.3) 領域 $D$ が Condition (A) を満たし dist $(x,\overline{D})<r_{0}$ であ
るとき, dist $(x_{1}\overline{D})=|x-$ 訓を満たす $\overline{x}\in\overline{D}$ が–意的に存在する. 特に $x\in.D$ のときは

$\overline{x}=x$ で, $x\not\in.D$ のときには $\overline{x}\in\partial D$ である.

Skorohod $\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{m}/\mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$ 与えられた連続関数注 $2w$ に対して, 次を満たす組 $(x, \varphi)$

を見つける問題を Skorohod problem とい\nu \searrow また次の方程式を Skorohod equation とよぶ.

$\{$

$x(t)=w(t)+\varphi(t),$ $t\geq 0$ ,
$w(0)\in\overline{D}$ ,

ここで,

. $x(t)\in\overline{D}$, 連続

. $\varphi(t)$ : 連続で有界変動, $\varphi(0)=0$

. $\varphi(t)=\int_{0}^{t}n(s)d|\varphi|_{s}$ , $| \varphi|_{t}=\int_{0}^{t}I_{\{}(S)\in\partial D\}(xs)d|\varphi|_{s}$

. $n(s)\in N_{x(s)}$ if $x(s)\in\partial D$ .

ただし, $|\varphi|_{t}$ は $\varphi$ の $[0, t]$ における全変動を表し, $I_{A}(s)=\{$
1, $s\in A$ ,
$0,$ $s\not\in A$

である.

Skorohod SDE $\sigma$ : $R^{d}arrow R^{d}\otimes R^{d}$ , $b:R^{d}arrow R^{d}$ を有界で, Lipschitz 連続な関数
とする : ある定数 $K>0$ があって, 任意の $x,$ $y\in\overline{D}$ に対して

$|\sigma(x)|+|b(x)|\leq K$, $|\sigma(x)-\sigma(y)|+|b(x)-b(y)|\leq K|x-y|$ .
このとき, 次の確率微分方程式を確率空間 $(\Omega, \mathcal{F}, P)$ 上の Skorohod SDE とよぶ.

(1.1) $\{_{X\in\overline{D}}^{x}(t)=,$

$x+ \int_{0}t)\sigma(x(S)dB(_{S})+\int_{0}tb(x(S))ds+\Phi(t)$ , $0\leq t\leq T$,

ここで,
注 2

$w$ が連続でない場合, たとえば右連続で左極限を持つ関数の場合でも同様の問題/方程式を考えること
ができる. これらも含めて Skorohod $\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{m}/\mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$ と呼ぶ
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. $X(t)\in\overline{D}$, 連続

$\Phi(t)$ : 連続で有界変動, $\Phi(0)=0$

. $\Phi(t)=\int_{0}^{t}n(S)d|\Phi|_{S}$ , $| \Phi|_{t}=\int_{0}^{t}I_{\{\mathrm{x}}(_{S)\in\partial}D\}(_{S})d|\Phi|_{s}$

. $n(s)\in N_{\mathrm{x}(s)}$ if $X(s)\in\partial D$ .

ただし, $B(\cdot)$ は原点を出発する $F_{t}$ -Brown 運動である.

これらの方程式の解の存在と–意性についてここで詳しくふれることはしないが $([3],[12],[16]$
参照), (1.1) の方程式については次の結果がある.

Theorem 1.1 $([12.])$ 領域 $D$ が Condition (A) と (B) をみたすとき, (1.1) は (強い) 解
を–意的にもつ.

2 Euler-Maruyama scheme
$\triangle_{n}$ : $0=t_{0}<t_{1}<t_{2}<=\cdot\cdot<$ ち $=T$ ( $[0,$ $T]$ の分割)

$| \triangle_{n}|=\max_{1\leq k\leq n}|t_{k}-tk-1|$ , $\triangle B(t_{k})=B(t_{k})-B(t_{k}-1)$ , $\triangle t_{k}=t_{k}-t_{k-1}$ .

としたとき, Skorohod SDE に対するいわゆる Euler-Maruyama scheme は次で与えられる
(たとえば, [8] p.300を見よ).

$\{_{\tilde{x}^{n}}^{\tilde{X}^{n}(}(t)=\frac{x\in\overline{D},0\leq t<t_{1}}{\tilde{X}^{n}(t_{k-1})+\sigma(\tilde{X}^{n}(tk-1))\triangle B(t_{k})+b(\tilde{X}^{n}(tk-1))\triangle\dot{t}k}t)=,$

, $t_{k}\leq t<t_{k1}+$ ,

Remark 2.1 $D=R^{d}$ のときは通常の SDE に対する Euler-Maruyama scheme そのもの
である $([1],[5])$ . $[1]$ の結果 (Theorem 3) によると, 収束の速さも精密に調べられている :
(2.1) $E\{||\tilde{X}^{n}-x||_{\tau}p\}=o(|\triangle_{n}|^{p/}2(-\log|\triangle_{n}|)^{\epsilon}),$ $narrow\infty$ , $\forall_{\mathit{6}}>p/2,2\mathrm{T}\leq p<\infty$ .

ここで, $||w||_{T} \equiv\sup_{0\leq t\leq T}|w(t)|$ .

この結果を用いると, 次のように概収束の結果を容易に導くことができる.
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Proposition 2.1 $D=R^{d}$ のとき, $|\triangle_{n}|\leq 1/n$ とすると,

$|\triangle_{n}|^{\beta}||\tilde{x}^{n}-^{x|}|_{\tau}arrow 0$ $a.e.$ , $narrow\infty$ , $- \frac{1}{2}<\beta<0$ .

Proof. $\alpha_{n}=|\triangle_{n}|^{\delta/2}(-\log|\triangle_{n}|)\epsilon/p,\beta=-\frac{1}{2}+\delta+\frac{1}{p}$, $\delta>0,2\leq p<\infty$ とすると,
$\alpha_{n}arrow 0,$ $narrow\infty$ で, (2.1) を用いると,

科科

$\sum_{n=1}^{\mathrm{w}}P(|\triangle_{n}|^{\beta}||\tilde{x}^{n}-x||_{T}>\alpha n)$ $\leq$ $\sum_{n=1}^{\mathrm{w}}\frac{E\{||X^{n}-x||_{\tau}p\}}{\alpha_{n}^{\mathrm{p}}|\triangle_{n}|-p\beta}$

$\leq$ Const. $\sum_{n=1}^{\infty}\frac{|\triangle_{n}|^{p/}2(-\log|\triangle_{n}|)^{\epsilon}}{\alpha_{n}^{p}|\triangle_{n}|^{-p\beta}}$

$=$ $C_{onSt}. \sum_{n=1}^{\infty}|\triangle n|1+p\delta/2$

$\leq$ $\sum_{n=1}^{\infty}(\frac{1}{n}\mathrm{I}^{1}+p\delta/2<\infty$ .

Borel-Cantelli の lemma を用いて,

$P$ ( $|\triangle_{n}|^{\beta}||\tilde{X}^{n}-X||T>\alpha_{n}$ $\mathrm{i}.0.)=0$ . 口

3 Penalty method

領域 $D$ が Condition (A) をみたしているとき, 次のような関数 $U$ : $R^{d}arrow R_{+}$ が存在
する $([11],[13])$ 注 3 :

. $U\in C^{1}(R^{d})$

$U(x)=|x-\overline{x}|^{2}$ if dist $(x,\overline{D})\leq r_{0}/2$
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上図のような平面内の領域 $D=\{x=(x, y)|4\leq|x|\leq 5\}$ では, たとえば

$U(x)=$
とすれば上の条件を満たすことがわかる. . 口

そこで, $m=1,2,$ $\ldots$ として拡散係数 $\sigma$ の中に (1.1) の Skorohod SDE の解 $X$ の値を
入れた SDE

$X_{m}(t)=x+ \int_{0}^{t}\sigma(X(s))dB(s)+\int_{0}^{t}b(X_{m}(s))ds$

$- \frac{m}{2}\int_{0}^{t}\nabla U(Xm(s))d_{S}$ , $0\leq t\leq T$

を考えると, [13] Theorem 2を用いれば, この方程式の解は–意的に存在することがわか
る. また, $\tilde{X}_{m}$ を

$\tilde{X}_{m}(t)=x+\int_{0}^{t}\sigma(\tilde{X}_{m}(s))dB(s)+\int_{0}^{t}b(\tilde{X}_{m}(s))d_{S}$

. $\cdot$

$- \frac{m}{2}\int_{0}^{t}\nabla U(\tilde{X}_{m}(s))ds$ , $0\leq t\leq T$

の解とする. 各 $m$ に対してこの存在と -意性はよく知られている注 4. これらの方程式に
ついては次のような結果が知られている.

Theorem 3.1 $([11],[13])$ $D$ が Condition $(\mathrm{A}),(\mathrm{B})$ をみたすとき,

$\lim_{marrow\infty}||X_{m}-X||T=0$ $a.e$ .

Theorem 32 $([6],[7])D$ が有界かつ凸で, さらに境界が $C^{2}$ クラスの滑らかさを持って
いるとき,

$\lim_{marrow\infty}E\{||\tilde{X}_{m}-X||^{p\}}\tau=0$, $1\leq p<\infty$ .

Remark 31 $\cdot 2\leq p<\infty$ に対して, $\lim_{marrow\infty}E\{||X_{m}-x||_{\tau}p\}=0$ ならば” $\lim_{marrow\infty}E\{||\tilde{x}_{m}-$

$X||_{T}^{p}\}=0$ .
注 4 この SDE は反射壁でない通常の SDE で, しかも係数がすべて有界で Lipschitz 連続であることに注意.
注 5

$\lim_{marrow\infty}E\mathrm{t}||xm-X||_{\tau}p$ } $=0$ は, “ $X_{m}$ が $marrow\infty$ のとき $L^{p}$ で-様収束すれば” でおきかえてもよい.
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Corollary 3.1 $\sigma\equiv 1$ (identity matrix) のとき, Condition (A), (B) のもとで,

$\lim_{marrow\infty}||X_{m}-x||\tau=0$ $a.e$ . かつ $\lim_{marrow\infty}||\tilde{X}_{m}-^{x|}|_{\tau}=0$ $a.e$ .

4 Results

以下 $D$ は Condition $(\mathrm{A}),(\mathrm{B})$ を満たす領域とし, $\sigma\equiv 1$ (identity matrix) を仮定する. ま

た, 簡単のため $T=1$ とする.

Proposition 41 ([12]) 任意の $\epsilon\in(0_{r_{0}},)$ に対して, 次を満たす主整数 $M$ が存在する :
$X_{m}(t)\in D_{\epsilon}\equiv\{x|\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(x, D)<\epsilon\}$ , $0\leq t\leq 1,$ $m\geq M$ .

さて, 逆に $M$ によって
$\sup_{0\leq t\leq 1}\mathrm{d}\mathrm{i}_{\mathrm{S}\mathrm{t}}(xm(t), D)$

がどうなるのか調べることにする.

$w_{m}(t)=x+B(t)+ \int_{0}^{t}b(x_{m}(u))du$ ,

$\triangle_{0,T,h}(w)=\sup_{t|^{\leq t}-S|<h}|w(0S,\leq Tt)-w(s)|$

, $T>0,$ $h>0$

と書くと, [11] の Lemma II-22, Proposition II-21 (または, [13] Lemma 42, Proposition
41を注意深く書き直したもの) から, $M$ を

(4.1) $\triangle_{0,1,1/m}(w_{m})<\frac{\epsilon}{12}e^{-L}$ , $\forall_{m\geq M}$

となるように定めれば $X_{m}(t)\in D_{\epsilon},$ $0\leq t\leq 1$ となることがわかる. とこうが Brownian
path の連続性の程度と係数 $b$ の有界性から,

$\triangle_{0,1,1/m}(w_{m})$ $\leq$ $\triangle_{0,1,1/m}(B)+K\cdot\frac{1}{m}$

$\leq$ $c_{onSt}. \sqrt{\frac{2}{m}\log m}+K\cdot\frac{1}{m}$

$\leq$
$\mathit{0}_{onSt}.\sqrt{\frac{2}{m}\log m},$

$=marrow\infty$ .

そこで, (4.1) より

$\sqrt{\frac{1}{m}\log m}<C$onst. $\epsilon$

とすると,
$m<\exp\{Const.m\epsilon^{2}\}$ .
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これから, $c=C_{\mathit{0}}nSt$ . として, $\exp\{cm\epsilon^{2}\}>1+cm\epsilon^{2}+\frac{1}{2}(cm\mathcal{E}^{2})^{2}$ に注意すれば, (4.1)
が成り立つためには

$\epsilon^{2}\leq-\frac{1}{cm}+\frac{1}{c\sqrt{m}}\sqrt{2-\frac{1}{m}}$

であれば十分であることがわかる. $marrow\infty$ のときに右辺は $o(m^{-\frac{1}{2}+\delta})$ , $\forall_{\delta}>0$ であるこ
とに注意すると次のことがわかる.

Proposition 4.2 $marrow\infty$ のとき, ある $\epsilon=\epsilon(m)>0$ に対して, $X_{m}(t)\in D_{\epsilon}$ , $0\leq$

$t\leq 1$ . さらに, $\epsilon=o(m^{-\frac{1}{4}})+\delta$ , $marrow\infty,\delta\forall>0$ .

そこで, $\tilde{X}_{m}^{n}(t)$ を $X_{m}(t),$ $0\leq t\leq 1$ に対する Euler-Maruyama 近似とすると, Proposi-
tion 2.1と組み合わせて次が得られる.

Theorem 4.1 任意の $\delta,$ $\delta’>0$ に対して,

$n^{\frac{1}{2}-\delta}||\tilde{X}^{n}-mX_{m}||_{1}arrow 0$ $a.e.$ , $narrow\infty$ ,
$m^{\frac{1}{4}-\delta’}||X_{m}-^{x}||_{1}arrow 0$ $a.e.$ , $marrow\infty$ .

Remark 4.1 実際の計算機シミュレーションを行うときには, 十分大きな $m$ を 1つとっ
て固定し, その $m$ に対して決まる $X_{m}$ を Euler-Maruyama 近似することになる. したがっ
て, 計算のズピードは反射壁でない通常の SDE の場合と全く変わらないことになる.

Remark 4.2 $D$ が有界かつ凸であるとき, 同様の結果 (ただし収束は $L^{2}$ ) は [4] ある
いはさらに精密にした [9] や [10] で与えられている :
Theorem 4.2 ([9] Theorem 3.1) $D$ が有界かつ凸であれば,

$E \{||\tilde{X}_{m}^{n}-X_{m}||_{T}^{2}\}=o((\frac{1}{n}\log n)1/2),$ $narrow\infty$ .
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