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Abstract

算術演算回路の設計検証のため提案された二分モーメントグラフは, $\{0,1\}$ のベクトルから整数への関数

$(f:\{0,1\}^{n}arrow Z)^{\text{を表}す非巡回有向グラフである}$ . また, マルティプリカティブ二分モーメントグラフは

二分モーメントグラフの辺に重みを与えたものである. マルティプリカティブ二分モーメントグラフにお

いては, 加算や乗算などの関数を入力の桁数の多項式の大きさの節点数で表現できる. しかし, 除算につ
いては節点数の下界が明らかにされていなかった. 本稿では, 二つの 2進数の商を与える関数を表すマル
ティプリカティブ四分モーメントグラフの節点数の下界が指数関数になることを示す.
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1 前書き
二分決定グラフ (Binary Decision Diagram, $\mathrm{B}\mathrm{D}\mathrm{D}$ ) $[1$ ,

2] は, 論理関数の非巡回有向グラフによる表現であり, 実
用的な論理関数の多くを比較的少ない記憶容量で表現でき
る. BDD は与えられた変数順序によってその大きさが変
化するが, 乗算 [3], 除算 [7] の (特定のビットの) 表現の
大きさの下界は入力の桁数の指数関数になることが知ら
れており, 算術演算の表現には不適当であった. そこで,
Bryant らは算術演算を効率的に表現するために, 二分モー
メントグラフを導入した. .
二分モーメントグラフは, 二分決定グラフと同様に関

数の非巡回有向グラフによる表現であり, $\{0,1\}$ のベクト

ルから整数への関数 $(f : \{0,1\}^{n}arrow Z)$ を表す. また, マ

ルティプリカティブニ分モーメントグラフ (Multiplicative
Binary Moment Diagram, $*\mathrm{B}\mathrm{M}\mathrm{D}$ ) $[4]$ は BMD の辺に重
みを与えたものであり, 乗算をはじめとする実用的な関数
の多くについて入力の桁数の多項式に比例する大きさで表
現できる [4] ことから, 算術演算回路の設計検証の分野で
用いられている [4, 5, 6]. しかし, *BMD による除算表現
の大きさについては, 実験的にその下界が入力の桁数の指
数関数になるであろうと予想されているにすぎなかった.
本稿では, *BMD による商表現の大きさの下界が入力の
桁数の指数になることを証明する.
以下では, まず, 2節で下界を示すのに有用なフ一リ
ング集合という概念を説明し, \check フ一リング集合の要素数
と *BMD の節点数の関係を示す. 次に 3節で 2数の商を
与える関数を表す*BMD の節点数の下界が, $\Omega(2\overline{2}’ 4)$ にな

ることを示す.

2 準備

2.1 二分モーメントグラフ

ニ分モーメントグラフ (Binary Moment Diagram,
BMD) は {0,1} のベクトルから整数への関数

$\{0,1\}^{m}arrow Z$

を表す非巡回有向グラフである.
二分モーメントグラフは $m$ 個の変数名のそれぞれが割
り当てられた変数節点と整数値が割り当てられた定数節点
を持ち, 各節点は $\{0,1\}$ のベクトルから整数への関数を表
す. 変数節点には $0$-枝, moment-枝と呼ばれる辺が接続し
ており, それらは他の節点を指している. 変数節点 $v$につ

いて, vの表す関数, $v$ に割り当てられた変数名, $v$の o-枝
の指す節点, vの moment-枝の指す節点をそれぞれ $f[v|$ ,

index $(v),$ $low(v),$ $moment(v)$ , また, 二分モーメント
グラフの根となる節点を root と表記する.

変数の順序\mbox{\boldmath $\pi$}が存在し, 根から定数節点に至るすべての
経路中に出現する変数名の順序は, $\pi$に従う. すなわち,
変数の集合 $\{z_{1}, Z_{2}, \ldots, z_{m}\}$ に対して\mbox{\boldmath $\pi$} $=(z_{k_{1}}<z_{k_{2}}<$

$...<z_{k_{m}})$ (ただし, $(k_{1},$
$\ldots,$

$k_{m})$ は (1, $\ldots,$
$m)$ の置換)

が与えられたとすると, $z_{k_{i}},$ $z_{k_{j}}(i<j)$ について, 根か
ら定数節点へ至る任意の経路上において, $z_{k},$. は $z_{k_{j}}$ より先
に出現するということである.
二分目一メントグラフの各節点が表す関数

.
$f[v]$ の間に

は, 以下のような関係がある.
$f[low(v\rangle]=f[_{v}||_{t\mathfrak{n}}d\epsilon x(v)=0$

$f[momen\iota(_{v})]=f[_{v}||:ndex(v)=1-f[v||:ndex(v)=0$

ただし, f[v]\models =。は $f[v|$ の変数 $x$ に $a$ を代入して得ら
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れる関数を表すものとする. また, 定数節点は, その節点
に割り当てられた整数値をとる定数関数を表すものとす
る. $f$ [root] をその二分モーメントグラフが表す関数と定
義する. (図 1)

$–arrow b_{-}^{-}\mathrm{e}\mathfrak{g}\mathrm{e}\S^{\mathrm{e}}\mathrm{e}$

$f$ [root] $=6x_{0^{X}1}+2x_{0}+3x_{1}+1,$ $\pi=(x\mathit{0}<x_{1})$

図 1: BMD の例

22 マルチプリカティブニ分モーメントグ
ラフ

マルチプリカティブ平分モーメントグラフ (Multiplica-
tive Binary Moment Diagram, *BMD) は二分モーメ
ントグラフの辺に整数重みを与えたものである. 節点 $v$

の $0$-枝, moment-枝に割り当てられた整数重みをそれぞ
れ $0_{- we}igh\mathrm{f}(v),$ $moment-weight(v)$ と表記する. また,
根を指す辺を考え, その辺に割り当てられた整数重みを
root-weight と表記する.
マルチプリカティブニ分モーメントグラフの各節点が表

$+\mathrm{P}" \mathrm{S}$ 幸 hlT\supset聞’ $arrow’+$ 円 $-\tau\wedge\succarrow\star_{\wedge}\backslash \mathrm{R}\mathrm{B}A’$, 詰 rq\exists $\mathrm{z}$

$f$ [root] $=6x_{0}x_{1}+2x_{0}+3x_{1}+1,$ $\pi=(x_{\mathit{0}}<x_{1})$

図 2: *BMD の例
トグラフが表す関数と定義する. (図 2)
以下, 本報告書では, 二分モーメントグラフ, マルチプリ

カティブニ分モーメントグラフをそれぞれ BMD, *BMD
と表記する.
また, BMD, *BMD 中の節点について, 同じ関数を表

す節点どうしは共有が可能である. (図 3)
このように, 節点を共有させたグラフも BMD, *BMD

と呼ぶ. -つの変数順 JF\mbox{\boldmath $\pi$} について同じ関数を表す BMD,

$f[root]=6x_{0}X_{1}+2x_{0}+3x_{1}+1,$ $\pi=(x_{0}<x_{1})$

図 3: *BMD における節点の共有の例
*BMD は–意とは限らないことになる. 通常, 適当な規
則を付加することによって, 変数順序に対してグラフを–
意に決めることが可能である [4] が, 本稿では下界を証明
することが目的なので, そのような規則を考えない.

*BMD (と $\pi$ ) が与えられると, それが表す関数は–意
に定まる. 逆に $\{Z_{1}, Z2, \ldots , z_{m}\}$ を変数とする関数 $f$ :
$\{0,1\}^{m}arrow Z$ および順序\mbox{\boldmath $\pi$}が与えられたとする. $f$を表
す $*\mathrm{B}\mathrm{M}\mathrm{D}$ は順序\mbox{\boldmath $\pi$} について (–意とは限らないが) 存在す
る. このような $*\mathrm{B}\mathrm{M}\mathrm{D}$ の性質を記述するために, 以下, い

くつかの定義を行う.

2.3 割当および l-項

関数 $f$を表す $*\mathrm{B}\mathrm{M}\mathrm{D}$ について, 入力変数の集合 $Z=$
$\{z_{1}, z_{2}, \ldots, z_{m}\}$ , 根から定数節点への経路上に出現する
変数順序\mbox{\boldmath $\pi$} $=$ ( $z_{k_{1}}$ $<$ $z_{k_{2}}$ $<$ ... $<$ 2k,,、)(ただし,
$(k_{1}, \ldots, k_{m})$ は $(1, \ldots, m)$ の置換) とする.

$f$をもとにいくつかの関数を定義するが, そのとき, 変数
$z_{j}$ に値 $0$ または 1を代入することを行う. (結果として変数
の個数の少ない関数が得られる. ) このことを zjへの (値の)
割り当てと呼ぶ. ある $i$ について $L=\{zk_{1}, zk_{2}, \ldots, z_{k}.\cdot\}$

のすべての変数に対しての割り当てを左割当と呼び, $L$ を
(対応する) 左分割と呼ぶ. $Z_{k},$$Z_{k}12’\ldots,$ $Z_{k},.\cdot$ に割り当てら
れた値をそれぞれ $a_{1},$ $a_{2},$ $\ldots,$

$a_{i}$ とするとき, この左割当を
$l=(a_{1}, a_{2}, \ldots, a_{i})$ と表記する. $\{0,1\}$ ベクトル $l$自体も左
割当と呼ぶことにする. 左割当 $l$における変数 $z_{j}$の値を (定
義されているなら)l(zj) と表記する. 例えば, $l(z_{k_{2}})=a_{2}$ で

ある. 便宜上世も割り当てない場合も左割当と考え, $l=\epsilon$

と表記する. さらに, $R=\{z_{k_{i+1}}. , z_{k_{i2}}, \ldots, Z_{k}+" 1\}$ に対す
る値の割り当てを (適合する) 右割当と呼び, Rを (適合す
る) 右分割と呼ぶ. また, 左割当 $l$ , 適合する右割当 $r$を同
時に行う割り当てを $l\cdot r$ と表記する.

$f$に左割当 $\iota\not\in$:ほどこしたもの, すなわち各変数に $l$に従っ
て値を代入して得られる関数を fの $l$ -代入と呼び, fいと
表記する. また, $f$に対して全ての変数に対する割り当て
$a$ を, ほどこしたもの (すなわち, $l$-代入の特別な場合) を
$f(a)$ と表す.
左割当 $l$に対して l-項なるものを再帰的に次のように定

義する. .. $l=\epsilon$のとき
$f_{e}^{\pi}=f$. $l\neq\epsilon$のとき

$l=(a_{1}, a_{2,\ldots,\infty})$ のとき $l’=(a_{1}, a_{2}, \ldots, a_{i_{-}1})$
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とおいて

$f|^{\pi}=\{$

$f_{l}^{\pi},$ $|_{z_{k}=0}:$ ( $a_{i}=0$ のとき)
$f_{l}^{\pi},$ $|_{z_{k}=}:1-f_{l}\pi,$ $|z_{k_{i}}=0$ ( $a_{i}=1$ のとき)

以後, 簡単のため, $f^{1,\pi},$ $fi^{\pi}$ をそれぞれ $f^{l},$ $f\iota$ と表記
する. .

補題 1 関数 $f$ , 順序\mbox{\boldmath $\pi$} について, $l$を左割当とする. 関数 $f$

を表す $*\mathrm{B}\mathrm{M}\mathrm{D}$ (変数の順序が\mbox{\boldmath $\pi$}に従うもの) において, 根を
出発点とし, 節点に対応付けられている変数に割り当てら
れた値が $l$において $0$ のときは $0$-枝, 1のときは moment-
枝を辿って行き着く節点を $V$ とする. このとき, $0$ でない

整数 $P$ が存在し, $V$の表す関数を」$f\nu$ と表すことができる.
証明定義より明らか 口

2.4 l-集合

左割当 l(すなわち $\{0,1\}$ のベクトル) に対し

$S\iota=$ { $l\wedge|l^{\wedge}\text{は}$ lの $0$ 個以上の 1を $0$ に変えた左割当}

とおく. ただし, $l=$ \epsilon のときは S. $=\{\in\}$ と定める.
$s_{\iota}$ を $l$ -集合と呼ぶ. 例えば, $l=$ (101) のとき $S_{()}101=$

{(101), (100), (001), (000)} となる.

2.5 $l$-項と l-集合の関係

割当 lの 1の個数を $l$の重みと呼ぶことにし, 関数 Sign
を次のように定義する.

Sign $(\iota)=\{$
ICの重みが偶数)

$-1$ (lの重みが奇数)

特に $l=\epsilon$の場合は重みは $0,$ $Sign(\mathcal{E})=1$ と定める.
$l$ -代入より, 符号 l-こ入ゐを次のように定義する.

$f_{\epsilon}^{l}=Sign(l)\cdot f^{i}$

次の補題が成り立つ.
補題 2 関数 fの l-項 $f\iota$ について,

$fi=si_{\mathit{9}^{n}}( \iota)\cdot\sum\iota\wedge\in s_{\iota}^{fS}i$

証明 変数名の順序を\mbox{\boldmath $\pi$} $=(z_{1}<z_{2}<\ldots<z_{m})$ , 左割当
を $l=(a_{1}, a_{2}, \ldots, a_{i})$ として–般性を失わない. $l$の重み
を $m$ とする. $m$ についての帰納法で証明する.

$m=0$ のとき ( $\iota=\epsilon$のときを含む)
$S_{l}=\{l,\}$ より ( $\iota=\epsilon$のとき $S_{e}=\{\epsilon\}$ より)

$\sum_{l\in S_{I}}.f_{S}^{\iota\iota}\wedge=f_{S}$

よって, $fi=f^{1}=f_{s}^{l}$ より成り立つ.
$m=$ kのときに成り立つと仮定する.
$m=k+1$ のとき
$a_{i}=1$ の場合を示す. ( $a_{i}=0$ の場合は後述)
$l’=(a_{1}, a_{2}, \ldots, a_{\mathfrak{i}-1})$ とする.

$fi$

$=$ $fi’|_{z_{i}=}1-f_{l’}|z_{i}=^{0}$

( $fi$の定義より)

$=$ $[Sign(l’) \sum l\wedge f\theta.|z,.=’\in s_{\iota\prime}l’]1$

$-[Sign( \iota’)\sum l.’\in S_{\mathrm{t}’}f^{l^{J}}\mathcal{B}|zi\wedge=0]$

(帰納法の仮定より)

$=$ Sign $(l’)[- \sum_{l\in\{l|\iota(z_{;}}\wedge\wedge\cdot.\wedge f^{\iota}S])=1,\iota\in s1\}\wedge$

$-Sign([’) \lfloor\sum_{i=}\in\{l.|\iota\wedge(z:)0,l^{\wedge}\in s_{\iota}\}f_{s}^{\uparrow}\rfloor$

$=$ sign $( \iota)\sum_{l\in s_{\iota}^{f^{\iota}}}\wedge\theta$

.

$(-Sign(ll)=Sign([)‘ \mathrm{k}\text{り})$

次に, $a_{i}\neq 1$ 球場合を考える. $a_{j}=1$ となる $j$で最大
のものを imax とすると, 左割当 $l”=(a_{1}, a_{2}, \ldots, a_{jr}ma.)$

について, 上記の帰納法が適用できる. よって

$f_{1’’}=Sign( \iota^{1\prime})\sum_{lS_{1}}.\in,,$
$f^{l}\epsilon\wedge$

また, $f\iota$の定義より

$fi=fi^{\prime\prime 1}zjmax+1=0,z_{\mathrm{j},a}.+2=0,\ldots,z,=\tau lT0$

よって

$f_{i}$

$=$ $f_{l’}’|_{z_{\mathrm{j}_{maT}+}=0,z0,\ldots,0}1j_{\max}+2=zi=$

$=$ $si_{\mathit{9}^{n}}(l^{\prime 1}) \sum i\in S’\iota r|_{z=}f^{\iota}sjma\tau\wedge+10,zjmax+2=0,\ldots,z,=0$

$=$ Sign $(l) \sum_{\iota s}.\in\ddagger f_{s}l$

.

よって, $a_{i}\neq 1$ の場合も補題が成り立つ. 口

26 フ $-$ リング集合

集合 $A$ が変数順序\mbox{\boldmath $\pi$} についての \check 7一リング集合であると
いうのは, 対応する左分割の等しいような左割当の集合で
あって, 次のような条件を満たすときである.
任意の相異なる 2つの左割当 $l,$ $l’\in A$ に対して,

$\exists rf_{\mathfrak{l}}(r)=0,$ $f_{i\prime}(r)\neq 0$

or $\exists rf\iota(r)\neq 0$ , $f[t$ $(r)=0$
or $\exists r,r’fi(T)f_{1}’(r’)\neq fi’(r)fi(r’)$

ここで $l$ , $l^{l}$ , $f|$ , $f|$ , はすべて $\pi$についてのものであり,
$r,$ $r’$は定まっていない全ての変数への割り当てである. (す
なわち $l,$ $l’$ に適合する右割当である. このような右割当
を $A$ に適合する右割当と呼ぶ. )
フ一リング集合の要素数と関数 $f$を表す*BMD の節点

の個数に関して次の定理が成り立つ.
定理 1 関数 $f$について, 任意の変数順序\mbox{\boldmath $\pi$}に対して要素数
が $c$ 個以上のフ一リング集合が存在するとき, 関数 $f$を表
す任意の $*\mathrm{B}\mathrm{M}\mathrm{D}$ は少なくとも $c$ 個の頂点を持つ.
証明 $f$を表す任意の $*\mathrm{B}\mathrm{M}\mathrm{D}$ を考え, それが持っている変
数順序を $\pi,$ $\pi$についてのフ一リング集合を $A$ とする. 任
意の異なる 2つの $l,$ $l’\in A$ に対して, 補題 1により決まる
節点をそれぞれ $P,$ $Q$ とし, その節点の表す関数をそれ
ぞれ $\underline{f_{l}},$

$\underline{f_{l’}}$ とする. ここで $p,$ $q$は補題 1によって決まる
$0$ でない整数である.
以下に $P\neq Q$ であることを示す.. $A$ に適合する右割当 rが存在して, $fi(r)$ $=$ $0$ ,

$f_{1’}(r)\neq 0$ のとき

$\lrcorner f\perp r\mathit{1}_{()}\mathrm{p}=0\neqarrow f,(r)(q\neq 0)$, よって $P\neq Q$. $A$ に適合する右割当 rが存在して, $f\iota(r)$ $\neq 0$ ,
$f_{l^{l}}(r)=0$ のとき

$\frac{f_{l}(r)}{\mathrm{p}}(\neq 0)\neq$ $\frac{f,(r)}{q}$ $(=0)$ . よって $P\neq Q$ .. $A$ に適合する右割当 $r$ , r’が存在して, $fi(r)\cdot f\iota’(r’)$

$\neq f_{\iota^{t}}(r)\cdot fl(r^{l})$ のとき

$P=Q$ であると仮定すると, 」$f\mathrm{p}(r)=\lrcorner_{-(r)}’fq$
’

$\lrcorner fp(r^{l})=\lrcorner_{-()}’fqr$
’
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ゆえに $fi(r)\cdot f\iota’(r)’=f_{l}’(r)\cdot fi(r;)$

これは矛盾である. よって $P\neq Q$ である.

したがって, $f$を表す*BMD 上には少なくとも $|A|$ 個の
節点が存在する. よって補題が成り立つ. 口

27 $P$-分離、分離ビット
関数 $f$の入力変数を $X\mathrm{U}\mathrm{Y}(X$ $=$ $\mathrm{f}^{x_{n-1},\ldots,X_{0}}\}$ ,

$Y$ $=$ $\{y_{n-1}, \ldots, y0\}$ ( $n$ は偶数) $)$ とする. $x_{u}$ $=$

{Xn-l, . . . , $x_{\frac{1}{2}}’$ }, $X_{D}=\{X_{\frac{l}{2}}’-1’\ldots, X0\}$ とおく. 変数
$X\cup \mathrm{Y}$ の順序\mbox{\boldmath $\pi$}, 左分割 $L$ , 右分割 $R$ が与えられたとし
て, $X_{UL}=X_{U}\cap L,$ $X_{DL}=X_{D}\cap L,$ $X_{UR}=x_{u^{\cap}}R$ ,
$x_{DR}=XD^{\cap R}$とおく.
. 整数 $p(1\leq p\leq n-1)$ に対して, $Arg_{S_{\mathrm{p}}}$を次のように
定義する.

$Args_{\mathrm{p}}=\{(x_{a}, x_{b})|a-b=p,$ $n-1\geq a>-$$-n2$ , $\frac{n}{2}>b\geq 0\}$

さらにか分離 $Split_{p}$を次のように定義する.
$Split_{\mathrm{p}}=Args_{\mathrm{p}}\cap[(X_{UL}\cross X_{DR})\cup(X_{UR}\mathrm{x}X_{DL})]$

P-分離について次の補題が成り立つ. [3]
補題 3 $|X\cap L|=|X\cap R|$ のとき, ある $P$ が存在して,
$Split_{\mathrm{P}}$は少なくとも $\frac{n}{8}$個の要素を含む.
以下, $|X\cap L|=|X\cap R|$ である分割 $L$ , Rのみを考え

る. (この場合のみが後で必要になる. ) 補題 3によって決
まる $P$ に対して $s,$ $t$ を次のように決める. (図 4)

$s= \frac{n}{2}-p,t=\frac{n}{2}$ $(p \leq\frac{n}{2})$

$s=0,$ $i=p$ $(p> \frac{n}{2})$

$p\leq n/2$

$p>n/2$

図 4: $s,$ $t$ の決め方
さらに, $s’,$ $t’$ を (もし存在するなら) 次のように決める.

$\epsilon’$

$=$ $\min\{S^{l}|t>S’\geq s, y_{\mathrm{g}’}\in R\}$

$t’$ $=$ $\min\{t’|t’\geq t, y_{l’}\in R\}$

分離上位 (下位) ビット $s_{h}(s\iota)$ を次のように定義する. (図
5) . $s’-s\geq t’-t$ もしくは s’が存在せず t’が存在する

とき
$s_{l}=s+(t’-t),$ $s_{h}=t’$. $s’-S<t-rt$ もしくは t’力 j存在せず s’が存在する

とき
$s_{h}=t+(_{S’}-S),$ $s\iota=s’$

. $t’,$ $s^{t}$ ともに存在しないとき
$s_{h},$ $s\iota$ ともに定義されない.

$s_{h}$
$t$

$s_{l}$ $S$

$X\iota_{---}\mathrm{I}^{--}\mathrm{I}-\ovalbox{\tt\small REJECT} X_{s}X_{s}hl----\tau \mathrm{J}\mathrm{I}\mathrm{l}$

$y_{s_{h}}\in R$

1 1 or
$rightarrow—-4—-^{1}---$

$–_{\mathrm{I}}$

$\mathrm{Y}l\mathrm{I}$ $y_{s_{h}}$ $y_{s_{l}}$ 1 $y_{s_{1}}\in R$

1
I– $————–$

図 5: $s_{h}$ , s\iota の決め方
分離ビットをもとに, $Split_{p}^{l}$を次のように定義する.

$Split_{p}^{l}=\{$

$Split_{\mathrm{p}}\backslash \{(x_{s_{h}} -:, x_{s_{1}-}\mathfrak{i})|1\leq i\leq s_{h}-t\}$

( $s_{h},$ $s_{\iota}$が定義されるとき)
$\emptyset$

( $s_{h},$ $S\iota$が定義されないとき)
次の補題が成り立つ.

補題 4 $x_{i}\in R,$ $y_{i}\in L$ であるような $x_{\mathrm{i}},$ $y\dot{.}$の組 $(x_{i}, y_{i})$

が, $|Split_{p}\backslash Split_{p}’|$ 個以上存在する.
証明 分離ビットの決め方より, $(x_{u}, x_{d})\in Split_{p}\backslash Split’\mathrm{p}$

について, $y_{u}\in L,$ $y_{d}\in L$ である. $x_{u},$ $x_{d}$のいずれか–
方は $R$に属するので補題が成り立つ. 口

3 商を表現する $*\mathrm{B}\mathrm{M}\mathrm{D}$ の大きさ

の下界
$X$ $=$ $\{Xn-1, \ldots, X_{0}\},$ $\mathrm{Y}$ $=$ $\{y_{n-1}, \ldots, y0\}$ とし,

$||X||=2^{n-1}x_{n-1}+2^{n-2}$ Xn-2 $+\cdots+2^{0}x0,$ $||Y||=$
$2^{n-1}$ yn-l $+2^{n-2}$ yn-2 $+\cdots+2^{0}y\mathit{0}$ とする. fは $X\cup \mathrm{Y}$

を入力変数とし, $||X||$ を $||\mathrm{Y}||$ で割った商を与える関数と
する.
関数 $f$を表す*BMD について, 次の定理が成り立つ.

定理 2 $f$を表す任意の $*\mathrm{B}\mathrm{M}\mathrm{D}$ について, その節点数は
$\Omega(2^{\frac{1}{24}}’)$ である.
定理 2の証明の前に, 補題を 2つ示す. (変数順序\mbox{\boldmath $\pi$} は任

意とする)
補題 5左割当 1に対して, $l$の重みが 1以上のとき

$\sum l^{\wedge}\in s_{\mathrm{t}}si\mathit{9}^{n}(\iota\wedge).=0$

証明 $l^{\wedge}\in S_{\mathrm{t}}$ の中で, 重みが偶数のものの個数と, 奇数の
ものの個数は等しい. よって補題が成り立つ. $\square$

$X(a),$ $\mathrm{Y}(a)$ をそれぞれ全変数への割当 $a$ を行ったと
きの $||X||,$ $||Y||$ の値とする.
補題 6 入力変数 $X\cup \mathrm{Y}$ , 左割当 $l$ , 適合する右割当 $r$に

対して, lの重みが 2以上のとき

$\sum_{i\in s_{\iota^{X}}}(l^{\wedge}\cdot r)\cdot sign(\iota)=0\wedge$

証明 割当 $l\cdot r\wedge$において変数 $x_{i}$ に割り当てられている値を
$x_{i}(l^{\wedge}\cdot r)$ と表記する.

$\sum_{i\in S}1X(l\cdot r)\cdot Sign\wedge(l^{\wedge})$
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$=$ $\sum_{i\in s_{\mathrm{t}}}(2^{n-1}$Xn-l $(l\cdot r)+\wedge\ldots$

.. . $+2^{0_{X_{0}}}(l\cdot r))\wedge Sign(\iota\wedge)$

となる.
$x_{i}\in R$のとき, $x_{i}(l^{\wedge}\cdot r)$ は定数なので, 補題 5より

$\dot{\sum}_{\iota^{\sim}\in S}\iota x_{i(\cdot r)}2^{i}\iota\wedge\wedge sign(l)=0$

$x_{\mathfrak{i}}\in L$ かつ $x_{i}(\iota\cdot r)=0$ のとき, 明らかに
$\sum_{l^{\wedge}\in^{s}\iota}2^{i}xi(\iota\cdot r\wedge\wedge)sign(l)=0$

$x_{i}\in L$ かつ $x_{i}(l\cdot r)=- 1$ のとき, $S_{l}^{x,.=1}=\{l|l\wedge\wedge\in$

$S\iota,$ $l^{\wedge}(xi)=1\},$ $S_{l}^{x_{i}=0}=\{l|l\wedge\wedge\in S\iota, l^{\wedge}(X_{i})=0\}$ ,

$\sum_{l^{\wedge}\in S_{\iota}}2^{i}x\mathrm{a}(l\cdot r)\wedge\wedge Sign(l)$

$=$ $\sum_{l\in}.s_{l}^{r=1}:2_{X(\cdot)}i\mathfrak{i}lr\wedge\wedge sign(l)$

$+ \sum_{l\in S_{l}}\wedge ri=02tX_{t}(\iota\cdot r)sign(l)\wedge\wedge$

$=$ $\sum_{l\in s_{\mathrm{t}}^{x=12x_{t}}}\wedge:i(l\cdot r)\wedge\wedge sign(l)+0$

$l$の重みが 2以上であることより, $x_{i}=1$ かつ重みが偶数
の左割当 $(l^{\wedge}\in S\iota)$ の個数と, $x_{i}=1$ かつ重みが奇数の左
割当 $(l^{\wedge}\in S\iota)$ の個数は等しい. よって

$\sum_{l^{\wedge}\in S_{\iota}}x,=12^{i}xi(l^{\wedge}\cdot r)Sign(l^{\wedge})=0$

したがって,

$\sum_{l\in s_{\mathrm{t}}^{2}}.ixi(l\cdot r)\wedge Sign(\iota)=0\wedge$

以上より
$\sum_{l^{\wedge}\in\iota}s^{X}(l^{\wedge}\cdot r)\cdot Si\mathit{9}n(\iota)=0\wedge$

口

次に定理 2の証明を与える.
証明 $n$ は 48以上の偶数とする. $n$ が奇数のときには,
$x_{\mathrm{n}-1}$ $=0,$ $y_{n-1}=0$ とすることによって, $n-1$ ビット
どうしの除算を扱うことができることから, 偶数のときの
結果を用いて, $\Omega(2^{\frac{r-1}{24}}’\rangle$ の定数係数を無視することによっ
て, $\Omega(2^{\frac{b}{24}}’)$ を得ることができる.

$f$を表す任意の $*\mathrm{B}\mathrm{M}\mathrm{D}$ を考え, その変数順序が\mbox{\boldmath $\pi$}である
とする. $|X\cap L|=|X\cap R|$ なる左分割 $L$ , 右分割 $R$を-

つ考える. (存在は自明)
補題 3より, ある $p$ について $|Split_{p}| \geq\frac{n}{8}$である. 以下,

この $p$ について考える. また, 割当 $a$ において全ての割り
当てが $0$ のとき, $a=\overline{0}$ と表記する.

(I) $|Split_{P}^{;}| \geq\frac{n}{12}$の場合

(i) $|Split_{\mathrm{p}}l\cap(X_{UL}\cross X_{DR})|\geq|Split_{\mathrm{p}}’\cap(X_{UR}\cross$

$X_{DL})|$ の場合

$s_{p}\iota it_{\mathrm{P}}’’=Split_{\mathrm{P}}’\cap(X_{UL}\cross X_{DR})$ とおく. このとき,
$|Split_{\mathrm{P}}|’ \geq\frac{n}{12},$ $|s_{P^{lit_{\mathrm{P}}}}’\cap(X_{UL}\cross X_{DR})|\geq|Split_{p}l\cap$

$(X_{UR}\mathrm{x}X_{DL})|$ より, $|Sp \iota it_{\mathrm{p}}\mathfrak{l}t|\geq\frac{n}{24}$ である.
集合 $A$ を以下の条件を満たす左割当の集合とする.
$x\in\{x_{u}|(x_{u}, X_{d})\in s_{p}\iota it’\}p’=B$なる $x$ について,. $x$ が $B$の要素中で最下位のものであるとき (この $x$

を $x_{q}$ とする), $x_{q}$ に 1が割り当てられている.. $x\in B\backslash \{x_{q}\}$ なる $x$ について, 任意の値が割り当
てられている. ただし, $x_{q}$ を含め少なくとも 2つの
$x\in B$に 1が割り当てられている.

$y_{\theta}h’ y_{\epsilon}l\in \mathrm{Y}$について

. $y_{\epsilon_{l}}$. $\in L$ のとき, $y_{s_{h}}$ に 1が割り当てられている.. $y_{s_{1}}\in L$ のとき, $y_{s_{l}}$ に 1が割り当てられている.

上記以外の $L$ に属する入力変数については, $0$ が割り
当てられている. .

このとき, $|A|\geq 2^{\frac{b}{24}-1}’-1$ であることが容易にわかる.
以下, $A$ がフ一リング集合であることを示す.

$\forall l,$ $l’\in A(l\neq l^{J})$ について考える. $X(l\cdot\overline{0})>x(\iota’\cdot \text{\={O}})$

として–般性を失わない. 右割当 $r$を次のように与える.. $y_{S_{1}},$ \in Rのとき, $y_{s_{1_{1}}}$ に 1を割り当てる.
$c$ Pの), 成 ,. $1-.\rceil$ $\not\leq$. 圭 II 加車 $-$, 入$-\eta$ ’

図 6: 割り当ての例
この \dashv こついて考える. (図 6)

$y_{s_{1}},$ \in Rかつ $y_{s_{1}}$ \in Rの場合

$\forall l\in\wedge S_{l}(\neq\iota_{\wedge})\wedge$ について

$0 \leq\frac{X(l\cdot 0)}{2^{s’}1}\leq\frac{X(0\cdot r)}{2^{s_{1}}}$

上式より,

$X(l^{\wedge} \cdot r)-(2^{S}’, +2^{s_{1}})\frac{X(l\wedge.\overline{0})}{2^{\epsilon_{h}}}$

$=$ (X $(l^{\wedge}\cdot\overline{0})+^{x}$ (\={o} $\cdot r)$ )
$-(X(l^{\wedge} \cdot\overline{0})+\frac{2^{s_{\mathrm{I}}}}{2^{\epsilon}\dagger}. X(l^{\wedge}\cdot\overline{0}))$

$=$ $X( \overline{0}\cdot r)-\frac{2^{s_{l}}}{2^{\epsilon_{1_{1}}}}X(l\wedge.\overline{0})$

$\geq\leq$

$X(\overline{0}\cdot r)-x(\overline{0}\cdot r)=0$

$X(\overline{0}\cdot r)<2^{s’})+2^{\epsilon_{l}}$

よって

$2^{s’_{l}}+2^{s_{1}}>X(l^{\wedge} \cdot r)-(2^{\epsilon’}+2^{s_{1}})\frac{X(l\wedge.\overline{0})}{2^{s_{l}}},\geq 0$

したがって, $X(\iota\cdot r)\wedge$ を $Y(l\cdot r)=2^{s’}\wedge|+2^{s_{l}}$で割ったとき
の商 $f^{l}(r)\wedge$ は

$f^{l^{\wedge}}(r)= \frac{X(l^{\wedge}\cdot.\overline{0})}{2^{s_{l}}}$

また, $l=l\text{のとき}\wedge$

$(2^{\epsilon’)}+2^{\mathit{8}}l) \frac{X(l\cdot\overline{0})}{2^{s_{h}}}=X(l\cdot r)+2^{q(s_{\dagger\iota}}-|-s)$

$2^{s_{1)}}+2^{s_{l}}>2^{q-(s_{h}-s)}\mathrm{t}>0$ より, $X(l\cdot r)$ を $\mathrm{Y}(l\cdot r)=$

$2^{s_{l}}’+2^{s_{\mathrm{I}}}$で割ったときの商 $f^{l}(r)$ は

$f^{1}(r)= \frac{X(l\cdot\overline{0})}{2^{\epsilon’ 1}}-1$
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よって, 補題 2より

$f\iota(r)$ $=$ sign $( \iota)\sum_{l}.\in s_{\iota^{f_{\epsilon}^{\mathrm{t}}}}(r)$

$=$ Sign$( \iota)[\{\sum_{l\in^{s}}\mathrm{t}Sign(\iota)\frac{X(l^{\wedge}\cdot\overline{0})}{2^{s_{h}}}\wedge\}$

$-Si_{\mathit{9}}n(l)\cdot 1]$

補題 6より
$f\mathrm{i}(r)=-Sign(l)^{2}=-1$

同様に, $l^{\wedge}’\in S_{l’}$ について

$0 \leq\frac{X(l^{\wedge}l\overline{0})}{2^{\epsilon_{h}}}.\leq\frac{X(\overline{0}\cdot r)}{2^{s_{1}}}$

より, $X(l^{\wedge}l. r)$ を $Y(l^{l}\wedge. r)=2^{\epsilon_{h}}+2^{s_{\iota}}$ で割ったときの商
$f^{i^{\wedge}\prime}(r)$ 1ま

$f^{l’}.(r)= \frac{X(l^{*}\prime\cdot\overline{0})}{2^{\epsilon_{h}}}$

よって, 補題 2より

$f\iota’(r)$ $=$ $si_{\mathit{9}^{n}}(l’) \sum_{l’\in}.S\iota\prime f^{l’}S^{\cdot}(r)$

$=$ Sign $(l’) \sum l^{\wedge}’\in s_{\mathrm{I}},gnSi(\iota’)\frac{X(l^{\wedge}\prime\cdot\overline{0})}{2^{s}’ l}\wedge$

補題 6より
$f_{l’}(r)=0$

$y_{s_{h}}$. $\in L$ もしくは $y_{s_{\mathrm{I}}}\in L$ の場合 ( $y_{s_{h}},$ $y_{s_{l}}$ の決め方よ
り, 少なくとも -方は $R$に属する. )

$s_{l}^{v1}=\mathrm{f}^{l^{\wedge}}|l\wedge\in S_{l},$ $l(y\wedge s|$. $\in L)=1$ (or $l(y_{\epsilon\iota}\wedge\in L)=1$ ) $\}$ ,
$s_{\iota^{0}}^{y}=\{l|\iota\in\wedge\wedge S_{\iota}, l^{\wedge}(y_{\epsilon},$. $\in L)=0(\circ rl(y\wedge\theta \mathrm{t}\in L)=0)\}$ , と

すると, 補題 2より

$fi$ $=$ sign $( \iota)\sum_{\iota\in s^{f_{s}^{l}}}\wedge \mathrm{I}^{\cdot}$

$=$ Sign $( \iota)|\sum_{l\in}\wedge fSs_{\iota l}^{y_{1}}$

.
$+ \iota\sum_{l^{\wedge}\in S}y0fSi$

$\sum_{l\in S_{l}^{y_{1}}}f_{\theta}^{\{}$ については, $y_{s_{h}}\in R$かつ $y_{\epsilon_{l}}\in$ Rの場合で

示した結果を適用できる. よって

(ii) $|Split’p\cap(X_{UL}\cross X_{DR})|<|Split’\mathrm{P}\cap(X_{UR}\cross$

$X_{DL})|$ の場合

SPht; $=$ Split; $\cap(X_{UR}\cross X_{DL})$ とおく. このとき,
$|Split_{\mathrm{p}}’| \geq\frac{n}{12},$ $|Split_{\mathrm{P}}^{t}\cap(X_{UL}\cross X_{DR})|<|Split_{\mathrm{P}}^{l}\cap$

$(X_{UR}\cross x_{DL})|$ より, $|Split_{\mathrm{p}}’’| \geq\frac{n}{24}$である.
集合 $A$ を以下の条件を満たす左割当の集合とする.
$x\in\{x_{d}|(xu’ X_{d})\in Split_{\mathrm{P}}’’\}=B$なる $x$ について,. $x$ が $B$の要素中で最下位のものであるとき (この $x$

を $x_{q}$ とする), $x_{q}$ に 1が割り当てられている.. $x\in B\backslash \{x_{q}\}$ なる $x$ について, 任意の値が割り当
てられている. ただし, $x_{q}$ を含め少なくとも 2つの
$x\in B$に 1が割り当てられている.

$y_{s_{h}},$
$y_{\epsilon_{1}}\in \mathrm{Y}$について. $y_{s_{h}}\in L$ のとき, $y_{s_{h}}$ に 1が割り当てられている.. $y_{s_{1}}\in L$ のとき, $y_{s_{1}}$ に 1が割り当てられている.

上記以外の $L$ に属する入力変数については, $0$ が割り
当てられている.
このとき, $|A|\geq 2^{\frac{l}{24}-1}-1$ であることが容易にわかる.
以下, $A$ がフ一リング集合であることを示す.

$\forall l,$ $\mathit{1}’\in A(l\neq l’)$ について考える. $X(l\cdot\overline{0})>X(l’\cdot\overline{0})$

として–般性を失わない. 右割当 $r$を次のように与える.. $y_{s_{h}}$ \in Rのとき, $y_{\epsilon_{h}}$ に 1を割り当てる.. $y_{s_{l}}$ \in Rのとき, $y_{\epsilon_{l}}$ に 1を割り当てる.. 左割当 $l$において, $x_{i}$に 1が割り当てられている (つ
まり $l(x_{i})=1)$ とき, $r$において $x_{\dot{\mathrm{t}}+\iota}s"-8$ に 1を割
り当てる.. 他の R.に属する六九恋数については $0$ を割り当てる.

$f_{i}(r)$

$=$ Sign $(l)[ \{\sum_{l\in S_{l}^{J1}}\wedge’ sign(l^{\wedge})\frac{X(l\wedge.\overline{0})}{2^{\epsilon_{h}}}\}$

$-Sign(\iota)\cdot 1$

$+ \sum l\in s_{\iota}v\wedge.\mathrm{o}f\epsilon(ir)]$

$=$ Sign$(l)[ \{\sum_{l\in g_{l}}.y1Sign(l^{\wedge})\frac{X(l\cdot\overline{0}\wedge)}{2^{S_{1}}},\}$

$-Si_{\mathit{9}}n(l)\cdot 1$

$+ \int(y_{s_{h}}\sum_{\text{つま}}l\in S\wedge y\mathrm{Q}\in Rlh(\cdot \text{り},.\mathrm{Y}(\iota\cdot r)=\overline{0})]2sig\wedge n(l^{\wedge})\urcorner s_{h}$

のとき)

$\sum_{l\in S_{l}}.\nu_{\mathrm{Q}}\frac{X(\iota\cdot r)\wedge}{2^{s_{l}}}sign(l)\wedge$

( $(y_{s_{l}}$ \in \in RRつつままりり,, $\mathrm{Y}(l\cdot r)=2^{\epsilon_{l}}$ ののとときき))

よって, 補題 6より

$f_{l}(r)=-Sign(l)^{2}=-1$

同様に
$f|’(r)=0$

よって $A$ はフ一リング集合である.

図 7: 割り当ての例
この $r$について考える. (図 7)

$y_{\epsilon_{h}}$ \in Rかつ $y_{\epsilon_{l}}$ \in Rの場合
$\forall l.\in S\iota(\neq l)\text{ハ}$ について

$\frac{X(l\cdot 0)}{2^{s_{l}}}<\frac{X(0\cdot r)}{2^{s_{h}}}<\frac{2^{s,}’+2^{S_{l}}}{2^{s_{l}}}$

上式より,

$X(l \cdot r\wedge)-(2^{S}h+2^{s_{1}}\rangle\frac{X(0\cdot r\rangle}{2^{s_{h}}}$

$=$ $(X(l^{\wedge}\cdot\overline{0})+x(\overline{\mathrm{o}}\cdot r))$

$-(X( \overline{0}\cdot r)+\frac{2^{s_{\mathrm{I}}}}{2^{s_{h}}}X(\text{\={o}} \cdot r))$

$=$ $X(l^{\wedge} \cdot\overline{0})-\frac{2^{s_{l}}}{2^{\epsilon’}}$. $X(\overline{0}\cdot r)$

$\{$

$<$ $x(l^{\wedge}\cdot\overline{0})-X(\iota\wedge. \overline{0})=0$

$>$ $X(l^{\wedge}\cdot\overline{0})-(2\epsilon h+2^{s_{1}})\geq-(2^{\epsilon_{1}}’+2^{s_{\mathrm{I}}})$
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よって

$-(2^{s_{h}}+2^{\epsilon_{1}}) \leq X(l\cdot r)-(\wedge 2^{s}h+2^{s_{\mathit{1}}})\frac{X(\overline{0}\cdot r)}{2^{s_{h}}}<0$

したがって, $X(l^{\wedge}\cdot r)$ を $\mathrm{Y}(l^{\wedge}\cdot r)=2\epsilon_{h}+2^{s\iota}$ で割ったとき

の商 $f^{t}(r)$ は
.

$f^{l}.(r)= \frac{X(\overline{0}\cdot r)}{2^{s’}}.-1$

また, $l^{\wedge}=l$のとき

$(2^{s_{l_{1}}}+2^{\theta_{\iota}}.) \frac{X(\overline{0}\cdot r)}{2^{s_{h}}}=X(l . r)$

よって, $X(l\cdot r)$ を $Y(l\cdot r)=2^{s_{h}}+2^{\mathit{8}}\iota$ で割ったときの商
$f^{1}(r)$ は

$f^{i}(r)= \frac{X(\overline{0}\cdot r)}{2^{\epsilon_{1)}}}$

よって, 補題 2より

$fi(r)$ $=$ Sign $(l) \sum_{l}\wedge\in s1f_{s}^{\iota}(r)$

$=$ Sign $( \iota)[\{\sum_{l\in S}.\iota)sign(\iota\wedge(\frac{X(\overline{0}\cdot r)}{2^{s_{1r}}}-1)\}$

$+Sign(\iota)\cdot 1]$ $-$

$\frac{X(\overline{0}\cdot\tau)}{2^{\alpha_{h}}}-1$ は定数なので, 補題 5より
$fi(r)=Si_{\mathit{9}^{n}}(l)^{2}=1$

同様に, $l^{\mathrm{t}}\wedge\in S_{1’}$ について

$\underline{X(l’\cdot\overline{0})\wedge}<\underline{X(\overline{0}}-\cdot r)<\underline{2^{s’_{l}}+}\wedge 2^{\epsilon_{l}}$

$2^{s_{l}}$

$arrow$

2. $h$

$-$

$2^{\epsilon_{l}}$

より, $X(l^{\wedge}l. r)$ を $Y(l^{l}\wedge. r)=2^{\theta}h+2^{s_{l}}$で割ったときの商
$f^{i^{\sim};}(r)$ は

$f^{i^{\wedge}\prime}(r)= \frac{X(\overline{0}\cdot r)}{2^{s_{1_{l}}}}-1$

よって, 補題 2より

$f\iota’(r)$ $=$

.
$Sign(lt) \sum l’\mathrm{e}S.\prime r\wedge f_{\epsilon}()\iota^{-}$

’

$=$ Sign$(l’) \sum_{ls}\wedge Sign(l’)(’\in\iota’\wedge\frac{X(0\cdot r)}{2^{\epsilon’_{1}}}-1)$

$\frac{X(\overline{0}\cdot r)}{2^{\delta_{1}}1}-1$ は定数なので, 補題 5より
$f_{l^{l}}(r)=0$

$y_{\delta},\}\in L$ もしくは $y_{\epsilon_{l}}\in L$ の場合 ( $y_{s_{l}}.,$ $y_{\epsilon_{1}}$ の決め方よ

り, 少なくとも -方は $R$に属する. )
$s_{\iota^{1}}^{y}=\{l^{\wedge\wedge}|l\in S_{l}, l^{\wedge}(yS’$. $\in L)=1(or\iota(y\wedge \mathfrak{H}\mathrm{t}\in L)=1)\}$ ,

$S_{\iota^{0}}^{y}=\{l|\iota\in\wedge\wedge S_{l}, l(y\wedge S’, \in L)=0(orl\wedge(y3\iota\in L)=0)\}$ , と

すると, 補題 2より
$f_{i}$ $=$

.
$Sign(l) \sum l\in^{s_{\iota}}f_{s}^{\iota}\wedge\wedge$ .

$=$ Sign $( \iota)\lceil\sum_{l\in s^{J1}}\wedge\cdot fS^{\cdot}+\sum\iota f\iota\iota li\in sy\mathrm{O}S^{\wedge}$

$\sum_{l\in S}\wedge y_{1}fs1\iota$ については, $y_{\epsilon_{h}}\in R$かつ $y_{s_{1}}\in$ Rの場合で

示した結果を適用できる. よって

$f_{1}(r)$

$=$ Sign $(l)[ \{\sum_{l\in^{s_{\iota}^{J1}}}\wedge’ sign(l)(\frac{X(\overline{0}\cdot r)}{2^{\epsilon_{1}}}\wedge,-1)\}$

$+Sign(\iota)\cdot 1$ $t$

$+ \sum_{\iota s_{I}^{y0}}.\in f_{S}^{l}(\wedge r)]$

$=$ Sign $(l)[ \{\sum_{i\in S_{1}^{1}}J1si\mathit{9}^{n}(l^{\wedge})(\frac{X(\overline{0}\cdot r)}{2^{s_{h}}}-1)\}$

$+Sign(\iota)\cdot 1$

$1\in S_{l}^{y_{0^{\frac{X(\overline{0}\cdot r)}{2^{s_{h}}}}}}sign(l^{\wedge})\rfloor$

$,$
\in Rつまり, $Y(l\cdot r)\wedge=2^{\epsilon}’$ .のとき)

$\iota\in S_{l}^{y}\wedge 0^{\frac{X([\wedge.r)}{2^{s_{l}}}}Sign(l^{\wedge})$

$($ ( $y_{s_{l}}$ \in Rつまり, $Y(l^{\wedge}\cdot r)=2^{s_{1}}$ のとき)

よって, $7\mathfrak{F}_{\mathrm{i}}^{\mathrm{B}}\prime \mathrm{g}_{5},7\S^{\mathrm{B}}\not\in,$ $6$ 」$:\text{り}$

$fi(r)=Sign(l)^{2}=1$

同様に
$f_{l’}(r)$

.
$=0$

よって $A$ はフ $-$ リング集合である.

$(\mathrm{I}\mathrm{I})$ $|Split_{p}’|< \frac{n}{12}\text{の場合}$

このとき補題 4より, $x_{\mathfrak{i}}\in R,$ $y_{i}\in L$ となる $x_{i},$ $y\dot{.}$の

組 $(x_{i}, y_{i})$ が, $\frac{n}{8}-\frac{n}{12}=\frac{n}{24}$個以上存在する.
ここで, $x_{\mathrm{i}}\in R,$ $y_{i}\in R$であるような $(x_{i}, y_{i})$ が存在し

なければ, $|L\cap X|<|R\cap X|$ とすることによって $x_{i}\in R$ ,

$y_{i}\in R$であるような ( $x_{i}$ , yのが 1つ存在し, しかも $x:\in R$ ,

$y_{i}\in L$ であるような $(x_{i}, y_{i}) \text{が}\frac{n}{24}-$ ’固以上存在するよ
うに分割 $L,$ $R$ を作り直すことができる.
上述のような $x_{w}\in R,$ $y_{w}\in R$ となる $w$が存在すると

する.
集合 $A$ を以下の条件を満たす左割当の集合とする.. $x:\in R,$ $y_{i}\in L$ である $y_{i}$ には任意の値が割り当て

られている.. 上記以外の $L$ に属する入力変数については $0$ が割
り当てられている.

このとき, $|A|\geq 2^{\frac{\iota}{24}-1}$

’ であることが容易にわかる.
以下, $A$ がフ $-$ リング集合であることを示す.
$\forall l,$ $l^{l}\in A(l\neq l’)$ について考える.
$l$ と $l’$について, $y_{i}\in L,$ $l(y_{i})\neq l’(y_{i})$ となる $y_{i}$の中で,

$i$ の値が最小のものを $y_{q}$ とする. $l(y_{q})=0,$ $l’(yq)=1$ と

して–般性を失わない.
左割当 $l^{ll}$ を次のように与える.. $y_{i}\in Y\cap L(i<q)$ について, $l(l^{\mathrm{t}})$ と同様の割り

当て $(l^{\prime l}(y\mathfrak{i})=l(y\dot{.})=l’(y_{i}))$ を行う.. 上記以外の $L$ に属する入力変数については $0$ を割
り当てる.

$.\cdot.\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\mathrm{f}||_{1}^{1}\iota}^{\text{ノ_{ノ}\};}}\}\mathrm{a}\mathrm{e}\Re\tau\prime 7J\mathrm{c}1J5y4y_{3}y2’\prime 1y_{0}|_{1}^{1}|\mathrm{r}LRL\mathrm{I}r01010lr011\mathrm{o}LLLR1110101L$

$\ovalbox{\tt\small REJECT};^{\mathrm{t}}1\}_{1}^{\mathrm{I}}\ddagger 010\mathrm{o}\mathrm{o}1’\prime_{r}01$

$w=6,$ $q=3$

図 8: 割り当ての例

右割当 $r$を次のように与える. (図 8). $x_{w}=1$ , $y_{w}=1$ , $x_{q}=1$ を割り当てる.
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. 上記以外の $R$に属する入力変数については $0$ を割り
当てる.

ここ $-\mathrm{c}^{\backslash }$ , $S_{l}^{1}=\{l^{\wedge}\in S\iota|\exists i\geq q, y_{\dot{\mathrm{t}}}\in Li^{\mathrm{a}\text{つ}}\iota(\wedge y_{i})=1\}$ ,
$S_{l}^{0}=\{l^{\wedge}\in S_{l}|\forall i\geq q, y_{i}\in L\Rightarrow l^{\wedge}(y\dot{.})=0\}$, 同様に $S_{l}^{1},$ ,
$s_{\iota}^{0}$, を定義する. $S_{l}=S_{l}^{1}\cup S_{\iota}^{0},$ $S_{l’}=S_{l}^{1},$ $\cup S^{0}\iota$’である.
すると

$\forall l\in\wedge S_{l}^{1}$ $f^{l^{\wedge}}(r)=0$

$\forall l^{\wedge}’\in S_{l}^{1},$ $f^{l’}.(r)=\{$
1 $(Y(l^{\wedge}’\cdot r)=2^{w}+2^{q})$

$0$ (otherwise)

また, $s_{\iota}^{0}=s_{\iota}^{0},$ $=S_{l’’}$である.
よって, 補題 2より

$f_{i}(r)$

$=$ Sign $(l) \sum\iota.\in^{s_{\iota}s}fi(r)$

$=$ Sign $( \iota)[\sum_{l\in S}\wedge 1fS^{\cdot}(r)+\sum_{i}\in s^{\mathrm{o}f}\mathrm{g}(r)]\iota\iota\iota i$

$=$ Sign $( \iota)[\sum_{l\in s_{\iota}^{1}}\wedge 0+\sum i\in S_{\iota’}\prime f^{i}Q(r)]$

$=$ Sign $( \iota)\sum_{i}\in S_{\iota}\prime\prime f_{\epsilon}l.(r)$

$f_{1}’(r)$

$=$ Sign $(l’) \sum_{\iota\prime}\wedge f^{t}\in S_{\iota}’.(sr’)$

$=$ Sign $(ll)[ \sum_{l’\in S}\wedge f\delta(r)+\sum_{l’s^{0}}\wedge,f\in s.(r)\iota^{1}’\iota i’\iota’$

$=$ $Si_{\mathit{9}}n( \iota’)\mathrm{r}-1+\sum_{l^{\wedge}s_{\iota}s}\in\prime\prime f\iota.(r)\rceil$

右割当〆を次のように与える. (図 9)

以上より, 定理 1から $f$を表す*BMD の節点数は $\Omega(2^{\frac{\iota}{24}})$

である 口

4 後書き
本稿では, 割算の商を表す*BMD の節点数の下界が

$\Omega(2^{\frac{1}{24}}’)$ になることを示した. また, 同様な手法で, 割算
の余りを表す*BMD の節点数の下界が\Omega (2--2’|4) になること
も証明できる.
関数をグラフで表現する場合, どのようなグラフ表現を

用いるかが節点数に大きな影響を与える. 例えば, 乗算を
表現する場合 BDD では入力の桁数の指数関数に比例する
節引数が必要なのに対し, *BMD では入力の桁数に比例
する節点数で表現することが可能である.
関数のグラフ表現は算術演算回路の設計検証等への応用

が考えられ, その性質の理論的解析が重要になると考えら
れる. したがって, 今後の課題として, 除算を $*\mathrm{B}\mathrm{M}\mathrm{D}$ 以
外のグラフで表現した場合の下界の解析, 除算を多項式の
大きさで表現するグラフ表現の考案等が挙げられる.
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. $x_{w}=1,$ $y_{w}=1$ を割り当てる.. 上記以外の $R$に属する入力変数については $0$ を割り
当てろ

図 9: 割り当ての例
このとき,

$\forall l_{a}^{\wedge}\in S_{l}\cup S\iota$

’

$Y(l_{a}^{\wedge}\cdot r’)=2^{w}$のとき (つまり $l_{a}^{\wedge}=\overline{0}\text{のとき}$ )
$f^{i_{a}^{\wedge}l}(r)=1$

$\mathrm{Y}(l_{a}^{\wedge}\cdot r’)\neq 2^{w}$ のとき
$f^{l^{\text{ぼ}}l}(r)=0$

よって, 補題 2より
$f_{i}(r’)$ $=$ Sign $(l) \sum_{\iota\in s}.lf_{s}^{\iota}\wedge$

$=$ Sign$(l)\cdot 1$

同様に
$fi’(r’)=Sign(\iota’)\cdot 1$

よって

$f\iota(r)fl’(r’)\neq f_{l}’(r)fl(r^{l})$

よって $A$ はフ $-$ リング集合である.
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