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Abstract

7? 個の対象に対して $P$ 個の特性について洵られた $P$ 種類の特性値からなる多変量データを解析すると
き、 個体間の距離を定義して多変量解析などの手法を用いて分析することが多い。 距離としては分析の手
法,データの種類によってさまざまな距離が用いられている。 また、 実際の多変量データを解析するどき、
次元 $P$ が大きいときは元の多変量データに対して主成分分析を行ない次元を下げて分析を進めることもよ
く行なわれる。本報告では、元の多変量データに対して主成分分析を用いて次元を下げたデータに対し、
距離としては block norm を用いて配置問題である Multicriteria Problem を商品開発の例で考える。

1 はじめに

平面において $r$} 個の需要点 $y_{i}\in R^{2},$ $i$. $=1,2,$ $\cdots.n$ と block norm $||\cdot||$ が与えられているとする。 こ

のとき新たに単–の施設を配置しようとすることを考える。 $a;\in R^{\sim}’$

. を新たに配置する施設を表す変数と

するとき $\backslash \mathrm{M}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{i}_{C}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}_{\sim}.\mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{a}$. Problem (MCP) は次のように定式化される $\circ$

(1) $\min(||x-y_{1}||, ||X-y2||, \cdots, ||X-yn||)$
$x\epsilon R^{2}$

$\backslash \wedge$ICP は efficient point または quasiefficient point を求める配置問題で、 この定式化は配置する施設が公

共の施設の場合に用いられる。上のような配置問題を考えるとき需要点は施設の利用者の位置であり、 ノル

ムは道路距離の近似である。需要点の集合を $Y=\{y_{1}, y_{2}, \cdots, y_{n}\}$ とする。

定義 1 efficient
$x\in R^{2}$ : efficicnt.
幽
$\not\supset y\in R^{2}$

$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $||y-y_{i}.||\leq||x-y_{i}||,$ $i$. $=1,$ $\cdots,$
$\mathrm{r}i$

$||y-y_{j}||<||x-yj||$ for some $j$

$E(]^{-}$ } をすべての誰 cient points の集合とする。

定義 2 alternat, $ely$ efficient
efficient point, $x$ に対して

$x$ : alternately efficient
$\Leftrightarrow \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}$

.

$\exists y\neq x$

$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $||y-y_{i}||=||x-y_{i}||,$ $i=1,$ $\cdots,$ $n$.

$AE(]^{-})$ をすべての alternately efficient points の集合とする。
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定義 3 $\mathrm{t}8tri_{Ct\iota_{y}}$ efficient
efficient point $x$ が alternately efficient でないとき sttictly efficient という o

SE$(1^{r})$ をすべての strictly efficient points の集合とする。

定義 4 quasiefficient
$x\in R^{2}$ : quasiefficient
嵩
$\not\supset y\in R^{2}$

$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $||y-y\dot{|}||<||_{X-}y_{i}||,$ $i=1,$ $\cdots,$ $n$

$QE(]’)$ をすべての quasiefficient points の集合とする。定義より明らかに $\mathrm{Y}\subset SE(\mathrm{Y})\subset E(Y)\subset QE(\mathrm{Y})$

である。すべての efficient points (strictly, alternately, quasiefficient) を求める計算量の意味で最適なア
ルゴリズムは M. $\mathrm{K}\mathrm{o}\mathrm{n}[2]$ において与えられている。本論文では efficient points を考える.

方、 さまざまな距離やノルムを用いた MCP が考えられている [1,2,4,6,8]。例えば、 $\ell_{1}$ 距離 (直角距

離) $[1,8]$ , $P_{p}$ 距離 [8], one-infinity $\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{r}\ln[6]$ , block $\mathrm{n}\mathrm{o}{\rm Im}[2,4]$ が用いられている。 しかし、実際の施設の配置

の問題以外に応用はほとんどない。

本論文では、既製服市場における商品開発を block norm を用いた MCP を使って考える。多変量デー
タを考える。多変量データはいくつかの変数の得点の組をもった新商品の候補と消費者からなる。 ただし、

同じ単位で測られている。商品の得点はその商品の特性を表し、消費者の得点は消費者の好みを表す。 こ

のデータに対して分散・共分散行列から主成分分析を行い、 第二主成分までを考える。 これらの主成分か

らなる $R^{2}$ において block norm を用いた MCP を考える。 このとき需要点は消費者の主成分得点である。
また、 block norm は主成分のもとの変数への回帰係数を用いて主成分分析によって失われた情報を補うよ
うに定められる。Efficient set $E(Y)$ は the Stairs $\mathrm{A}_{\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}}\mathrm{h}\mathrm{m}[2]$ によって求めることができる。 もし、商品

$x\in R^{2}$ が efficient でなかったら、 $x$ より望ましい efficient な商品 $y\in R^{2}$ が存在するということである。

おそらく、消費者は自分の好みに近い商品を買うので efficient な商品 $.y.\text{は}$ efficient でない商品 $y$. より売
れると予想される。ゆえに、 efficient set $E(Y)$ は売れる商品の集合とみな寸ことができる。新商品の候補

で efficient. でないものは efficient であるような商品で修正コストが最小になるように修正する。 こめよう

な修正された商品を求める反復法を用いたアルゴリズムも提案する。

2節において、 block norm の基本的性質を与え、 3節において block norm を用いた MCP の既製市場
における商品開発への応用を考える。

2 Block Norm

本節では、 記号を準備し、 block norm の定義とその基本的な性質を与える。
$B\subset R^{\underline{9}}$ を原点を内部に含み、原点に対して対称で有界な凸多面体とする。

$a_{j}=(a_{j}^{1}, a_{j}^{2}),$ $j=1,2,$ $\cdots,$ $2m$.

を $B$ の端点とし、 $a_{2rl\cdot+1}=a_{1}$ とする。 各 $a_{j}$ に対し $\alpha_{j}$ を次を満たす角度とする。

$a_{j}=||a_{j}||2(.\cos\alpha_{jj}, \sin\alpha.)$

ここで $||\cdot||_{2}$ はユークリッドノルムである。 また、

$0\leq\alpha_{1}<0_{2}.<\cdots<\alpha_{m}<T$
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であるとし、 $\alpha_{m+j}=\pi+\alpha_{j},$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $m$ とする。 $x\in R^{2}$ に対し

$Q_{j}(x)=x+C\mathrm{t}aj,$ $a_{j+1}\},$ $j=1,2,$ $\cdots,$ $2m$

とする (図 1) 。ここで $c\{a_{j}, a_{j+1}\}=\{\lambda a_{j}+\mu a_{j+1} : \lambda, \mu\geq 0\}$ .である。 また、各 $Q_{j}(x)$ に対して

Q丁 $(X)=2\dot{x}-Q_{\dot{0}}(\dot{X})$ とする。
.

.

u5

Unit bal1$(m=3)$

図 1.

$x\in R^{2}$ に対して block norm $||x||$ は次のように定義される。

(2) $||x||= \inf\{\mu>0 : x\in\mu B\}$

これより $B$ は単位円であり、 $||\cdot||$ : $R^{2}arrow R$ は凸関数である。 また、 $||x..|.|.\text{は次^{の}ように表すことができ}$

る $[5,7]$。

(3) $||x||= \min\{_{j}\sum_{=1}^{m}|\gamma_{j}|$ : $x= \sum_{j=1}^{m}\gamma_{jj}a\}$

これによって $||x||$ は原点から $a_{j},$ $i=1,$ $,$ $\cdots.’ 2m$.
の方向のみを使って $x$ まで行く最も短い道の長さと解

釈できる。 (3) より次の補題が得られる [2]。

補題 1 $x=(X^{1}, x^{2})\in Q_{j}(0)$ に対して

$||x||= \frac{x^{1}(a_{j1}^{2}+-a_{j}^{2})+X2(a^{1}j-Oj+1)1}{a^{1}ja^{2}j+1-a^{1}j+1a^{2}j}$ .

補題 1より $||\cdot||$ は各 $Q_{j}(0)$ 上 linear であり、次の補題を得る。

補題 2 $x\in Q_{j(y),\mathcal{Z}}\in Qm+j(y)$ である $x=(x^{1}, x^{2}),$ $y=(y^{1}, y^{2}),\mathcal{Z}=(z^{1}, z^{2})$ に対して

$||x-z||=||_{X-y}||+||y-Z||$ .

証明一般性を失うことなく $y=(\mathrm{O}, 0.)$ とする。補題 1より次を得る。

$||x||= \frac{x^{1}(a_{j+1}^{2}-a^{2}j)+X^{2}(a_{j}^{1}-a_{j+1})1}{a_{j}^{1}a^{2}-,j+1aa_{j}^{2}j1+1}$

$||z||= \frac{z^{1}(a_{m+j+1^{-}}^{2}o_{m}^{2}+j)+z2(a_{m+jj+1}1-a^{1})m+}{a^{1}a^{2}-,m+jm+j+1a^{1}a^{2}\mathrm{m}+j+1m+i}$

$a_{m+j}=-a_{j},$ $x-Z\in Q_{j}(0)$ であるので補題 1より次を得る。

$||x||+||z||= \frac{(x^{1}-Z^{1})(a_{j+}^{2}-1aj)2+(x^{2}-z2)(a_{j}-a^{1})1j+1}{a_{j}^{1}a_{j+}^{2}1^{-}a^{1}j+1ja^{2}}=||x-z||$ .

よって、示された。 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$
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3 商品開発への応用

$.\text{本節では_{、}}$ block norm を用いた MCP の応用として既製市場における商品開発を考える。
既製服市場のを考える。商品はいくつかの変数によって特徴づけられているとする。ある企業が新商品

を開発しよとしていて、新商品の候補 $\mathrm{A},\mathrm{B}$ ,C,D がある。 これらの商品よりよい商品があるだろうか ?次に、

6人の消費者に対して商品と同じ変数同じ単位で好みを測定した (表 1) 。
’

表 1 好みに関するアンケート調査の結果

この結果に対して分散・共分散行列から主成分分析を行なったところ次のような結果を得た。

表 2 主成分得点

$y_{1},$ $y_{2},$ $\cdots$ , $y_{6}$ は MCP を考えるときの需要点すなわち $Y=\{y_{1}, y_{2}, \cdots , y_{6}\}$ , である。 $y_{i}$ は消費者 $i$ の好

みを表し、 $y_{A},$ $y_{B},$ $yc.,$ $y_{D}$ はそれぞれ商品 $\mathrm{A},\mathrm{B}$ ,C,D を表す (図 .3)。第二主成分までの累積寄与率は 0.80

である。 $\text{第}-\text{主}- \text{成分_{、}}$ 第二主成分に対応する固有値、
$-$

固有ベクトルは次のようになる。
$\backslash$
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表 3 固有値, 固有ベクトル

また、 各 $x_{j}$ .籟に対して勺と $\sim.k\sim$ の相関係数は次のようになる。

表 4 相関係数

この結果より、第–主成分はデザインのあり方、第二主成分は女性や男性へのアピールを表していると考え
ることができる。

次に block norm を定義する単位円 $B$ を定める。 まず、 各 $\approx_{k}$ ,陶に対して $z_{k}$ の防への回帰係数を求
めると次のようになる。

.

表 5 回帰係数

これを用いて $B=\mathrm{A}.\{\pm a_{1}, \pm a_{2}, \cdots, \pm a_{6}\}$ によって block non。を定義する (図 2)。ここで $S\subset R^{2}$ に対

して $k^{\wedge}.S$ は $S$ によって張られる凸包である。つまり 2つの主成分に集約された空間で $x\in R^{2}$ を商品を表

す点とると $x$ と消費者 $i$. の好みをあらわす点 $y_{\mathfrak{i}}$ との距離 $||x-$ $y_{i}||$ は主成分に影響多く与える特性を表す

ベクトル $a_{j}$ だけを基準にして測った商品 $x$ が消費者 $i$ の好み玖から離れている度合である。 このよう
に定めた block norm は主成分分析によって元のデータが集約されたとき損失した情報を補っていると考え
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ることができる。

図 2 block norm を定義する単位円 $B$

図 3は $arrow\backslash \mathrm{I}\mathrm{C}\mathrm{P}$ を解いた結果である。

$y_{B}$

図 3 MCP の結果 $E(Y)$

上の結果より、商品 C,D は efficient. であるが商品 A,B は efficient ではない。 したがって、商品 A,B を修

正する。 ここで、 商品 $y\in R^{2}$ を $x\in R^{\mathrm{o}}\sim$ に修正するためのコストを $c=C(||x-y||)$ とし、 $c$ ま $|_{1}^{1}oe-y||$

に関して狭義単調増加であると仮定する。商品 $y_{t\mathrm{i}}$ を修正するとき、修正された商品 $x_{A}\in E(]^{r})$ は修正コ

ストが最小になるように決められる。商品 $y_{B}$ に対しても同様に考える。平行移動によって、 一般性を失う

ことなく $y=0$ とする。一般に、 前節の $Y$ と block norIn に対して、考えるべき問題は次のようになる。

lllin $c(||x||)$

(4}
$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $x\in E\langle Y)$
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$c(||x||)$ は $||x||$ に関して狭義単調増加であるので (4) は次の問題と同値である。

$\min$ $||x||$

(5)
$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $x\in E(Y\rangle$

$E(Y)$ は有界閉集合である $[2,4]$ ので問題 (5) には最適解が存在する。

定理 1 $x^{*}$ を問題 (5) の最適解とし、 intE$(Y)$ を $E(\mathrm{Y})$ の内部とする。

$0\not\in E(\mathrm{Y})\Rightarrow x^{*}\not\in intE(Y)\mathrm{Y}$

証明け $\in intE(]^{arrow})$ と仮定する。 このとき、 十分小さい $\epsilon>0$ に対して

(6) $\{y\in R^{2} : ||y-x^{*}||\leq\epsilon\}\subset E(\mathrm{Y}\dot{)}$

である。 また、 ある $j’$ に対して $0\in Q_{j’}\{x^{*}$ ) である。 次に

(7) $\overline{x}\in Q_{j}\prime \mathrm{t}X^{*})\cap Q^{-}j^{l}(0)\cap \mathrm{t}y\in R2|:|y-X||*=\epsilon\}$

を考える。 {6) より $\overline{x}\in E(Y)$ であり、 (9) より $0\in Q_{j’}(\overline{x}),$ $x^{*}\in Q_{j’}^{-}(\overline{x})$ である。補題 2より次を得る。

$||x^{*}||=||X^{*}-\overline{x}||+||-\overline{x}||=\epsilon+||\overline{x}||>||\overline{x}||$

これはげの最適性に矛盾する。 口

$\mathrm{o}\in E(Y)$ のときはけ $=0$ である。 $0\in E(Y)$ であるかどうかは $[^{\underline{\eta}4},]$ における $x\in R^{2}$ が efficient
であるための必要十分条件で調べることができる。 The Stairs $\mathrm{A}_{\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}}\mathrm{h}\mathrm{m}[2]$ によって $E(\mathrm{Y})$ は多角形であ
る $E\mathfrak{l}Y$ ) の境界を表す点列によって与えられる。 $0\not\in E(Y).\text{のときは定理}$

$1$ より問題 (5) は次のような最
近点問題に帰着される。

$x_{1},$ $x_{2}\in R^{2}$ に対して鋤 $\neq x_{2}$ で 0\not\in $[X_{1}, x_{2}]$ , ここで $[x_{1}, x_{2}]=\{(1-\lambda)x1+\lambda x_{2} : 0\leq\lambda\leq 1\}$ , であ
るとする。

lnin $||x||$

(8)
$\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $x\in[x_{1}, x_{2}]$

この問題は次のアルゴリズムによって解ける。原点を通る町,j $=1,$ $\underline{?},$

$\cdots,$ $m$ 方向直線と $[x1, x2]$ との交点
および $x_{1},$ $x_{2}$ を鋤から $x_{2}$ まで順番に $p_{1},p_{2},$ $\cdots,pq$ とする。 $f(\lambda)=||(1-\lambda)x1+\lambda x_{2}||,$ $0\leq\lambda\leq 1$ に

対して $p_{i}=\{1-\lambda_{i}$ ) $x_{1}+\lambda_{i}x_{2},$ $i=1,$ $\underline{?},$

$\cdots,$ $q-1$ とし、 $\lambda_{i}$ における $f(\lambda)$ の右側微係数を $\partial_{+}f(\lambda_{i})$ とす

る。 補題 1より $||x||$ は各 $[p_{j}, p_{i+}.1]$ 上で linear であり、 [X 1, $x_{2}$ ] 上 piecewise linear な凸関数である。

アルゴリズム

1. $r\cdot=1$ とする。

2. $o_{+}f\cdot\{\lambda_{\gamma}$ ) $>0$ なら終了。 $p_{r}$ が最適解である。 $o_{+}f(\lambda_{\Gamma})=0$ なら終了。 $\forall x\in[P,,Pf+1]$ が最適解で
ある。 $r=q-1$ なら終了。 $p_{q}=x_{2}$ が最適解である。そうでなかったら $r=r+1$ とし Step 2へ。

上のアルゴリズムより修正コストが最小になるような商品として xA $=(7.72, -4.90),$ $X_{B}=(2.49, -1.44)$

を得る (図 3) 。
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