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1 Introduction

このノートでは Soner [23]. に基づき、Ginzburg-Landau 方程式の解の特異
極限について考えたい。 .

Ginzburg-Landau 方程式とは次のような半線形放物型方程式である。

(1.1) $u_{t}^{\mathcal{E}}- \Delta u^{\epsilon}+\frac{2}{\epsilon^{2}}u^{\Xi}((u^{\mathcal{E}})^{2}-1)=0$ in $(0, +\infty)\cross \mathcal{R}^{N}$ .

ただし、 $\epsilon>0$ てある。

この方程式は物質の相転移現象における、 order parameter $u^{\epsilon}$ の満たす方程
式として知られている。詳細は [1] などを参照されたい。

$\epsilonarrow 0$ としたときの $u^{\epsilon}$ の挙動を形式的に考えると次のようになる。 $q=q(r)$
を

$\frac{d^{2}}{dr^{2}}q=2q(q-21),$ $q(\pm\infty)=\pm 1,$ $q(0)=0$

の解とする (この場合は $q(r)=tanh(r)$ )。これを使って $u^{\epsilon}=q(z^{\xi}/\epsilon)$ とおくと
$z^{\mathcal{E}}$ は以下の方程式を満たす。

$z_{t}^{\epsilon}- \triangle Z^{\epsilon}+\frac{2u^{\epsilon:}}{\epsilon}(|Dz^{\mathcal{E}}|^{2} - 1)$ $=0$ on $(0, +\infty)\mathrm{x}\mathcal{R}^{N}$

$\epsilonarrow 0$ とすると、 $|Dz^{\epsilon}|-1arrow 0$ が言えるので〆はある集合 $\Gamma(t)$ に対する
符号付き距離関数であることがわかる。 また、 $z^{\epsilon}=0$ のとき、 $u^{\epsilon}=0$ である
ので

$z_{t}^{C}-\Delta z^{\mathcal{E}}=0$ on $\{_{Z^{6}=}0\}(=\mathrm{r}(t))$

となり、 $\Gamma(t)$

.
は平均曲率で動くことが言える。詳しい考察は $[7, 19]$ を参照の

こと。

この考察が正しいことは $\{\Gamma(t)\}_{t}\geqq 0$ が (2.1) の滑らかな解であるときには [2]
によって、広義解であるときには [5] によって証明された。 これらの論文では
劣解、優解をうまく構成して、最大値原理を用いている。 ここでは、エネルギ
一法によって議論する。そうすることにより、Ginzburg-Landau 方程式系の
場合にも応用が可能である。実際、 [17] では方程式系の解びの特異極限が余
次元が 2以上である滑らかな平均曲率流 (その存在を仮定して) に収束するこ
とを証明している。

.
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2Weak theory to motion by mean curvature

この \Sでは、粘性解理論の応用として、近年著しく進展した平均曲率流に対
する等高面の方法について簡単に概説したい。

$\mathcal{R}^{N}$ 内での超曲面の族 $\{\Gamma(t)\}_{t}$qo が平均曲率流であるとは

(2.1) $V=\kappa$ on $\Gamma(t),$ $t>0$

を満たすときをいう。 ただし、 $V$ は $\Gamma(t)$ の外向き法線方向速度、 $\kappa$ は $\Gamma(t)$ 上

で定義された平均曲率である。以後、 $\Gamma(t)$ の外向き単位法線ベクトル $\vec{n}$ は F(t)

の管状近傍に単位ベクトルとして延長されていると仮定する。

(2.1) に対する滑らかな解については、 [13,9, 11] を参照。 また、 よく知られ
ているように $\Gamma(0)$ が滑らかであっても、 有限時間内に特異点を生じることが
ある ([12])。よって、時間大域解を議論するには適当な弱解の概念が必要であ
ることがわかる。

2.1 Level set approach

$[18, 20]$ に従い、等高面の方法を導入する。

$\{\Gamma(t)\}_{t}>0=$ を (2.1) の滑らかな解とし、 $\Omega(t)\subset \mathcal{R}^{N}$ を $\Gamma(t)=\partial\Omega(t)$ とする開

集合とする。 $u(t, x)$ を以下を満たす滑らかな関数とする。

$\Omega(t)=\{x|u(t,x)>0\}$ ,

$\Gamma(t)=\{x|u(t,x)=0\}$ ,

$|Du(t,x)|>0$ , $\forall x\in\Gamma(t)$
。

このとき、 $\Gamma(t)$ 上で

$V= \frac{u_{t}}{|Du|},\vec{n}=-\frac{Du}{|Du|}.’\kappa=-D\cdot\vec{n}=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}(\frac{Du}{|Du|})$

を満たすので、 (2.1) は

(2.2) $u_{t}+F(Du, D^{2}u)=0$

となる。 ここで、

$F(p,X)=- \mathrm{t}\mathrm{r}\{(I-\frac{p\otimes p}{|p^{2}|}1^{x}$
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Remark 2. 1 上の $F$ は退化楕円型、

$F(p, X+Y)\leqq F(p, X)$ $(\forall p\in \mathcal{R}^{N},\forall X, Y\in S^{N}, Y\geqq \mathit{0})$

である。 また、 この方程式の特徴的なこととして geometric という性質を満た
す。つまり、

(2.3) $F(\lambda p, \lambda X+\mu p\otimes P)=\lambda F(p, X)$

$(\forall p\in \mathcal{R}^{N},\forall X, \in sN,\forall\lambda>0,\forall\mu\in \mathcal{R})$

$[18, 20]$ では (2.1) を解くかわりに (2.2) を $(0, +\infty)\mathrm{X}\mathcal{R}^{N}$ で解くことを提案

した。 つまり、 $\Gamma(0)=\Gamma_{0}$ に対して、 $u_{0}(x)$ を

$\Omega(0)=\{X|u\mathrm{o}(X)>0\},$ $\Gamma(0)=\{_{X|}u0(x)=0\}$

を満たす関数とし、 (2.2) を $u(\mathrm{O}, x)--u\mathrm{o}(x)$ という初期条件のもとで解く。 そ

して、 $\Omega(t)_{\text{、}}\Gamma(t)$ を

$\Omega(b)=\{x|u(t,x)>0\},$ $\Gamma(t)=\{x|u(t,x)=0\}$ $(t\geqq 0)$

と定義することで、 (2.1) の解とする。

ところが、 (2.2) は $Du=0$ で定義されないので–般には滑らかな解の存在
が期待できない。そこで、粘性解という他称を導入することで (2.2) を解くこ

とを考える。

2.2 Viscosity solution and generalized motion

ここでは、 (2.2) に対する粘性解と (2.1) に対する広義解について述べる。

$O$ を距離空間の部分集合とし、 $w$ を $\mathcal{O}$ 上で定義された実数値関数とする。
$x\in\overline{\mathcal{O}}$ に対して、 $w^{*}\text{、}w_{*}$ を

$w^{*}(x)= \lim_{rarrow 0}\sup\{w(y)||y-x|<r, y\in O\}$ ,

$w^{*}(x)= \lim_{rarrow 0}\sup\{w(y)||y-x|<r, y\in O\}$

とする。

Definition 2. 2 $u$ を $(0, T)\cross \mathcal{R}^{N}$ で局所有界な関数とする。
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(1) $u$ が (2.2) の粘性劣解とは、任意の\mbox{\boldmath $\varphi$}\in C\infty $((0, T)\cross \mathcal{R}^{N})$ に対して、 $u^{*}-\varphi$

が $(t_{0}, X_{0})\in(0, T)\cross \mathcal{R}^{N}$ で極大値を取るならば、 $(t_{0}, x_{0})$ で

$\varphi_{t}+F_{*}(D\varphi, D2\varphi)\leqq 0$

が成り立つ。

(2) $u$ が似勿の粘性優解とは、任意の\mbox{\boldmath $\varphi$}\in C\infty $((0, T)\cross \mathcal{R}^{N})$ に対して、 $u^{*}-\varphi$

が $(t_{0,0}x)\in(0, T)\cross \mathcal{R}^{N}$ で極小値を取るならば、 $(t0, x0)$ で

$\varphi_{t}+F^{*}(D\varphi, D2\varphi)\geqq 0$

が成り立つ。

(3) $u$ が (2.勿の粘性解とは、粘性車掌かつ粘性優解であることをいう。

粘性解の定義等に関しては $[4, 8]$ などを参照のこと。

Definition 2. 3 $u_{0}$ を 2.1で導入したような関数とし、 $u$ を $u(\mathrm{O}, x)=u_{0}(x)$

を満たす (2.勿の粘性解とする。

$\Gamma(t)=\{x\in \mathcal{R}^{N}|u(T,X)=0\}$ $(\forall t\geqq 0)$

で定義される集合の族 $\{\Gamma(t)\}_{t}\geqq 0$ を (2.1) の広義解という。

(2.2) に対する粘性解についての結果を証明無しで列挙する。

Theorem 2. 4 (cf. [3, $\mathit{6}_{f}\mathit{1}\mathit{0},\mathit{1}\mathit{5}]$)

(1) $u$ を (2.勿の粘性劣解、 $v$ を (2.2) の粘性優心とする。 $u_{\text{、}}v$ が

$0<t< \tau,x\mathcal{R}^{N}=\sup_{\in}\frac{|u(t,x)|+|v(t,X)|}{|x|+1}<+\infty$

及び $u$ または $v$ が $[0, T)\cross \mathcal{R}^{N}$ 上で–様連続であると仮定する。 この

とき、 $u(\mathrm{O}, x)\leqq v(\mathrm{O}, x)$ ならば、 $Q$ 上で $u(t, x)\leqq v(t, x)$。

(2) $u_{0}(x)$ を $\mathcal{R}^{N}$ 上で–様連続な関数とする。 このとき、 $u(\mathrm{O}, x)=u_{0}(x)$ と

なる $[0,\tau)\cross \mathcal{R}^{N}$ 上で–様連続な (2.2) の粘性解 $u(t, x)$ が–意的に存在

する。
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Theorem 2. 5 (cf. [4, 8]) $\{u_{n}\}$ を

$u_{t}+F_{n}(Du, D^{2}u)=0$ in. $(0, T)\cross \mathcal{R}^{N}$

の粘性劣解 (粘性優解) とする。任意のコンパクト集合 $K\subset(0, T)\mathrm{x}\mathcal{R}^{N}$ に対

して、

$\sup_{n}.\sup_{K}|..u_{n}|<+\infty$

$F_{*}(p, X) \leqq(q,Y)\lim_{arrow,narrow+(}\inf_{\infty}\mathrm{p},X)Fn(q, Y)$

$.(F^{*}(p,.X) \geqq\vee\lim_{(q,Y,narrow)arrow+}\sup_{)(\mathrm{p},x,\infty}F_{n}.(q.’ Y))$

を仮定する。 このとき、

$\overline{u}(t,x)=\lim_{arrow n+}\sup_{((\epsilon,t)arrow t,\mathit{8}),\infty}u^{*}(ns, y)$

$( \underline{u}(T,x)=(t)\lim_{S,,narrowarrow+}\inf_{\infty}u_{n}(*s, y(t, )))$

とおくと、 $\overline{u}(\underline{u})$ . は (2.勿の粘性劣解 (粘声優解) になる。

上の定理と (2.3) を使うと次の重要な定理を得る。

Theorem 2. 6 $(cf.[\mathit{3}, \theta J)\theta$ : $\mathcal{R}arrow \mathcal{R}$ を連続な非減少関数とする。 $u$ を似 2)
の粘性劣解 (粘性優解) とする。 このとき、 $\theta(u)$ も (2.勿の粘性劣解 (粘性優
解) になる。

定理 2. $5_{\text{、}}2.6$ より (2.1) に対する広義解の定義可能性が示される。

Theorem 2. 7 $(cf.[\mathit{3},\mathit{6}])\Gamma_{0}\subset \mathcal{R}^{N}$ を閉集合とし、 $\Omega_{0}\subset \mathcal{R}^{N}$ を\Gamma o $=\partial\Omega_{0}$ と

なる開集合とする。 $u_{0}$ を

$\Gamma_{0}=\{x|u_{0}(x)=0\},$ $\Omega_{0}=\{x|u_{0}(x)>0\}$

を満たす–様連続な関数とし、 $u$ を $u(\mathrm{O}, x)=u_{0}(x)$ を満たす–様連続な (2.2)
の粘性解とする。 更に、

$\Gamma(t).=\{x|u(t,x)=0\},$ $\Omega(t)=\{x|u(t,x)>0\}(t\geqq 0)$

とおく。 このとき、 $\Gamma(t)_{\text{、}}\Omega(t)$ は $u_{0}$ の取り方によらない。

Theorem 2. 8 (cf. [6]) $\Gamma_{0}\subseteq \mathcal{R}^{N}$ をコンパクト集合とする。 $\{\Gamma(t)\}t>=0$ を

$\Gamma(0)=\Gamma_{0}$ を満たす (2.1) の広義解とし、 $\{\tilde{\Gamma}(t)\}\iota^{\mathrm{c}}>0=$ を\Gamma (0) $=\Gamma_{0}$ を満たす

(2.1) の滑らかな解とする。 このとき、 $\Gamma(t)=\tilde{\mathrm{r}}(t)(\forall t>0=)$
。
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2.3 Distance function approach

前節で導入した等出面の方法は (2.1) の広義解を構成したが、その解が超曲

面であるとは–般に言えない。例えば、

$\mathrm{r}_{0}=\{(_{Xx)}1,2||x_{1}|=|x_{2}|\}\subset \mathcal{R}2$

を初期値とする (2.1) の広義解 F(t) $=\{x\in \mathcal{R}^{2}|u(t, X)=0\}$ は $t>0$ で内点

を持ってしまう。 :

本節では [21] によって導入された距離関数を用いた定義を与える。 この定

義では解の–意性は言えないが、 この意味でのすべての解は (2.1) の広義解に

含まれている。

Definition 2. 9 $\{\Gamma(t)\}_{t_{=}}>0$ をコンパクト集合の族とする。

$d(t, x)=-\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(x, \overline{\Omega}(t))+\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(x, \mathcal{R}^{N}\backslash \Omega(t))$

.

とする。 ただし、 $\Omega(t)$ は $\partial\Omega(t)=\Gamma(t)$ とする有界な開集合とする。

(1) $\{\Gamma(t)\}t>_{0}=$ が (2.1) の距離関数劣解であるとは $d\wedge \mathrm{O}$ が (2.2) の粘性劣解
であるときをいう。

(2) $\{\Gamma(t)\}t\geqq 0$ が (2.1) の距離関数下弓であるとは $d\vee \mathrm{O}$ が似 2) の粘性優解
であるときをいう。 .

(3) $\{\Gamma(t)\}_{t\geqq 0}$ が (2.1) の距離関数解であるとは (2.1) の距離関数劣解かつ距
離関数優解であるときをいう。

$\chi_{A}$ を $A\subset \mathcal{R}^{N}$ の定義関数とする。定理 2. $5_{\text{、}}2.6$ を使うと次の定理を得る。

Theorem 2. 10 $\{\Gamma(t)\}t_{=}>0$ をコンパクト集合の族とし、 $\Omega(t)$ は $\partial\Omega(t)=\Gamma(t)$

とする有界な開集合とする。 このとき、 $\{\Gamma(t)\}_{t}\geqq 0$ が (2.1) の距離関数訓解 $($

距離関数優解) であることと、 $x\Omega(t)$ が (2.勿の粘性劣解 (粘性優解) であるこ
とは同値である。

また、 広義解と距離関数解の関係は以下の通りである。

Theorem 2. 11 $u$ を (2.勿の–様連続な粘性解とする。 $\Gamma_{1}(t)_{\text{、}}\Gamma_{2}(t)$ を次の

ように定義する。

$\Gamma_{1}(t)=\partial L(t),$ $L(t)=\{x|u(t, x)>0\}$ ,
$\Gamma_{2}(t)=\partial U(t),$ $U(t)=\{x|u(t, x)\geqq 0\}$
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このとき、 $\{L(t)\}_{t}\geqq \mathit{0}_{\text{、}}\{U(t)\}_{t>}=^{0}$ は共に似 1) の距離関数解である。 更に、任
意の (2.1) の距離関数詮索 $\{\Gamma(t)=\partial\Omega(t)\}_{t}\geqq \mathit{0}\text{、}$ 及び任意の (2.1) の距離関数
優解 $\{\tilde{\Gamma}(\tau)=\partial\tilde{\Omega}(t)\}t_{=}>0$ に対して

$L(\mathrm{O})\subset\Omega(\mathrm{O}),\tilde{\Omega}(\mathrm{O})\subset U(0)$

ならば、
$L(t)\subset\Omega(t),\tilde{\Omega}(t)\subset U(t)$ $\forall t\geqq 0$

。

3 Behavior of $u^{\epsilon}$ as $6arrow 0$

1. でも述べたように $u^{\epsilon}$ の挙動をエネルギー法によって考察する。 ここでは

以下を仮定する。

(1) $u^{\mathcal{E}}(t,X)=q(z(\epsilon t,X)/\epsilon)$ としたときに、 $|Dz^{\epsilon}(t,X)|\leqq 1$ $(\forall(t,X)\in(0, +\infty)\cross$

$\mathcal{R}^{N})$

。

(2) $d\mu_{t}^{\zeta}=\epsilon E\epsilon(t,x)dx_{\text{、}}E^{\epsilon}(t,x)--|Du^{\epsilon}|^{2}/2+((u^{\mathcal{E}})^{2}-1)2/2\epsilon^{2}$ とおいて、

$c_{0}= \sup_{e>0}\mu^{\epsilon}0(\mathcal{R}^{N})<.+\infty$ ,

$\mu_{0}^{e}arrow\mu_{0}$ in the sense of Radon measures $(\epsilonarrow 0)$

このとき次の定理を得る。

Theorem 3. 1 収束列 $\epsilon_{n}\downarrow 0$ とラドン測度 $\mu_{t}$ が存在して

$\mu_{t^{n}}^{e}arrow\mu_{t}$ in the sense of Radon measures $(narrow+\infty, \forall t\geqq 0)$

かつ、 $\Gamma(t)=\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{t}\mu_{t}$ は (2.2) の距離関数解になる。 更に、

$u^{e_{n}}arrow\pm.1$ locally unif$\sigma rmly$ on $(0, + \infty)\cross \mathcal{R}^{N}\backslash \bigcup_{t\geqq 0}\{t\}\cross\Gamma(t)(narrow+\infty)_{0}$

3.1 Energy estimates

ここでは $E^{e}$ に関するいくつかの評価を導く。 まず、

(3.1) $E_{t}^{\mathit{6}}=-|u_{t}^{\mathit{6}}|^{2}+\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}(Du^{\epsilon:}u_{\mathrm{r}}^{\xi})$ ,
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(3.2) $DE^{e}=-Duu+\mathcal{E}t\epsilon \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{V}(Du\otimes\epsilon Du\xi)$
。

$\eta\geqq 0$ をコンパクトな台をもつ滑らかな関数とする。 (3.1) $\cross\eta-(3.2)\cross D\eta$

と (3.1) $\cross\eta+(3.2)\cross D\eta$ を計算すると

(3.3) $\frac{d}{dt}\int\eta E^{\epsilon}dx=\int((\eta_{t}-\triangle\eta)E^{\epsilon}+D^{2}\eta Du^{6}\cdot Du^{\epsilon})dx-\int\eta|u_{t}^{\epsilon:}|2dx$,

$(3.4) \frac{d}{dt}\int\eta E^{\epsilon}d_{X}=$ $\int((\eta_{t}+\Delta\eta)E\epsilon+D^{2\epsilon}\eta Du^{\epsilon}\cdot Du+\frac{|D\eta\cdot Du^{e}|^{2}}{\eta})dX$

$- \int\eta|u_{t}^{\epsilon}-\frac{D\eta\cdot Du^{\epsilon}}{\eta}|2d_{X_{\mathrm{o}}}$

.
: ..$\cdot$

.

(3.3) で $\eta\equiv 1$ とおくと、

(3.5) $\int E^{\xi}(t, x)d_{X}+\int_{0}^{t}\int|u_{t}^{\epsilon}(s, x)|2dxds=\int E^{\Xi}(0, x)dx$

を得る。
$*$

$\{\Gamma.(t)\}0_{=^{t}}<\leqq t1$ を (2.1) の滑らかな解とする。 このとき、正数 $\delta_{\text{、}}C$ と滑らか

な関数\eta : $[0, t_{1}]\cross \mathcal{R}^{N}arrow[0, +\infty)$ が存在して、

$\eta(t, x)=\frac{1}{2}(\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(x, \Gamma(t))^{2}$ $(\forall(t, x).:\mathrm{d}\mathrm{i}_{\mathrm{S}}\mathrm{t}(x, \Gamma(\tau))<\delta)$ ,

$\eta(t, x)\geqq\frac{\delta^{2}}{2}$ $(\forall(t, x)$ : dist $(X, \Gamma(t))\geqq\delta)$ ,

$\eta(t, x)=\delta^{2}$ $(\forall(t, x)$ : dist $(x, \Gamma(t))\geqq 2\delta)$ ,
$|\downarrow\eta||_{c}2\leqq C$

。

$d(t, x)$ を $\Gamma(t)$ に対する符号付き距離関数とする。 $\Gamma(t)$ 上で $d_{t}-\Delta d=0_{\text{、}}$

$\mathcal{O}=\{(t, x)|\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(x, \Gamma(t)<\delta\}$ 上で $d_{t}-\Delta d\leqq C|d|$ であることより、 $\mathcal{O}$ 上では

$( \eta_{t}-\triangle\eta)E\epsilon+D^{2}\eta Du^{\epsilon}\cdot Du^{\mathcal{E}}\leqq 2C\eta E^{\epsilon}+\frac{\mathrm{i}}{2}|Du^{\mathcal{E}}|^{2}-\frac{1}{2\epsilon^{2}}((u^{\mathcal{E}})^{2}-1)^{2}0$

仮定 (2) を使うと

$\frac{1}{2}|Du^{\epsilon}|2-\frac{1}{2\epsilon^{2}}((u^{\mathcal{E}})^{2}-1)2\leqq\frac{1}{2\epsilon^{2}}(q’(\frac{Z^{\mathcal{E}}}{\epsilon})^{2}(|Dz^{\Xi}|2-1))\leqq 0$
。

よって、

(3.6) $(\eta_{t}-\Delta\eta)E\epsilon+D^{2}\eta Du\cdot D\epsilon u\epsilon\leqq 2c_{\eta}E^{\epsilon}$ on $O$
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方、 $\mathcal{O}^{c}$ 上では

$(\eta_{t}-\triangle\eta)E^{\Xi}+D^{2}\eta Du^{\epsilon \mathrm{i}}$ : $Du^{\Xi} \leqq\frac{2C}{\delta^{2}}\eta E^{\epsilon}$

が言えるので、 $C$ を大きく取り直して (3.6) が $[0, t_{1}]\mathrm{x}\mathcal{R}^{N}$ て成り立つ。 これ

を (3.3) に代入して Gronwall の不等式を使うと

(3.7) $\int\eta(t, x)E^{\xi}(t, x)d_{X}\leqq e^{Ct}\int\eta(0,x)E^{\zeta}(\mathrm{o}, x)dX$ $(\forall t\in[0, t_{1}])_{0}$

$x_{0}\in \mathcal{R}^{N}\text{、}t_{0}>0$ を固定する。

$\eta(t,x)=\rho(t,x)=\sqrt{4\pi(t_{0}-t)}G(t-t_{\mathit{0}},X-X_{0})$

とする。 ただし、. $G$ は $N$ 次元の熱核である。 すると、

$\rho_{t}+\Delta\rho=-\frac{1}{2(t_{0^{-}}t)}\rho$,

$D^{2} \rho\xi\cdot\xi=-\frac{|\xi|^{2}}{2(t_{0-}t)}.\rho+\frac{(\xi\cdot(x-x0))^{2}}{4(t_{0-}t)^{2}}\rho$ $(\forall\xi\in \mathcal{R}^{N})$ ,

$\frac{|D\rho\cdot\xi|^{2}}{\rho}=\frac{(\xi\cdot(_{X}-x0))^{2}}{4(t_{0}-t)^{2}}\rho$

.
$(\forall\xi\in \mathcal{R}^{N})\circ$

がわかるので、 (3.4) に代入すると monotonicity formula を得る (cf. [24, 14])。

(3.8) $\frac{d}{dt}\int\eta E^{e}dx=\frac{1}{2(t_{0^{-}}t)}\int\rho(|Du^{\epsilon}|2-E\Xi)dx\leqq 0$ $(\forall t<t_{0})$

次の補題は重要な役割を果たす。

$\alpha^{e}(t;t_{0},x_{0})=\int\rho(t,X)d\mu_{t}^{\xi}(X)$ $(t<t_{0})$

とする。

Lemma 3. 2(Clearing-out lemma, cf. [22, $\mathit{1}\theta]$) $\epsilon||Du^{e}||_{\infty}\leqq k_{1}$ を仮定する。

このとき、 定数 $C>0$ が取れて、

$W(u^{\mathcal{E}}(t_{0^{-\mathcal{E},x_{0}))}}2 \leqq C(\alpha^{\Xi}(t_{0^{-\epsilon^{2}}};t_{\mathit{0}},X\mathit{0}^{)})1/(N+1)$

$\leqq$ $C(\alpha^{6}(t;t_{0},x\mathit{0}^{)})1/(N+1)$ $(\forall t\leqq t_{0^{-\epsilon^{2}}})$
。
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3.2 Convergence to smooth flows

ここでは $\{\Gamma(t)\}\mathit{0}<=t<t_{\text{。}}=\text{が}(2.1)$ の滑らかな解の場合の定理 3. 1 を証明する。
そのために、

(3) $\mu_{0}(\cdot)=\mathcal{H}N-1(\Gamma(0)\cap\cdot)$。ただし、 $\mathcal{H}^{N-1}$ は $N-1$ 次元ハスウドルフ測度
である。

(4) $\Gamma(0)$ はコンパクト超曲面である。

Theorem 3. 3 $u^{e}$ は $([0, t_{1}] \cross. \mathcal{R}N)\backslash \bigcup_{o_{=}t}<\leqq t_{1}\{t\}\cross\Gamma(t)$ 上で広義一様に $\pm 1$ に

収束する。

証明の概略 (3.7) より

$\int\eta(t,x)d\mu_{t}(\epsilon x)\leqq e^{Ct}\int\eta(0,x)d\mu\xi \mathrm{o}(X)$ $(\forall t\in[0,T_{1}])$
。

仮定 (2) $-(4)$ より

(3.9) $\lim_{\epsilonarrow 0}\int\eta(t,x)d\mu_{t}^{\xi}(X)$ $(\forall t\in[0,t_{1}])_{0}$

仮定 (2) と (3.5) より

$\mu_{t}^{\epsilon}(\mathcal{R}^{N})\leqq\mu_{0}^{e}(\mathcal{R}N)\leqq c_{0}$
。

$t_{0}\in(0, t_{1}]$ と $x_{0}\not\in\Gamma(t)$ を任意に固定し、 $R=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(X_{0}, \Gamma(t0))/2$ とする。 $\epsilon>0$

$t<t_{0}$ に対して、 $\alpha^{e}(t, t_{0,0}X)$ を $B_{R}(x_{\mathit{0}})$ と $\mathcal{R}^{N}\backslash B_{R}(xo)$ に分けて計算すると

$\alpha^{\epsilon}(t;$ to, $x_{0)} \leqq\frac{C}{R^{2}(t_{0^{-}}t)^{(d}-1)/2}\int\eta(t,x)d\mu^{\epsilon}t(x)+\rho(\wedge-t,Rt_{0})C_{0}$

だだし、 $\rho(t, x)=\rho(\wedge t_{0}-t, |x-X0|)$
。 (3.9) より任意の $r$ に対して

$\lim_{\epsilonarrow 0}\sup\{\alpha^{\Xi}(t-\epsilon 2;t, x)|t\in[r, t_{1}], \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t})x, \Gamma(t))\geqq r\}=0_{0}$

Clearing-out lemma を使って

$\lim_{earrow 0}\sup\{1 - |u^{e}(t,X)||t\in[r,t_{1}],\mathrm{d}\mathrm{i}_{\mathrm{S}}\mathrm{t}(x,\mathrm{r}(t))\geqq r\}=0_{0}$

$u^{e}$ の連続性と併せて結論を得る。 $\square$
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3.3 Proof of Theorem 3.1

補題を 2つ用意する。

Lemma 3. 4(cf. $[.\mathit{1}\theta \mathit{1}$) $\mathcal{E}_{n}arrow 0$ となる列 $\{\epsilon_{n}\}$ とラドン測度 $\mu_{t}$ が存在して

$\mu_{t^{n}}^{\epsilon}arrow\mu_{t}$ in the sense of. Radon measures $(narrow+\infty)$

更に、任意の $\phi\in C_{0}^{\infty}(\mathcal{R}^{N})$ と $t_{\text{。}}>0$ に対して

(3.10) $\lim_{t\uparrow t_{0}}\int\phi(x)d\mu t(X)\geqq\int\phi(x)d\mu t0(X)\geqq\lim_{0t\downarrow t}\int\phi(x)d\mu_{t}(X)_{0}$

証明の概略

$\sup_{\mathcal{E}>0,t_{=^{0}}>}\mu_{t}(\epsilon \mathcal{R}N)\leqq c_{0}$

より、 各 $t\geqq 0$ に対して $\mu_{t}^{\zeta}$ は収東部分列を持つ。 $Q\subset[0, +\infty)$ を稠密な集合
.

とすると対角線論法により、 収束列\epsilon n\rightarrow 0とラドン測度 $\mu_{t}$ が存在して

$\mu_{t^{n}}^{\mathcal{E}}arrow\mu_{t}$ in the sense of Radon measures $(narrow+\infty,\forall t\in Q)_{0}$

$\{\varphi_{m}\}\subset C_{0}^{\infty}(\mathcal{R}^{N})$ を稠密な集合とする。 (3.3) より

$\frac{d}{dt}\int\varphi_{m}d\mu_{t}^{\xi}(_{\mathfrak{B}})\leqq k_{m}=k_{m}(\varphi m)$

よって

$f_{m,\epsilon}(t)= \int\varphi_{m}d\mu t\epsilon(X)-kmt$ $(t\geqq 0)$

は非増加関数で
(3.11) $f_{m}(t)= \lim_{narrow+\infty}fm,en(t)$

が任意の $t\in$
.

$Q_{\text{、}}m=1,2,$ $\cdots$ に対して存在する。 これを

$f_{m}(t)= \lim_{\ni t}f_{m}(s)$

によって $[0, +\infty)$ に拡張する。 非増加性 X り $f_{m}\text{の不連続集合}\hat{Q}$ は高々可算

な集合であり、 $\hat{Q}\cap Q$ 上では (3.11) が成り立つ。 そこで、必要ならば部分列
$\{\epsilon_{n}\}$ を取り直すことにより、 $\hat{Q}\subset Q$ と仮定してよいので、

$f_{m}(t)= \lim_{narrow+\infty}fm\epsilon_{n})(t)$
$(\forall t\geqq 0, m=1,2, \cdots)_{0}$

$f_{m}(t)$ はその定義より $\varphi_{m}$ にしか依らないので、 ラドン測度\mu t が存在して

$f_{m}(t)= \int\varphi_{m}d\mu_{tm}-kt$ $(\forall t\geqq 0, m=1,2, \cdots)$
。

$\{\varphi_{m}\}$ の稠密性より結論を得る。 $\square$
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さて、
$d\mu=d\mu tdt,$ $\Gamma=\mathrm{s}_{\mathrm{P}^{\mathrm{t}}}\mu,$ $\mathrm{r}(t)=\mathrm{S}\mathrm{P}^{\mathrm{t}}\mu_{t}$

とする。

Lemma 3. 5 $\Gamma=\overline{\bigcup_{t>0}\{t\}\cross\Gamma(t)}$。また、 $\Gamma^{c}$ 上で広義一様に $u^{\epsilon_{n}}$ (は $\pm 1$ に収

束する。

証明の概略

$C= \bigcup_{t>,=0}\{t\}\cross\Gamma(t)$

とおき、 $to>0_{\text{、}}$ (to, $x\mathrm{o}$ ) $\not\in\Gamma$ とする。 このとき、 $\delta\in$ ( $0$ , to) と非負関数 $\phi\in$

$C_{0}^{\infty}(\mathcal{R}^{N})$ で\mbox{\boldmath $\phi$}(x0) $>0$ となるものがとれて

$\int_{t\mathrm{o}-\delta}^{t\mathrm{o}}+\delta\int_{R^{N}}\phi(X)d\mu t(x)=0$
。

故に、 $a.e.t\in(t_{0}-\delta, t_{\text{。}}+\delta)$ に対して

$\int_{\mathcal{R}^{N}}\phi(x).d\mu t(x)=0$

となり、 (3.10) を用いると、 この不等式は $\forall t\in(t_{\text{。}}-\delta, t\text{。}+\delta)$ で成り立つ。従っ

て、 $x_{0}\not\in\Gamma(t_{0})$ となるので $C\subset\Gamma$ を得る。 $\Gamma\subset\overline{C}$ は明らかなので\Gamma $=\overline{C}$ と

なる。

次に $(t_{n}, x_{n})arrow(t_{0}, x_{0})\not\in\Gamma$ とする。 このとき

$\lim_{narrow+\infty}\alpha^{\mathcal{E}}(tn;tn+\mathcal{E}_{n},x_{n})20=$

であり、 clearing-out lemma と $u^{e}$ の連続性より 2番目の主張を得る。 口

定理 3. 1の証明の概略

$\delta(t,x)=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(x, \mathrm{r}(t)),$ $d(t,x)=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(x, \Gamma_{t})$

とおく。 ただし、 $\Gamma_{t}\text{は}.\Gamma$ を $t$ で切った断面である。補題 3. 5 $\dot{\text{よ}り}$ $\delta_{*}=d$ に

注意しておく。

まず、 $\delta$ が $\{d>0\}$ で粘性優解であることを背理法により示す。 滑らかな関
数 $\varphi$ と $d-\varphi$ の最小値を取る点 $(t_{\text{。}}, X_{0})\in(0, +\infty)\cross \mathcal{R}^{N}$ があって

(3.12) $.\beta=-$ [$\varphi_{t}$ (to, $X\mathrm{o})+F^{*}(D\varphi(t_{00},$$X),$ $D2\varphi(t0,x\mathit{0}^{))}$ ] $>0$
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となると仮定する。 このとき、 $0<d(t_{0},$ $x_{\mathit{0}^{)}}<+\infty$ かつ、 $d$ は $(t_{\text{。}}, x_{0})$ で微分
可能としてよい。 すると、 $|D\varphi(t0\cdot X\mathrm{o})|=|Dd(t\mathit{0}, x0)|=1$ である。 $y\mathit{0}\in \mathcal{R}^{N}$ を

$d(t_{0},X_{0})=|x_{0}-yo|,$ $(y_{0\in}\Gamma t\mathrm{o})$

とし、

$\psi(t,x)=\varphi(t0,x+x_{0}-y_{0})$ ,
$\Omega(t)=\{x\in \mathcal{R}^{N}|\varphi(t,x)<\varphi(t_{0},X_{0})\}$

とする。 このとき、 $y_{\text{。}\in\partial\Omega}(t_{0})$ となる。

$a>0$ を十分小さく取り、

$\Omega(t)=\{x|\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(x,\Omega(t))<a\}$ ,
$\hat{d}(t, x)=\partial\hat{\Omega}(t)$ に対する符号付き距離関数

とおくと、 (3.12) より $r>0$ を小さく取ることにより

$d_{t}-\Delta d<\wedge\wedge 0$ on $(t_{0^{-}}r, t_{0}+r)\cross\Gamma_{t}\cap B_{2r}(y_{0})$

を得る。 ただし、 $y\mathit{0}\in\Gamma(t_{0})$ は $d(t_{0}, x_{0})=|x_{0}-y_{0}|$ を満たす。 滑らかな非負関
数 $\eta$ を

$\eta(t, x)=\frac{1}{2}d(t, X)^{2}\wedge$ $(0\leqq\hat{d}(t, x)<<1)$ ,

$\eta(t, x)=0$ $(d(t, X)\wedge\leqq 0)$

となるように取れば、 定理 3. 3 の証明と同様にして

$\frac{d}{dt}\int\eta(t,x)d\mu_{t}(x)\leqq 0$ $(\forall|t-t\mathit{0}^{1}<r)$

を得る。
$\int\eta(t_{0}-r, X)d\mu_{t}(x)=0$

であることより、

$\int\eta(t,x)d\mu_{t}(x)=0$ $(\forall|t-t_{0}|<r)$

であるが、 $y_{0}\in\Omega(t_{0})\mathrm{n}\Gamma(t\mathrm{o})$ なので

$\lim_{tarrow}\sup_{t_{0}}\int\eta(t,x)d\mu_{t}(x)>0$

となり、 矛盾を得る。 故に $\delta$ は (2.2) の粘性優解である。

115



次に $\delta$ が $(0, T)\cross \mathcal{R}^{N}$ で (2.2) の粘性優解であることを示す。 $h_{\epsilon}(r)=(r-\epsilon)^{+}$

とし、任意の滑らかな関数 $\varphi$ に対して $h_{e}(d)-\varphi$ が $(t_{\text{。}},x\text{。})$ で最小値を取ると

仮定する。 $d(t_{0}, X_{0})>0$ のときは $d$ が $\{d>0\}$ で (2.2) の粘性優解であるから

定理 2. 6 より
$\varphi_{t}+F^{*}(D\varphi, D2\varphi)\geqq 0$ at $(t_{0}, X_{0})$

となる。 $d(t_{0}, x_{0})=0$ とする。まず、 $x_{n}arrow x_{0\text{、}}t_{n}\uparrow t_{0}$ となる点列で $d(t_{n}, X_{n})=$

$0$ となるものが存在することをいう。 そういう点列が存在しないと仮定すると
小さな $\delta>0$ に対して

$\mu_{t}(B_{\delta}(X_{0}))=0$ $(\forall t\in[t_{0^{-}}\delta,t_{0}))$

が成り立つ。すると、Clearing-out lemma から $(t_{0}, x_{0})\not\in\Gamma$ となり、 $d(t_{0}, x_{0})=^{\mathrm{o}}$

に矛盾する。よって、上のような争覇が存在するのでそれを使うと $\varphi_{t}(t_{0},x\mathrm{o})\geqq 0$

が言える。 また、 $|x-x_{0}|<\epsilon$ で $h_{\Xi}(d(t0, x))=0$ なので $D\varphi(t_{0,0}x)=0_{\text{、}}$

$D^{2}\varphi(t_{0}, x_{0})\leqq O$ である。 従って、 $h_{\epsilon}(d)$ は (2.2) の粘性優解である。 $\epsilonarrow 0$ と

すると定理 2. 5 より $d$ が (2.2) の粘性字解になる。 .

以上のことと $F$ が

$F(\lambda p,\lambda X$

.
$+\mu p\cross p)=\lambda F(p,X)$ $(\forall p\in \mathcal{R}^{N},\forall X\in S^{N},\forall\lambda,\mu\in \mathcal{R})$

を満たすことを使うと、 $-\delta$ が (2.2) の粘性劣解になることがわかる。従って

定理 2. 6 より $\{\Gamma(t)\}_{t\geqq}\mathit{0}$ が (2.1) の距離関数解になることがわかる。補題 3. 4
及び、 3. 5 とあわせて定理の結論を得る。 $\square$
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