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1. Wを Green 関数が存在する Riemann 面とする. W上の正値調和関数全体を $HP(W)$

で表す. よく知られているように, 各 $h\in HP(W)$ は Wの minimal Martin 境界\Delta 1上の正

測度\mu と W上の Martin 核 $k_{p}$により,

(1) $h(z)= \int_{\Delta_{1}}k_{p}(z)d\mu(p)$

と積分表現される (cf. [C-C], [HL]). $W\in O_{G}$ (\Leftrightarrow W上の Green 関数が存在しない) の場合,

Wの局所円板 $U$をとり, $HP(W, U)=\{h\in HP(W\backslash \overline{U})\cap C(W\backslash U) : h|_{\partial U}=0\}$ を考え

る. $HP(W, U)$ の元も, $W\backslash \overline{U}$上の Martin 核を使って, 同様に積分表現される. このように,

$HP(W)$ または $HP(W, U)$ の構造を解析するためには, $\triangle_{1}$を調べることが本質的である.

開 Riemann 面 Rの $m$ 葉非有界被覆面 $(1 <m<\infty)$ 全体を $\mathcal{E}_{m}(R)$ とする. 本論の主目的

は, $R$と $R\in \mathcal{E}_{m}(R)$ の minimal Martin 境界の関係を調べることである. $\tilde{R}\in \mathcal{E}_{m}(R)$ に対

し, $\pi=\pi_{\tilde{R}}\text{を}\tilde{R}$から Rへの射影, $R^{*}$ (resp. $\tilde{R}^{*}$ ) を $R$ (resp. $\tilde{R}$) の Martin compact イヒとし,

$R$ (resp. $\tilde{R}$) の Martin 境界を\Delta $=\triangle^{R}$ (resp. $\tilde{\Delta}=\Delta^{\tilde{R}}$) で表す. このとき, $\pi_{\tilde{R}}$
の R への連

続拡張\mbox{\boldmath $\pi$}* $=\pi_{\tilde{R}}^{*}$が存在する (命題 4). $R$ (resp. $\tilde{R}$ ) の minimal Martin 境界を $\Delta_{1}=\triangle_{1}^{R}$ (resp.

$\triangle_{1}\sim=\triangle_{1})\sim\tilde{R}$ で表す. 各 $P\in\Delta$に対し, $\triangle_{1}(p)\sim=\tilde{\Delta}_{1}^{\tilde{R}}$

.
$(p)=\pi_{\tilde{R}}^{*-1}(p)\cap\triangle_{1}^{\tilde{R}}\sim$ とおき $\triangle_{1}^{\overline{R}}(p)\sim$ の濃度

(個数) を $\nu(p)=\nu_{\tilde{R}}(p)$ で表す. 主結果は次の通りである.

定理 1. $\tilde{R}\in \mathcal{E}_{m}(R)$ とする.

(i) $p\in\Delta^{R}\backslash \Delta_{1}^{R}$かつそのとき [こ限り, $\nu_{\tilde{R}}(p)=0$ .
(ii) $p\in\Delta_{1}^{R}$のとき, $1\leq\nu_{\tilde{R}}(p)\leq m$ .

定理 2. $R\not\in O_{G},\tilde{R}\in \mathcal{E}_{m}(R)$ のとき, $HP(\tilde{R})=HP(R)0\pi$となるための必要十分条件は,

任意の $p\in\Delta_{1}^{R}$に対して惰 (p) $=1$ となることである.

各 $p\in\triangle_{1}^{R}$に対して, Rの連結開集合 Mで R\Mが $P$ で minimally thin (cf. 4節) である

ものの class を $M_{R}(p)$ で表す. さらに, 各 $M\in \mathcal{M}_{R}(p)$ に対し, $\pi_{\tilde{R}}^{-1}(M)$ の成分の個数を

$n_{\tilde{R}}(M)$ で表す. このとき, $\nu_{\tilde{R}}(p)$ は次のように決定される.

定理 3. $p\in\triangle_{1}\sim R,\tilde{R}\in \mathcal{E}_{m}(R)$ に対し, $\nu_{\tilde{R}}(p)=\max_{M\in\Lambda}k_{R}(\mathrm{p})n_{\tilde{R}}(M)$.
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2. 開 Riemann 面 $R(\not\in O_{G})$ と $\overline{R}\in \mathcal{E}_{m}(R)$ に対し, $g(\cdot, \cdot)$ (resp. $\tilde{g}(\cdot,$ $\cdot)$ ) を $R$ (resp. $\tilde{R}$) 上

の Green 関数とする. 定点 $a\in R$ (resp. $\pi_{\tilde{R}}(\tilde{a})=a$ となる $\tilde{a}$ ) に対し, $k_{z}(\cdot)=g(\cdot, z)/\mathit{9}(a, Z)$

(resp. $\tilde{k}_{\overline{z}}(\cdot)=\tilde{g}(\cdot,\tilde{Z})/\tilde{g}(\tilde{a},\tilde{Z})$) を $z$ (resp. $\tilde{z}$ ) を極とする Martin 核と言う. { $f_{w}(\cdot)$ : $f_{w}(\cdot)=$

$k.(w),$ $w\in R\}$ の各関数が $[0, \infty]$ 値連続拡張をもつ Rの最小の compact 化を Rの Martin

compact 化と言う (cf. [C-C], [HL]). また, $\triangle=\triangle^{R}=R^{*}\backslash R$ (resp. $\triangle=\triangle^{\tilde{R}}--=\tilde{R}^{*}\backslash \tilde{R}$) を

$R$ (resp. $\tilde{R}$ ) の Martin 境界と言う. $p\in\triangle^{R}$に対し, kpが minimal 関数 ( $\Leftrightarrow h\in HP(R)$ が

$0\leq h\leq k_{p}$をみたすとき, $h=ck_{p}$となる正定数 $c$ が存在) であるとき, $P$ を minimal(境界)

点であると言う. $R$ (resp. $\tilde{R}$ ) の minimal 点全体\Delta 1 $=\triangle_{1}^{R}$ (resp. $\triangle_{1}\sim=\triangle_{1}$ )
$\sim\tilde{R}$

を minimal 境

界と言う. $R\in O_{G}$の場合, Rの局所円板 $U$をとり $(\text{このとき}, R\backslash \overline{U}\not\in Oc),$ $(R\backslash \overline{U})^{*}\cup\overline{U}$を

Rの Martin compact 化と言う. $R\in \mathit{0}_{c}$の場合にもほぼ同様に議論できるので, 以下では

簡単のために, $R\not\in \mathit{0}_{c}$として議論する.

$\tilde{R}$上の函数 u\tildeに対して, R上の函数\mbox{\boldmath $\varphi$}[u\tilde ] を

$\varphi[\tilde{u}](\zeta)=\sum_{(\tilde{\zeta}\in\pi^{-1}()}.n\sim\tilde{u}((\tilde{\zeta})$

で定義する ( $n_{\tilde{\zeta}}\text{は}\tilde{R}$の (
$\sim$

における分岐の重複度 (multiplicity)). 明らかに, $\tilde{u}$が調和 (respl

調和) ならば $\varphi[\tilde{u}]$ も調和 (resp. 優調和) である. また, Green 函数については

(2) $\varphi[\tilde{g}_{\tilde{p}}]=g_{p}$ $(\pi(\tilde{p})=p)$ .

命題 4. $\tilde{R}\in \mathcal{E}_{m}(R)$ から Rへの射影\mbox{\boldmath $\pi$}\simに対し ’ その
$\tilde{R}^{*}$への連続拡張 $\pi$

$\tilde{R}*$力$\langle$

$\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{e}$ に存在す

る. 特に, $\pi_{\tilde{R}}^{*}(\triangle^{\tilde{R}})\sim=\triangle^{R}$ である.

証明. $\text{連続拡張}\pi_{\tilde{R}}^{*}$の存在を示せば, 残りの主張は明らかである. 任意
$\text{の}\tilde{p}\in\triangle\sim\tilde{R}$こ対して, pに

収束する R内の 2つの点列 $\{\tilde{p}_{in}\}(i=1,2)$ をとり $p_{in}=\pi(\tilde{P}_{in})$ とおく. $\lim_{narrow\infty^{Pn}}i=p_{i}(\in\triangle^{R})$

と仮定して, $p_{1}=p_{2}$を示せばよい. 一般に, $\pi(\tilde{q})=q$とするとき, (2) より

$\varphi[\tilde{k}_{\tilde{q}}]=\frac{1}{\tilde{g}_{\tilde{q}}(\tilde{a})}\varphi[\tilde{g}_{\tilde{q}}]=\frac{g_{q}}{\tilde{g}_{\tilde{q}}(\tilde{a})}=C_{\tilde{q}}k_{q}$

$(c_{\tilde{q}}= \frac{g_{q}(a)}{\tilde{g}_{\tilde{q}}(\tilde{a})})$.

したがって, $\varphi[\tilde{k}_{\tilde{p}_{in}}]=cinkpin$をみたす正定数 qnが存在する. これと $\lim_{narrow\infty}\varphi[\tilde{k}_{\tilde{p}},,]=\varphi[\tilde{k}_{\tilde{p}}]$ お

よび $\lim k_{Pinp}=k$ . $(i=1,2)$ より, 正定数 $c_{1},$ $c_{2}$が存在して, $c_{1}k_{P1}=c_{2}k_{P2}$ となる. したがつ

て, $k_{p}^{n_{1}arrow}(\infty a)=k(p_{2}a)$ より $k_{p_{1}}=k_{p2}$ , 即ち $p_{1}=_{P2}$ となる
$\square$

命題 4の証明を読み返せば, 次のことは容易に確かめられる.

補題 5. 各 p\tilde $\in R$ 対して, 正定数 $c$ が存在して

(3) $\varphi[\tilde{k}_{\tilde{p}}]=Ck_{p}$ $(\pi^{*}(_{\tilde{\mathrm{P}}})=p)$ .
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$R(\not\in O_{G})$ 上の正値優調和関数全体を SRで表す. $s(\in S_{R})$ と $E(\subset R)$ に対し,

$R \hat{\mathrm{R}}_{s}^{E}(z):=\lim_{warrow}\inf_{z}\inf$ { $u(w)$ : $u\in S_{R},$ $u\geq s$ on $E$ }

を $E$に関する $s$ の balayage と言う (balayage の基本事項については, [C-C], [HL], [Bl, [B-H]
等を参照のこと). 次の補題は, 簡単ながら有用である (cf. [M-S1]).

補題 6. Rの部分集合 Eと R上の正値優調和関数 $s$ 及び R\in Em(R) に対して,

(4) $R\hat{\mathrm{R}}_{S\mathrm{o}\pi}^{\pi_{-}^{-1}(E)}R\hat{\mathrm{R}}_{s}\sim R=^{R}E\circ\pi_{\tilde{R}}$ .

3. 定理 1及び 2の証明のためには, 以下の命題 7及び 8を示せば良い. 実際, 定理 1は

命題 7及び 8から明らかである. また, 定理 2は命題 8と Martin の積分表現定理 (1) から

容易に従う. 各 $P\in\triangle^{R}$と $\overline{R}\in \mathcal{E}_{m}(R)$ に対して, $\triangle_{1}(p)=\triangle_{1}\sim\sim\overline{R}(p)=\pi\frac{*}{R}-1$ $(p)\cap\triangle_{1}^{\tilde{R}}\sim$ とおくこと
$\text{及び_{}\triangle_{1}}^{\sim}(P)$ の濃度 (個数) を $\nu(p)=\nu\tilde{R}(p)$ で表すことを再言しておく. 本節と次節では, 簡単

のため, R上の balayage $\sim R\hat{\mathrm{R}}_{\tilde{s}}^{\tilde{E}}$を単に $\hat{\mathrm{R}}_{\overline{s}}^{\tilde{E}}$ と表し, $\pi_{\tilde{R}}=\pi$とおくことにする. .

命題 7. $p\in\triangle^{R}-\triangle_{1}^{R},\tilde{R}\in \mathcal{E}_{m}(R)$ とする. このとき, $n_{\tilde{R}}(p)=0$ .

証明. $\triangle_{1}^{\overline{R}}(p)\sim\neq\emptyset$ と仮定して矛盾を導く. $\tilde{P}\in\triangle_{1}^{\tilde{R}}(p)\sim$ とする. (3) より, $\varphi[\tilde{k}_{\tilde{p}}]=ck_{p}(c>0)$ ,
故に

$\tilde{k}_{\tilde{p}}\leq ck_{p}\circ\pi$ .

任意の $r(>0)$ に対し $F_{r}=\{q\in R^{*} : d(p, q)\leq r\}(d(\cdot, \cdot)$ は $R^{*}$上の距離) とおくと, $\pi^{*-1}(F_{r})$

は p\tildeの近傍である. したがって $E_{r}=F_{r}\cap R$とおくと, (4) より

(5) $R\hat{\mathrm{R}}_{k_{p}}^{E_{r_{\mathrm{O}\pi}}}=\hat{\mathrm{R}}_{k_{\mathrm{p}^{\circ\pi}}}^{\pi^{-1}(E_{R})}\geq c^{-1}\hat{\mathrm{R}}^{\pi(}\tilde{k}_{\tilde{p}}-1E_{r})=c^{-1}\tilde{k}_{\tilde{p}}$ .

方, Martin 基本定理より,
$k_{p}= \int k_{q}d\mu(q)$

となるような $\triangle_{1}^{R}$上の正測度\mu が存在する.

$h_{r}= \int_{\triangle_{1}^{R}\cap F_{r}}kdq\mu(q)$ , $f_{r}=k_{p}-h=r \int_{\Delta_{1}^{R}-F_{r}}kdq\mu(q)$

とおくとき, (5) より

$RE_{r_{\mathrm{O}}RER}\hat{\mathrm{R}}_{k_{\mathrm{p}}}\pi=\hat{\mathrm{R}}0\pi hr\gamma+\hat{\mathrm{R}}E_{r}fr\circ\pi\geq C-1\tilde{k}_{\overline{p}}$ .
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ここで, $R \hat{\mathrm{R}}_{f_{r}}^{E_{r}}=\int_{\Delta_{1^{-}}^{R}F_{\Gamma}k_{q}}\hat{\mathrm{R}}^{E_{r}}d\mu(qR)$ は R上の potential である (cf. e.g. [HL]) から, $R\hat{\mathrm{R}}_{f_{r}}^{E_{r}}0\pi$

は R上の potential である. 故に

$h_{7}$. $\mathrm{O}T\geq\hat{\mathrm{R}}_{h}^{E_{r}}Rr\circ\pi\geq C-1\tilde{k}_{\overline{p}}$.

ところが, $p\in\triangle^{R}-\Delta^{R}\text{よ}1\text{引}\dot{i}mh_{r}=0$であるから, これは矛盾である $\square$

$\dot{\mathrm{r}}\mathrm{n}\mathrm{p}$題 8. $P\in\triangle_{1}^{R},\overline{R}\in \mathcal{E}_{m}(R)$ とする. このとき, 1 $\leq\nu_{\tilde{R}}(p.)\leq m$ . さらに, $\triangle_{1}^{\overline{R}}(p)-=$

$\{\tilde{p}_{1}, \cdots,\tilde{p}_{n}\}$ とおくとき, 正定数 $c_{1},$ $\cdots$ , Cnが存在して

(6) $k_{p}\mathrm{o}\pi=C1\tilde{k}_{\tilde{p}}1+\cdot..$ $+c_{n}\tilde{k}_{\tilde{p}_{n}}$ .

証明. 先ず, $\nu_{\tilde{R}}(p)\leq m$ を示す (cf. [H]). $\triangle_{1}^{\tilde{R}}(p)\sim$ の任意の有限部分集合 $\{\tilde{p}_{1}, \cdots ,\tilde{p}_{n}\}$ に対し,
$n\leq m$ を示せばよい. (3) より, 正定数 $b_{i}(i=1, \cdots, n)$ が存在して $\varphi[\tilde{k}_{\tilde{p}},]=b_{i}k_{p}$ , したがっ
て $b_{i}^{-1}\tilde{k}_{\tilde{p}_{i}}\leq k_{P}\mathrm{o}\pi$ となる. これより $\mathrm{t}$

(7) $k_{p} \mathrm{o}\pi\geq\sum^{n}i=1barrow 1\tilde{k}i\tilde{p}i$

となる. 故に

$mk_{p}.‘= \varphi[k_{p}\circ\pi]\geq\varphi[\sum_{i=1}^{n}b_{i\tilde{p}_{i}}-1\tilde{k}]=\sum_{1i=}^{n}b_{i}^{-}..1\varphi[\tilde{k}_{\tilde{p}}.\cdot]=\sum_{i=1}^{n}k_{\mathrm{P}}=nkp$
’

即ち $m\geq n$ が得られた.

次に, $\nu_{\overline{R}}(p)\geq 1$ を示す. Martin 基本定理により

$k_{p} \mathrm{o}\pi=\int\tilde{k}_{\tilde{q}}d\tilde{\mu}(\tilde{q})$

となる $\triangle_{1}\sim\tilde{R}$上の正測度\mu \tildeが存在する. $\tilde{\mu}$の support $\text{が}\triangle_{1}^{\tilde{R}}(p)$ に含まれることを示せばよい. $F_{r}$ ,
$E_{r}$は命題 7の証明と同様とし, さらに

$\tilde{f}_{r}=\int_{\tilde{\Delta}_{1^{-\pi^{*-1}}}^{R}()}.\sim k_{\tilde{q}}d\tilde{\mu}Fr(\tilde{q})$

とおく. 各 q\tilde $\in\triangle_{1}\sim\tilde{R}-\pi^{*-1}(F_{r})$ に対し $\hat{\mathrm{R}}_{\tilde{k}_{\tilde{q}}}^{\tilde{R}-\pi(E_{r}}-1$

)
$=\tilde{k}_{\tilde{q}}$だから, $\hat{\mathrm{R}}_{\tilde{f}_{r}}^{\tilde{R}(}-\pi^{-}1E_{r}$

)
$=$ f,である (cf.

e.g. [HL] $)$ . 故に, (4) を使って

$\tilde{f}_{r}=\hat{\mathrm{R}}_{\tilde{f}_{r}}^{\overline{R}-\pi^{-}}1(E_{r})\leq\hat{\mathrm{R}}_{k_{p}\circ}^{\tilde{R}}-\pi\pi k_{p}^{-E_{r}}-1r=\hat{\mathrm{R}}0\pi RR$ .

ところが $R\hat{\mathrm{R}}_{k_{p}}^{R-E_{r}}$ は R上の potential であるから, $R\hat{\mathrm{R}}_{k_{\mathrm{p}}}^{R-E_{r_{\mathrm{O}\pi}}}$は R上の potential である. 故

に $\tilde{f}_{r_{-}}=0$ , 即ち $\tilde{\mu}$の support $\text{は^{}-}\triangle_{1}\cap\pi-1(*F_{r})$ に含まれる. $r>0$ は任意だから, $\tilde{\mu}$の support
$\text{は}\triangle_{1}^{R}(p)$ に含まれることになる.
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最後に, $\tilde{\mu}$の support $\text{は}\triangle_{1}^{\tilde{R}}(p)$ に含まれることと (7) より, $\triangle_{1}^{\tilde{R}}(p)\sim.=.\{\tilde{p}_{1}, \cdot n\tau,\tilde{p}n\}$ とおけ

ば, $k_{p^{\circ\pi=}} \sum i=1ci\tilde{k}n\tilde{p}_{i}(c_{i}>0)$ となる $\square$

4. ここでは定理 3の証明を与える. まず, minimally thin と minimal fine neighborhood
の定義を与える.

定義. $P\in\triangle_{1}^{R}$とする. Rの部分集合 Eが $P$ で minimally thin であるとは, $R\hat{\mathrm{R}}_{k_{\mathrm{p}}}^{E}\neq kp\text{が}$

成立する ( $\hat{\mathrm{R}}_{k_{p}}^{E}\text{が}$ potential であることと同値) ことである. また, Rの部分集合 $M$に対し,
$M\cup\{p\}$ が $P$ の minimal 細近傍であるとは, $R$ –Mが $P$ で minimally thin となることで
ある.

この定義と balayage の基本性質から, 次のことは容易に分かる.

事実 (A). Rの部分集合 $E_{1}$ , E2が $p\in\triangle_{1}^{R}$で minimally thin であるとき, $E_{1}\cup E\mathit{2}\text{は}$ $P$ で

minimally thin である. また, $M_{1}\cup\{p\},$ $M_{2}\cup\{p\}(M_{1}, M2\subset R)$ が $P$ の minimal fine
neighborhood であるとき, $(M_{1}\cap M_{2})\cup\{p\}$ は $P$ の minimal fine neighborhood であ
る.

1節で述べたように, Rの連結開集合 Mで R\Mが $P$ での minimally thin となるものの
class を $\mathrm{A}t_{R}(p)$ で表し, さらに, 各 $M\in \mathcal{M}_{R}(P)$ に対し, $\pi^{-1}(M)$ の成分の個数を $n_{\overline{R}}.(M)$ で

表す. 定理 3の証明において, 次の命題 9は本質的な役割を果たす (cf. [M]).

命題 9. $p\in\triangle_{1}^{R},\overline{E}\subset\tilde{R}$とする. このとき, $E\text{が}\Delta_{1}^{\tilde{R}}(p)$ の各氏で minimally thin であるた
めの必要十分条件は, $\pi(\tilde{E})$ が $P$ で minimally thin であることである.

証明. 必要性 : $\{.R_{n}\}$ を Rの exhaustion とし, $\tilde{E}_{n}=\tilde{E}-\pi^{-1}(R_{n})$ とおく. 各 p\tilde $\in\tilde{\Delta}_{1}^{\tilde{R}}(p)$ に

対して $\hat{\mathrm{R}}_{\tilde{k}_{\tilde{p}}}^{\tilde{E}}$は potential だから, (6) より,, $\hat{\mathrm{R}}_{k_{p}\mathrm{o}\pi}^{\tilde{E}}=\cdot\sum-Rc_{\tilde{P}\tilde{k}}\tilde{p}\in\tilde{\Delta}1(p)\hat{\mathrm{R}}^{\tilde{E}}\overline{P}$も potential である. 故に

$\lim_{narrow\infty}\hat{\mathrm{R}}^{\tilde{E}}k_{p}\circ\pi n=0$

となる. $\text{これと}R\pi\hat{\mathrm{R}}k_{p}(\tilde{E}n)\leq\varphi[\hat{\mathrm{R}}_{k_{\mathrm{p}}}^{\tilde{E}_{n}}]0\pi$ より,

$\lim_{narrow\infty}\hat{\mathrm{R}}_{k_{\mathrm{p}}}=0R\pi(\tilde{E}n)$

となる. $\text{これと^{}R\pi(}\hat{\mathrm{R}}kp\tilde{E}$
) $\backslash \pi(\tilde{E}n)\text{が}$ potential であることから, $R\hat{\mathrm{R}}_{k_{p}}^{\pi(\tilde{E})}\text{が}$ potential であることが

容易に示される. 即ち $\pi(\tilde{E})$ は $P$ で minimally thin である.

$+$分性 : $R\hat{\mathrm{R}}_{k_{p}}^{\pi(\tilde{E})}\text{が}$ R上の potential であるから, $R\hat{\mathrm{R}}_{k_{\mathrm{p}}}^{\pi \mathrm{t}^{\tilde{E}}\rangle}0\pi \text{は}\tilde{R}$上の potential である.

$\tilde{p}\in\triangle_{1}\sim\tilde{R}(P)$ を任意にとり, $k_{p}\mathrm{o}\pi\geq c\tilde{k}_{\overline{p}}$ をみたす正定数 $c$ をとる. (4) より,

$R\hat{\mathrm{R}}_{k_{\mathrm{p}}}^{\pi(\tilde{E})}\circ T=\hat{\mathrm{R}}_{k_{p}\mathrm{o}\pi}^{\pi^{-1}}(\pi(\tilde{E}))\geq c\hat{\mathrm{R}}_{\tilde{k}_{\tilde{p}}}^{\tilde{E}}$.
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これより, $\hat{\mathrm{R}}_{\tilde{k}_{\overline{p}}}^{\overline{E}}$ は R上の potential, $\text{即ち}\overline{E}$ は p\tilde で minimally thin である. 口

定理 3の証明では, 上の命題 9の他に次の事実が使われる (cf. [N]).

事実 $(\mathrm{B}.).\cdot$ Uを Rの開集合で $U\cup\{p\}$ が $p(\in\triangle^{R})1$ の minimal fine neighbOr.h $\mathrm{O}\mathrm{o}\mathrm{d}$ となる

ものとするとき, Uの成分 Mで $M\cup\{p\}$ が $P$ の minimal fine neighborhood となるもの
が存在する.

定理 3の証明. $\nu_{\tilde{R}}(p)=n,$
$\triangle_{1}^{\tilde{R}}\sim(p)=\{\tilde{p}_{1}, \cdots,\tilde{p}_{n}\}$ とする.

各 p\tilde i $\text{に対し}\overline{N}i\cup\{\tilde{p}_{i}\}$ が p\tilde iの minimal 細近傍となるような互いに素な領域列 Nl, $\cdot$ , N詠
とり, $\overline{E}=\bigcap_{i=1}^{n}\overline{N}_{i}c$ とおく. $\overline{E}$ は各 p\tilde iで minimally thin であるから, 命題 9より, $\pi(\tilde{E})$ は $P$ で

minimally thin である. 故に, 事実 (B) より, $R\backslash \pi(\tilde{E})$ の連結成分 Mで $M\in M_{R}(p)$ とな

るものがある. 命題 9より, $\pi^{-1}(R\backslash M)$ は各回で minimally thin, 即ち $\pi^{-1}(M)\cup\{\tilde{p}_{i}\}$ は p\tilde i

の minimal 細近傍である. したがって, 事実 (B) より, $\pi^{-1}(M)$ の連結成分 O,で $\tilde{O}_{i}$
$\cup\{\tilde{p}_{i}\}$ が

$\ovalbox{\tt\small REJECT},\text{の}$ minimal細近傍となるものがとれる $(i=1, \cdots, n)$ . $\overline{N}_{i}\cap\overline{O}_{i}\neq\phi \text{と}\pi(\partial\overline{N}i)\subset R\backslash M.\text{よ}$

り, $\tilde{O}_{i}\subset\overline{N}_{i}$ となることが判る. 故に, $n\leq n_{\tilde{R}}(M)$ , 即ち (左辺)\leq (右辺) となる.
.

. 次に, $M\in \mathcal{M}_{R}(p)$ を任意にとり $\pi^{-1}(M)$ の連結成分全体を $\{\tilde{O}_{1}, \cdot\cdot, ,\tilde{O}_{k}\}$ とおく. 上で

述べたように, 各 p\tilde ,に対し $\overline{O}_{i}\cup\{\tilde{p}_{i}\}$ が p\tilde iの minimal 細近傍となる O,が唯 1つ決まる. こ

の対応で定まる $\{\tilde{p}_{1}, \cdots,\tilde{p}_{n}\}$ から $\{\tilde{O}_{1}, \cdots,\tilde{O}_{k}\}$ への写像を $\tau$とする. \tau が全射であること

を示せば, (左辺) $\geq$ (右辺) となって証明が終わる. $\bigcup_{i=1}^{n}\mathcal{T}(\tilde{p}_{i})=\overline{M}$とおくと, $\overline{M}^{c}$ は各 p\tilde iで
minimally thin である. \tau が全射でなければ, $\tilde{O}\iota\subset\overline{M}^{\mathrm{c}}$となる $\tilde{O}_{l}$がある. このとき, 命題 9よ

り, $M=\pi(\tilde{o}_{l})$ は $p$ で minimally thin となり $M\in M_{R}(p)$ に矛盾する. 口

5. $X=\hat{\mathrm{C}}\backslash \{0\},$ $D=\{|z|<1\}$ とする. $R=X$または $D$のとき, 定理 3の応用例を与え

る.

$X$に対しては, $x*=\hat{\mathrm{C}},$ $\triangle^{X}=\triangle_{1}^{X}=\{0\}$ であることは容易に確かめられる. $\{a_{n}\}$ を

$1>a_{n}\downarrow 0$ をみたす数列とする. $I= \bigcup_{n=1}^{\infty}[a_{2n’ 2n}a-1]$ , $G=X-I$ (resp. $G=D-I$) とお

く.. $G$ の coPy $G_{1},$ $\cdots,$
$G_{m}$を用意し, G,上の Iの下縄と $G_{i+1}$上の Iの上岸を $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} m)$ 溶接

してできる $\mathcal{E}_{m}(X)$ に属する被覆面を Xoとする. . ..
’

命題 10. (i) $IP^{\mathrm{y}}\grave{\backslash }0\in\Delta x1$で minimally $\mathrm{t}\mathrm{h}_{\vec{1}}\mathrm{c}\mathrm{k}$ ( $=\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{t}$ thin) ならば, $\nu_{\tilde{X}_{0}}(0)=1$ ;
(ii) Iが $0\in\triangle_{1}^{X}$で minimally thin ならば, $\nu_{\tilde{X}_{0}}(0)=m$ .
証明. (i) $M\in \mathcal{M}_{X}(0)$ を任意にとる. X\Mは $0\in\Delta_{1}^{X}$で minimally thin である. この

とき, $E:=\{|z| : z\in X\backslash M\}$ は $0\in\triangle_{1}^{X}$で minimally thin であることが知られている

(cf. [HL]). 従って, 仮定と事実 (A) より, I\Eは $0\in\triangle_{1}^{X}$で minimally thick である. 故に,

$C:=\{|z|=r\}\subset M$をみたす実数 $r$ \in Iが存在する. $x_{\mathit{0}}$の作り方から, $\pi_{\tilde{X}_{0}}^{-1}(C)$ が連結であ

ることが容易に分かる. これと $C\subset M\text{および}$ Mが連結であることから, $\pi_{\overline{X}0}^{-1}(M)$ が連結,
すなわち $n_{\tilde{X}_{\text{。}}}(M)=1$ となる. $M(\in \mathcal{M}x(0))$ は任意であったから, 定理 3より結論を得る.

69



(ii) $M=X\backslash I$とおくと, 仮定より, $M\in \mathcal{M}_{X}(0)$ である. $\overline{x}_{0}$の作り方から, $n_{\tilde{X}_{0}}(M)=m$

であることは明かである. 故に, 任意の $N\in \mathcal{M}x(\mathrm{O})$ に対し $n_{\tilde{X}_{\text{。}}}(N)\leq m$ であることに注
意すれば, 定理 3より $\nu_{\tilde{X}_{0}}(\mathrm{O})=m$ が従う $\square$

. $\cdot$

次に, $D=\{|z|<1\}$ について考える. よく知られているように (cf [C-C], [HL]),
$D^{*}=\{|z|\leq 1\},$ $\triangle^{D}=\triangle_{1}^{D}=\{|z|=1\}$ である. {b遣を $0<b_{n}\uparrow 1$ をみたす数列と
する. $J= \bigcup_{n=1}^{\infty}[b_{2}n-1, b_{2n}],$ $G=D$ – 」おく. $G$ の copy $G_{1},$

$\cdots,$
$G_{m}$を用意し, G止の Jの

下岸と $G_{i+1}$上の $J$の上岸を $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} m)$ 溶接してできる $\mathcal{E}_{m}(D)\text{属する被覆面を}\overline{D}_{\mathit{0}}$とする.

命題 1L (i) Jと
$\text{」}*:=\bigcup_{n=1}^{\infty}.[b_{2}.b_{21}+]n.’.n$

が共に 1 $\in\triangle_{1}^{D}$で minimally thick ならば,
$\nu_{\tilde{D}_{0}}(1)=1$ ;
(ii) $J$または J*が $1\in\triangle_{1}^{D}$で minimally thin ならば, $\nu_{\tilde{D}_{0}}(1)=m$ .

命題 11の証明のためには, 定理 3とは別に次の 2つの事実が必要である (cf. $[\mathrm{A}|, [\mathrm{E}]$ ,
[LF] $)$ .

事実 (C). Sを $z=1$ を頂点とする Dの Stolz 領域とする. Sの部分集合 Eが $1\in\triangle_{1}^{D}$で

minimally thin のとき, $E’:=\{1-|z-1| : z\in E\}$ も $1\in\triangle_{1}^{D}$で minimally thin であ
る.

事実 $-(\mathrm{D})$ . $M\in M_{D}(1)$ とする. このとき, $\{|z-1|=1\}$ の極 (polar) 部分集合 Zで次の性
質を持つものが存在する: $l_{\theta}\cap Z=\emptyset,$ $l_{\theta}\cap D\neq\emptyset$ をみたす任意の半直線 $l_{\theta}=\{\mathrm{a}\mathrm{r}.\mathrm{g}(Z-1)=\theta\}$

に対して, $l_{\theta}\cap\{0<|z|<\rho\}\subset M$となる $\rho(>0)$ が存在する.

命題 11の証明. (i) $M(\in \mathcal{M}_{D}(1))$ .を任意にとる. 事実 (D) より, 実数\alpha , $\beta(\pi/2<\alpha<\pi<$

$\beta<3\pi/2)$ および $r(>0)$ で .
$\cdot$..

$\{z:\arg(z-1)=\alpha, 0<|z-1|\leq r\}\cup\{z:\arg(z-1)=\beta, 0<|z-1|\leq r\}\subset M$

をみたすものが存在する. 次に, $E:=D\cap\{z : \alpha\leq\arg(z-1)\leq \beta\}$ \Mは $1\in\triangle_{1}^{D}$で

minimally thin であるから, 仮定と事実 (A) および (C) より, $J\backslash E’$と」*\E’は共に $1\in\triangle_{1}^{D}$

で minimally thick である. 故に, 実数 $s,$ $t(0<t<s)$ で $s\in J,$ $t\in J^{*}$および

$\{z:|z-1|=s, \alpha\leq\arg(z-1)\leq\beta\}\cup\{z:|z-1|=t, \alpha\leq\arg(z-1)\leq\beta\}\subset M$

をみたすものが存在する.

$\{z:\arg(z-1)=\alpha, t\leq|z-1|\leq s\}$ , $\{z:|z-1|=s, \alpha\leq\arg(z-1)\leq\beta\}$ ,
$\{z:\arg(z-1)=\beta, t\leq|z-1|\leq s\}$ , $\{z:|z-1|=t, \alpha\leq\arg(z-1)\leq\beta\}$

を順に結んで得られる閉曲線を $C$とおく. $D_{0}$の作り方から, $\pi_{\tilde{D}}^{-1}(C)$ が連結となることが容
易に確かめられる. これと $C$ \subset Mおよび Mが連結であることから, $\pi_{\tilde{D}}^{-1}(M)$ が連結, すな
わち $n_{\tilde{D}_{\text{。}}}(M)=1$ となる. $M(\in \mathrm{A}l_{D}(1))$ は任意であったから, 定理 3より結論を得る.

(ii) J(または $J^{*}$ ) が $1\in\triangle_{1}^{D}$で minimally thin とする. $M=D\backslash J$ (または $D\backslash (J\cup[-1,$ $b_{1}])$ )
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とおくと, $M\in \mathcal{M}_{D}(1)$ である. $\overline{D}_{0}$の作り方から, $n_{\tilde{D}_{0}}(M)=m$ であることは明かである.

故に, 任意の $N\in\psi\not\in_{D(1}$ ) に対し $n_{\tilde{D}_{\text{。}}}(N)\leq m$ であることに注意すれば, 定理 3より
$\nu_{\tilde{D}_{0}}(1)=m$ が従う $\square$

6. 前節と同様に $D=\{|z|<1\}$ する. 本節では, 定理 2の見地から定理 3を使って,
$.HP(\overline{D})=HP(D)\circ\pi_{\tilde{D}}\text{となる}\overline{D}\in \mathcal{E}(D)$ の例を与える.

定理 12. $\zeta\in\triangle_{1}^{D},$ $\overline{D}\in \mathcal{E}(D)$ , Dの分岐点全体の射影を $A$ とする. $A$ の可算部分集合
$B_{\zeta}=\{b_{n} : n\geq n_{0}\}$ および正定数 $C(<1)$ が存在して次の条件をみたすとする:
(a) 各 $b_{n}(\in B_{\zeta})$ の上には位数 $m-1$ (重複度 $m$ ) の $D$の分岐点がある,
(b) 任意の $b_{n}(\in B_{\zeta})$ と $z(\in A\backslash \{b_{n}\})$ に対し, $|z-b_{n}|\geq C\mathit{2}^{-n}$ .
(c) $2^{-n-1}\leq|b_{n}-\zeta|\leq 2^{-n-}(n\geq n\mathrm{o})$ ,
(d) $B_{(}\subset S_{C}(\zeta):=\{z\in D : C|z-(|\leq 1 -|z|\}$ ,
このとき, $\nu_{\tilde{D}}(\zeta)=1$ である.

$\mathrm{C}$ の相対 compact な Borel 集合 $I\mathrm{t}^{r}$に対し, $I\mathrm{t}^{r}$の対数容量を $\lambda(K)$ とする (cf. [T]). $D$にお

ける minimal thinness の必要条件として, 次のことが知られている (cf. [LF], [J1).

’事実 (E). $\zeta\in\triangle_{1}^{D}$ , Eを $S_{C}(\zeta)$ の閉部分集合とする. Eが\mbox{\boldmath $\zeta$}で minimally thin ならば,

$\sum_{n=1}^{\infty}\frac{1}{\log\frac{1}{\lambda(E_{n})}}<\infty$,

ただし, $E_{n}=E\cap\{2^{-n-1}\leq|z-\zeta|\leq 2^{-n}\}$ とする.

定理 12の証明. $M(\in \mathcal{M}_{D}(\zeta))$ を任意にとる. もし $b_{n}\in M\cap B_{(}\text{となる}$ $b_{n}$が存在すれば, (a)
と $M$の連結性より, $\pi_{\overline{D}}^{-1}(M)$ の連結性が容易に従い, 定理 3より結論を得る. それ故, 以下
では, $M\cap B_{\zeta}$ =\emptyset (従って, $B_{\zeta}\subset D\backslash M$ ) と仮定する. $F=D\backslash M$とおき, b詠含む $F$の連

結成分を凡とする $(n\geq n_{0})$ . ここで, さらに, ある凡に対して $d(F_{n})$ <C2-nが成り立つと
する ( $\mathrm{d}(K)$ は $K$の直径). このとき, $F_{n}$をその内部に含む Jordan 閉曲線\mbox{\boldmath $\gamma$}nで

$\mathrm{d}(F_{n})<\mathrm{d}(\gamma_{n})<C2^{-n}$ かつ $\gamma_{n}\subset M$

となるものが存在する. (b) に注意すれば, $\gamma_{n}$の上または内部にある $A$ の点は $b_{n}$のみであ

る. 故に, (a) より, $\pi_{\overline{D}}^{-1}(\gamma_{n})$ は連結となる. これと $\gamma_{n}$ \subset Mおよび $M$の連結性より, $\pi_{\tilde{D}_{1}}(M)$

も連結となり, 定理 3より結論を得る. 以上より, $\mathrm{d}(F_{n})<.C2^{-n}\text{と}$なる瓦が存在すること
を示せば良い.

背理法により, $\mathrm{d}(F_{n})<C2^{-n}$となる瓦が存在することを示す. すべての $n(n\geq n_{0})$ に対

して,

(8) $\mathrm{d}(F_{n})\geq c\mathit{2}^{-}n$
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と仮定する. $E=F\mathrm{n}s_{2}(\zeta)$ とおき, $b_{n}$を含む $E$の連結成分を $F_{n}^{*}$とする. このとき, $(\mathrm{c}),(\mathrm{d})$

および (8) より,

(9) $\mathrm{d}(F_{n}^{*})\geq C_{1}2^{-n}$ $(n\geq n_{0})$

をみたす正定数 $C_{1}(\leq C)$ が存在することが確かめられる. $E_{n}=E\cap\{\mathit{2}-n-1\leq|z-\zeta|\leq 2^{-n}\}$

とおく. 各 $n(\geq n_{0})$ に対し, $b_{n}\in E_{n}$ と (9) より, $E_{n-1},$ $E_{n},$ $E_{n+1}$の少なくとも 1つは, 直径
が $C_{1}2^{-n-1}$以上の連続体を含むことが分かる. これより

$\max\{\lambda(E_{n-1}), \lambda(En), \lambda(E+1)n\}\geq C_{1}\mathit{2}^{-n-3}$ $(n\geq n_{0})$

となる (cf. [T]). 従って

$\frac{1}{\log\frac{1}{\lambda(E_{n-1})}}+\frac{1}{\log\frac{1}{\lambda(E_{n})}}+\frac{1}{\log\frac{1}{\lambda(E_{n+1})}}\geq\frac{1}{n\log 2+\log(8/C_{1})}$
$(n\geq n_{0})$

となる. 故に

$\sum_{n=n0-1}^{\infty}$

.

$\frac{1}{\log\frac{1}{\lambda(E_{n})}}$

$\geq$ $\frac{1}{3}\sum_{n=n_{0}}^{\infty}(\frac{1}{\log\frac{1}{\lambda(E_{n-1})}}+\frac{1}{\log\frac{1}{\lambda(E_{n})}}+\frac{1}{\log\frac{1}{\lambda(E_{n+1})}})$

$\geq$ $\frac{1}{3}\sum_{n=n0}^{\infty}\frac{1}{n\log 2+\log(8/c_{1})}.=\infty$

となり, $E$は ( $\in\Delta_{1}^{D}$で minimally thin であるから, これは事実 (E) と矛盾する. 口

命題 13. $A=\{(1-2^{-n-1})\mathrm{e}^{i2k}\pi/2^{n}+2 : n=1,\mathit{2}, \cdots, k=1, \cdots, \mathit{2}^{n+2}\}$ とする. $\overline{D}_{1}$ を
$A$ の各点の上に重複度 $m$ の分岐点を持つ $\mathcal{E}_{m}(D)$ に属する被覆面をとする. このとき,
$HP(\overline{D}_{1})=HP(D)0\pi\tilde{D}_{1}$ .

証明. $\zeta\in\triangle_{1}^{D}$を任意にとる. 正整数 $n$ に対し,

(10) $| \arg\zeta-\frac{2\pi k}{2^{n+2}}|\leq\frac{\pi}{2^{n+2}}$

をみたす正整数 $k=k(\zeta, n)(1\leq k\leq 2^{n+2})$ をとり,

$b_{n}=(1-\mathit{2}^{-n}-1)\mathrm{e}(i2\pi k/2n+2\in A)$ ,

さらに $B_{(}=\{b_{n} : n\geq 1\},$ $C= \frac{1}{4}$とおく. この B(と Cが定理 12の条件 (a) をみたすこと
は言うまでもないし, 条件 (b) をみたすことは容易に示せる. また, (10) より

$(\mathit{2}^{-n-1})^{2}\leq|b_{n}-\zeta|^{2}\leq(2^{-n-1})^{2}+4\sin^{2_{\frac{\pi}{2^{n+3}}}}$

となることが分かる. これより, $(\mathrm{c}),(d)$ をみたすことも容易に確かめられる. 従って, 定理
12より, 任意の\mbox{\boldmath $\zeta$}\in \triangle Dlに対して $\nu_{\tilde{D}_{1}}(\zeta),=1$ となる. 故に, 定理 2より, 結論を得る $\square$
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