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群が作用する多様体上の同変モース関数については [8]等において研究されている. 本
稿では有限群の作用する多様体からユークリッド空間への滑らかな下思写像でその特異点
がフォールド型のみからなるものについて不動点集合と写像の特異点の関係を考察する.

1. フォールド写像

$M\text{を}n$ 次元可微分連結閉多様体とし, $f$ : $Marrow \mathrm{R}^{p}(p\leq n)$ を滑らかな写像とす
る. 以下ではとくにことわらない限り多様体, 写像は $C^{\infty}$級とする.

$S(f)=\{q\in M|\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}df_{q}<p\}$ とおき, これを $f$ の特異点集合と呼ぶ. $q\in S(f)$

がフォールド型とは $q$ を中心とする局所座標 $(x_{1},$ . :. , $x_{n})$ と $f(q)$ を中心とする局所
座標 $(y_{1}, \ldots, y\mathrm{P})$ および整数 $\lambda(0\leq\lambda\leq n-p+1)$で. ..

$y_{i}\circ f=xi(i\leq p-1)$ ,

$y_{p}\mathrm{o}f=-x_{p}^{2}$ $-$ $\cdot$ . . $-x^{2}-+p+\lambda 1p+X^{2}+\lambda\ldots+X_{n}^{2}$

と書けるものが存在するときに言う.
さらに $\lambda=0$ または $\lambda=n-p+1$ のとき $q$ を定値フォールド型特異点と呼ぶ.
S(力がフォールド型特異点のみからなるとき, $f$ をフォールド写像, $S(f)$ が定値フォー

$)\mathrm{s}$

. ト “型特異点のみからなるとき, $f$ を special generic map とよぶ. また, $n-p+1$ が
偶数のときにはフォールド型特異点の定義にでてくる $\lambda$ について $\lambda\equiv n-p+1-\lambda($

mod 2) であり, 局所座標の取り方によらずに $\lambda$ が偶数か奇数かが定まり, $f$ がフォー

ルド写像のとき, $S^{+}(f.)$
.

$=$ { $q\in S(f)|\lambda$は偶数}, $S^{-}(f)=$ { $q\in S(f)|\lambda$は奇数} と

定義する.

$f$ がフォールド写像のとき, $S(f)$ は多様体になり, $f|s(f)$ : $S(f)arrow \mathrm{R}^{p}$ は immersion
になることに注意しておく.

次に写像 $f$ : $Marrow \mathrm{R}^{p}(p<n)$ の Stein 分解について述べる.

$q,$ $q’\in M$ , に対して同値関係 $q\sim q’$ を $f(q)=f(q’)$ かつ $q$ と $q’$ が $f^{-1}(f(q))$ の

同じ連結成分に属するということで定義する. $W_{f}$ をこの同値関係による $M$ の商空間

とし, $q_{f}$ : $Marrow W_{f}$ を商写像とする. また, $f’\circ q_{f}=f-$ を満たす写像 $f’$ : $W_{f}arrow \mathrm{R}^{p}$

がただひとつ存在する, 空間 $W_{f}$ または次の可換図式
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を $f$ の Stein 分解と呼ぶ.

$f$ : $Marrow \mathrm{R}^{p}(p<n)$ が special generic map のとき, 次のことが成り立つ.

命題 1.1. (i) $W_{f}$ はコンパクト p次元多様体で境界をもつ.
(ii) qf|Sげ) : $S(f)arrow\partial W_{f}$ は微分同相写像である.

(iii) $f’$ : $W_{f}arrow \mathrm{R}^{p}$ は immersion である.

フォ一ルド写像, special generic map については [1,4, 5, 6, 7]等で詳しく研究さ
れている.

2. 同変フォ一ルド写像

以下, $G$ を有限群とし) $i\mathrm{V}I$ を n次元連結閉多様体で $G$ が滑らかに作用しているもの

とする. また, $M^{G}=$ {$x\in iVl|gx=x$ for $\forall g\in G$ } とおき, これを不動点集合と呼

ぶ. また, 以下では接バンドル $T(M)$ 上には G不変 Riemann計量を –つとり固定して

考えることにする. (変換群についての詳しいことは [3]を参照されたい.)
$\mathrm{R}^{p}$ 上の $G$ 作用は trivial なものを考え, $G$ フォ $-$ ルド写像 $f$ : $Marrow \mathrm{R}^{p}$ とは $G$

写像でありかつフォ $-$ルド写像であるものをいう.

まず, 次の補題を証明する.

補題 2.1. $f$ : $Marrow \mathrm{R}^{p}$ を $G$ 写像とする. $q\in iVI^{G}$ とするとき
$\rangle$

$df|\tau_{q(M}c$ )
$\perp=0$ .

ここで 2 $T_{q}(M^{G})^{\perp}$ は $T_{q}(M^{G})$ の $T_{q}(M)$ の中での直交補 Gベク トル空間とする.

証明. $q\in M^{G}$ とする.

$v\in T_{q}(M^{c1})$ に対して, $\Sigma_{g\in G}gv$ は $T_{q}(M^{G})^{\perp}$ の元であり, 任意の $h\in G$ に対し

て,

$h \sum_{G\mathit{9}\in}gv=\sum hg\mathit{9}\in G^{\cdot}g\in h\sum_{-1}v=gv=\sum_{\mathit{9}c\in G}gv$
.

$T_{q}(M^{G})^{\perp}$ における不動点は原点 $0$ のみなので $\Sigma_{g\in G}gv=0$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$方, $\mathrm{R}^{p}$ 上には $G$ が自明に作用していることを考えると,

$df| \tau_{q(}NIG)^{\perp}(\sum_{cg\in}gv)=\sum_{g\in}gdf|_{\tau_{q(M}}.\cdot c)\perp(v)=|G|df|\tau_{q}(\mathrm{A}\prime Ic)\perp(v)$
.
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従って,

$|c|df|\tau q(M^{G})^{\perp(v.).\cdot...f|_{\tau_{q}(}c}.\cdot..=.d\backslash M.,)^{\perp.(\sum v}..\mathit{9}\in Gg)=df|_{T_{q(}}Mc.)\perp..(\mathrm{o})=0-:.\cdot.\cdot$

よって, $df|_{\tau_{q(M}}c$ ) $\perp(v)=0$ となる. 口

命題 2.2. 不動点集合 $M^{G}$ のある連結成分の深元が $p-1$ より小さいとき, $G$ 写

像 $f$ : $Marrow \mathrm{R}^{p}$ はフォールド型でない特異点をもつ.

証明. $q\in M$が正則点のときは rank$df_{q}=p$
) フオールド型特異点のときは rankdfq $=p-1$

となる.

不動点集合 $iVI^{G}$ のある連結成分 $N$ の次元が $p-.1$ より小さいとき, $q\in N$ に対し

て, 上の補題より $df|_{\tau_{q}N^{\downarrow}}=0$ が成り立つので rank$df_{q}<p$ –1 となる. よって, $N$

上の点はフォールド型でない特異点になる. 口

Gフォールド写像の特異点集合ともとの多様体の不動点集合について次の関係がある.

命題 2.3. $f$ : $Marrow \mathrm{R}^{p}(p\leq n)$ を $G$ フォールド写像とし, $S(f)=S_{1}\cup\cdots\cup S_{k}$

を $f$ の特異点集合の連結成分への分解とする. このとき
$J$
各 i に対して; $S_{i}\subset M^{G}$ ま

たは $S_{i}\cap M^{c}=\emptyset$ .

証明. $S_{i}\cap M^{G}(=s_{i}\cap S(f)^{G})$ は $S_{i}$ の中で閉集合である. $S_{i}\cap iVl^{G}\neq\emptyset$ のとき,
$x\in S_{i}\cap M^{G}$ と仮定すると, $f|_{S_{i}}$ : $S_{i}arrow \mathrm{R}^{p}$ は immersion だから $x$ の $S_{i}$

.
の中のあ

る連結な近傍 $U$ 上で $f$ は単射となる. $.f$ が $G$ 写像で $\mathrm{R}^{p}$ 上の作用が自明であること

を考えると $U$ は $M^{G}$’に含まれることがわかる.

よって, $S_{i}\cap M^{G}$ は $S_{i}$ のなかで開集合となり, $S_{i}$ は連結だから $S_{i}\cap M^{G}=s_{i}$ . し

たがって $Si\subset M^{G}$ となる.

以上から, $Si\subset M^{G}$ または $S_{i}\cap M^{G}=\emptyset$ がわかる. 口

定理 2.4. $f$ : $Marrow \mathrm{R}^{p}(p\leq n)$ を $G$ フォールド写像とし $fN$ を $M^{G}$ の連結成分

の $-$つで $\dim N\geq p$ を満たすものとする. このとき, $f|_{N}$ : $Narrow \mathrm{R}^{p}$ もフォ一ルド写

像になる.

証明. $S(f)=S_{1}\cup\cdots\cup S_{k}$ を $f$ の特異点集合の連結成分への分解とするとき)

$S_{i}\cap M^{G}-\neq\emptyset$ ならば命題 2.3 より. $S_{i}\subset M^{G}$ となる. また, $df_{q}|_{\tau N_{q}}\perp=0$ なの

で rank. $(d(f. |N)_{q})=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}dfq$ がなりたち, $S(f|_{N})=S(f)\mathrm{n}N$ がわかる.

$N$ は $M^{G}$ の連結成分の–つなので $M$ の部分多様体であり, 上の考察より, $S(f|_{N})$

は $N$ の p–1次元の部分多様体であることがわかる.
よって, $q\in S(f|_{N})$ とすると $M$ の中の $q$ を中心とする局所座標 $(U;x_{1}, \cdots. ’ x_{n})$ で

$x_{p}(a)=Xp+1(a)=\cdot\cdot..=xn(a)=0$ for $\forall a\in S(f|_{N})$ ,
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$X_{k+1}(b)=\cdots=x_{n}(b)=0$ for $\forall b\in N$

となるものがとれる.(ここで, $k=\dim N$) . . $\cdot$

$f|s(f)$ が immersion であることから $M$ の中の局所座標を十分小さくとっておく
と, $\mathrm{R}^{p}$ の $f(q)$ を中心とする局所座標 $(y_{1}, \cdots, y_{p})$ を. . .

$y_{i}\circ f=x_{i}(1\leq i\leq p-1\mathrm{I}$

となるようにとれる.
$f$ はフォ $-$ルド写像だから, $x_{1},$ $\cdots,$ $x_{p-1}$ を固定すると $y_{p}\circ f$ はモース関数になる.
Hessian $( \frac{\partial^{2}(y_{\mathcal{D}}\mathrm{o}f)}{\partial x_{i}\partial x_{j}}(q))p\leq i,j\leq n$ を考えると,
$df_{\dot{q}}|_{TN_{q}}\perp=0$ だだかからら)) 任任意意のの $j\geq k+1$ 1にこ対対ししてて $N$ 上上でで $\frac{\partial(y_{\mathrm{p}}\mathrm{o}f)}{\partial x_{j}}=0$ .
$f$

. って, $P\leq i\leq k,$ $j\geq k+1$ のとき $\frac{\partial^{2}(y_{\mathrm{p}^{\mathrm{o}f}})}{\partial x_{i}\partial x_{j}}(q)=0$ . 従って, Hessian は次のよ
$’\grave{)}$ な形になる.

$(^{(\frac{\partial^{2}(y\mathrm{p}^{\mathrm{O}}f)}{\partial x_{\mathrm{i}}\partial x_{j}}(q}0))_{p\leq j\leq}i,k$

$( \frac{\partial^{2}(y_{\mathcal{D}}\mathrm{o}f)}{\partial x_{i}\partial x_{j}}(q)0)k+1\leq i,j\leq n\mathrm{I}$ .

これが非退化だから $( \frac{\partial^{2}(y_{\mathrm{p}}\circ f)}{\partial x_{i}\partial x_{j}} (q))_{p\leq i,j}\leq k$ も非退化. 従って, $f|_{N}$ はフォールド写像
になることがわかる 口

$M$ 上の $G$ 作用が半自由 (semi-free) とは $M$ の任意の元 $x$ で, $G_{x}=G$ または $\{e\}$

が成り立つときをいう. ここで, $G_{x}=\{g\in G|gx=x\}(\text{アイソトロピ_{ー}群})$ で $e$ は $G$

の単位元を表す. また, $M$ の任意の元 $x$ で, $G_{x}=\{e\}$ が成り立つときこの作用を自由
という.

命題 2.5. $G$ を $\mathrm{Z}_{2}$ と同型でなく自明でない有限群とし, $M$ 上の $G$ 作用を半自由であ
り自明でないものとする. このとき, 不動点集合 $M^{G}$ の各連結成分の余次元は偶数である.

証明. $N$ を $M^{G}$ の連結成分の一つとし, $N$ の $M$ の中における余次元を $l$ とする.
lノを $N$ の $M$ における法 Gベクトル・バンドルとする. $\nu$ 上に G不変 Riemann計量

を考えその単位球面バンドルを $S(\iota\ovalbox{\tt\small REJECT})$ と書くことにする. $\iota\ovalbox{\tt\small REJECT}$ は不動点集合の連結成分の
法 Gベクトル・バンドルであり $S(\nu)$ の各ファイバーに $G$ が不動点なし 1こ作用するこ
とがわかる. また, $M$ 上の $G$ 作用は半自由なので $S(\nu)$ 上の $G$ 作用は自由になること
もわかる.

$S(\nu)$ のファイバ $-l\mathrm{h}l-1$ 次元の球面であり, これに Z2と同型でなく自明でない
群 $G$ が自由に作用することになるが, このとき, $l-1$ は奇数になることが知られてい
る ([3, Chapter 5] を見よ). よって, $l$ は偶数になる. . 口
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この命題から $G$ 作用が命題中の条件をみたし) $f$ : $Marrow \mathrm{R}$ が $G$フォールド

写像で $n-p+1$ が偶数のとき, $N$ を $M^{G}$ の連結成分の $-$つで $\dim N\geq p$ を満

たすものとすると $S^{+}(f|_{N}),$ $s-(f|_{N})$ が考えられることがわかる. $S^{+}(f),$ $s^{-(f)}$

と $S^{+}(f|_{N}),$ $s-(f|_{N})$ の関係について次のことがわかる.

定理 2.6. $G$ を Z2 と同型でない有限群とし, $M$ 上の $G$ 作用を半自由とする.
$f$ : $Marrow \mathrm{R}^{p}(p<n)$ を $G$ フォールド写像とする. $n-p+1$ が偶数であるとき, $N$

を $\dim N\geq p$ となる $M^{G}$ の連結成分とすると, $q\in S^{+}(f)\cap N$ ならば $q\in S^{+}(f|_{N})$ ,
$q\in S^{-}(f)\cap N$ ならば $q\in S^{-}(f|_{N})$ が成り立つ.

証明. $N$ を $\dim N\geq p$ となる $M^{G}$ の連結成分とする. $q\in S(f)$ に対して, 定理 2.4

の証明中のように $M$ の中の q を中心とする局所座標 $(x_{1}, \ldots, x_{n})$ と $f(q)$ を中心とす

る局所座標 $(y_{1}, \ldots, y_{p})$ で

$x_{p}(a)=x_{p+1}(a)=\cdots$. $=x_{n}(a)=0$ for $\forall a\in S(f|_{N})$ ,

$x_{k+1}(b)=\cdots=x_{n}(b)=0$ for $\forall b\in N$

であり (ここで, $k=\dim N$ ), $yi\circ f=x_{i}(i\leq p-1)$ をみたし,
( $x_{1}.\cdots$.

$’ X_{p-1}\mathrm{I}$ を $x_{1-1}=\cdots=x_{p}=0$ と固定すると $y_{p}\circ f$ はモース関数となるもの

がある.

$(x_{1}, \cdots, x_{k})$ は $N$ の局所座標になっていることおよび $q$ における $y_{p}\circ f$ の Hessianが

定理 2.4の証明中のようになることに注意し [8, Lemma 4.1] を用いると, $q$ を中心と
.

する局所座標 $(X_{1,)}\ldots xp-1, z_{p}, \cdots, z_{n})$ で

$y_{p}\mathrm{o}f|_{\{0\}}x_{1}=\cdots=X_{\rho}-\iota==-z_{p}-:$ . .$-27\sim_{p+}.\mathit{2}‘ \mathit{2}\ldots 2\lambda-1^{+\cdot+}\sim_{p+\lambda k}\gamma.+Z$.

$-z_{k+1}^{2}$ –. . . $-z_{k+\mu\mu}^{\mathit{2}\mathit{2}}‘+z_{\kappa+}.\wedge+1^{+\cdots+Z}nl\mathit{2}$

を満たし, かつ) $(z_{p}, \cdots, z_{k})$ および $z_{k+1}^{2}+\cdots+z_{n}^{2}$ が G-不変なものをとることがで

きる.

$-z_{k+1}^{2}$ –. . . $-z_{k+\mu}^{2}+z_{k\mu 1}^{2}+++\cdot\cdot*+z_{n}^{2}$ および $z_{k+1}^{2}+\cdots+z_{n}^{2}$ が G-不変なので,
$z_{k+1}^{2}+\cdots+z_{k+\mu}^{2}$および $z_{k\mu 1}^{2}+++\cdots+z_{n}^{2}$ は $G$ 不変. $G$ は $M$ 上に半自由に作用しているの

で $\mu-1$ 次元球面 { $(z_{k+1},$ $\cdots,$ $z_{k+\mu})|\mathrm{z}_{k+1k+}^{22}+\cdot.\cdot\cdot+z\mu=r(r$ は十分小さい正の実数)}
上に自由に作用する.

$G$ は Z2 と同型でない有限群であり, この条件を満たすには $\mu$ は偶数にならなけれ

ばならない. 同様にして, $n-k-\mu$ も偶数.

$(x_{\iota)}.\cdots, X-1, Zpp’\ldots, z_{k})$ は $N$ の $q$ を中心とする局所座標で $\lambda$ が偶数か奇数か

で $q\in S^{+}(f|_{N})$ か $q\in S^{-}(f|_{N})$ かが決まる. $q\in S^{+}(f)\cap N$ のとき, $\lambda+\mu$ が偶数

なので $\lambda$ も偶数. よって, $q\in S^{+}(f|_{N})$ .
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同様にして, $q\in S^{-}(f)\cap N$ のとき, $q\in S^{-}(f|_{N})$ . 口

補題 27. $f$ : $Marrow \mathrm{R}^{p}$ を G写像とする. Stein 分解

$M \frac{f}{\backslash _{W_{f}}q_{f}f’}\nearrow^{p}$

において, $W_{f}$ は自然に G空間となり, $q_{f_{f}}f’$ は G写像になる.

証明. $W_{f}$ 上の $G$ 作用を $g\cdot q_{f}(x)=q_{f}(g\cdot x)$ と定義すればよい. $q_{f},$ $f’$
.
が G写像に

なることは容易にわかる. 口

$f$ . $M^{n}arrow \mathrm{R}^{p}(p<n)$ が special generic map であり, かっ $G$ 写像であるとき,
$f$ を $G$-special generic map とよぶことにする. $G$-special generic map の Stein分

解について次のことが成り立つ.

命題 2.8. $f$ : $Marrow \mathrm{R}^{p}(p<n)$ を $G$ -special generic map とする. 任意の $g\in G$

に対して\rangle $W_{f}^{\mathit{9}}=W_{f}$または $\emptyset$ . ここで f $W_{f}^{\mathit{9}}=\{x\in W_{f}|gx=x\}$ .

正明. $g\in G$ とする. $W_{f}^{\mathit{9}}\neq\emptyset$ のとき, $x\in W_{f}^{\mathit{9}}$ とすると $f’$ : $W_{f}arrow \mathrm{R}^{p}$ が immersion
だから $x$ の $W_{f}$ の中のある近傍 $U$ においては $f’$ は単射. また, $m$ を $g$ の位数と

し $V=U\cap gU\cap\cdots\cap g^{m-1}U$ とおくと, $V$ 上で $f’$ は単射であり, 任意の $y\in V$

に対して $f’(gy)=gf’(y)=f’(y)$ かつ $gy\in V$ なので, $V$ 上で $gy=y$ . 従っ

て $V\subset W_{f}^{\mathit{9}}$ となり, $W_{f}^{\mathit{9}}$ は $W_{f}$ の開集合である. $|/V_{f}^{\mathit{9}}$ が $\nu V_{f}$ の閉集合であることは容

易にわかる, $M$ は連結だから $W_{f}$ も連結であり, $l/V_{f}^{g}=l/V_{f}$ がわかる. $\cdot$

$\square$

$G$-special generic map の特異点集合ともとの多様体における不動点集合には次の
ような関係がある.

系 2.9. $f$ : $Marrow \mathrm{R}^{p}(p<n)$ が $G$ -special generic map であるとき
$\rangle$

$S(f)\subset M^{G}$

または $M^{G}=\emptyset$ .

証明. $M^{G}\neq\emptyset$ のとき, $x\in M^{G}$ とし, $y=q_{f}(x)$ とする. 任意の $g\in G$ に対し

て $gy=gq_{f}(X)=q_{f}(gx)=q_{f}(X\mathrm{I}=y$ なので, 命題 2.8より任意の $g\in G$ に対し

て $|/V_{f}^{\mathit{9}}=W_{f}$ となる. よって, $W_{f}^{G}\subset W_{f}$ . 命題 1.1より, $q_{f}|S(f)$ : $S(f)arrow\partial W_{f}$ は

微分同相写像であり, しかも同変写像なので $S(f)^{c_{=S}}(f)$ , 従って $S(f)\subset M^{G}$ とな

る. 以上から, $S(f)\subset M^{G}$ または $M^{G}=\emptyset$ が示された. . 口

命題 2.10. $f$ : $Marrow \mathrm{R}^{p}(p<n)$ が $G$ -special generic map であるとき, $M^{G}$ の

ある連結成分の次元が $p$ 以上ならば $M^{G}$ は連結.
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証明. $N$ を $M^{G}$ の連結成分で $\dim N\geq p$ を満たすものとする. $iVI$ がコンパクト

で $W_{f}$ が Hausdorff なので $q_{f}(N)\text{は}W_{f}$ のなかで閉集合である. -方, $q\in N$ とする

と補題 2.1より rank$d(f|_{N})_{q}=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}df_{q}$ が成り立ち, したがって, 局所的な状況をみる
と $q_{f}(N)$ が $W_{f}$ の中で開集合になることがわかる. $W_{f}$ は連結だから $q_{f}(N)=W_{f}$ .
他の $M^{G}$ の連結成分が存在するとすると, それは $S(f)$ と交点をもち, $q_{f}(N)=W_{f}$

より $S(f)\subset N$ なのでその $S(f)$ との交点で $N$ とも交わる. 二つの連結成分が共通部

分をもつのでこれは矛盾. よって) $M^{G}$ は連結. $\square$

本稿では写像の行き先がユークリッド空間で群が自明に作用すの場合について考えた

が, 行き先を多様体にし, 群が自明でなく作用する場合について考えることが最終的な目
標になる. 同町写像については様々な研究があるが, その特異点をフォ一ルド型等に制
$\text{限したときにど_{の}ような状況がおこ_{るか}というよう_{なこ}とはまだあまり研究されておら}\sim$

ず, 今後の課題の $-$つになると思われる.

最後に 講演の後に過去に安定同変写像についての研究があることを教えていただき,

論文 ([2]等)を紹介していただいた泉屋周–氏に感謝致します.
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