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上記の表題で概説的な話をさせて頂いた。表題を邦訳すれば、 「保型形式の周期
と $L$ 函数の特殊値」 ということになる。確に、 代数幾何学的な意味での周期とここ
で扱う保革形式の周期とは、関係はあるが同–のものではなく、余り良い命名では
なかったかもしれないが、現在ではすでにこの用語は定着しているように思われる
ので、 ご容赦願いたい。 (これは、 講演でも話したが、筆者のように代数幾何を知
らないことにコンプレックスを持っている人間にとっては、周期という言葉を使え
るのには、正直言って、何となく嬉しいところがある。 )

また、 はじめに断わっておきたいのだが、本文において、現実よりも単純化した
り、 例えば、現在に於いては、 まだ good prime でしかいえていないことを、 あた
かもすべての素点で成り立つかのように、 表現している個所がある。 これは、 $L$ 函

数の特殊値という繊細な性質を持つ話題からすると、許されざることであると思わ
れる方々も居られると思うが、 この難しい問題への保型形式側からのアプローチの
アイデアを説明するのが、講演ならびにこの小文の主眼であり、 アイデアを分かり
易い形で提示するためにそうしたことをご了承いただきたい。
参考文献については、網羅的でなく、直接に本文中で参照しているもののみで、
重要な文献で見落としているものも多いと思われることをあらかじめお断りしてお

$\langle_{\circ}$ (Uzawa [19] は、 興味深い本文と共に、文献表がとても詳しく、是非参照され
たい。 )
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記号: 特に断わらない限り、 $F$ によって代数体を、 Aによっそ、 $F$ 上のアデール環
$\mathrm{A}_{F}$ を表す。

1 保冷形式の周期とは 7.

まず、 言葉の定義をある程度はっきりしておこう。
定義 : $G$ を $F$ 上の代数群とし、 $H$ を $G$ の $F$ 上の代数的部分群とする。 このとき、
$G(\mathrm{A})$ 上の保型形式 $\varphi$ に対して、積分

$\int_{H(F)\backslash (\mathrm{A}}H)\varphi(h)dh$ ,

を $\varphi$ の $H$ 上の周期、 または、 $H$ 周期 ( $H$-period) という。
ここで、 いくつかのことを注意しなければならない。 まず最初に、個々の状況に

よっては、積分の領域として、 $Z_{G}$ を群 $G$ の中心としたとき、 $H(F)\backslash H(\mathrm{A})$ の代わ

りに $(Z_{G}H)(F)\backslash (Z_{G}H)(\mathrm{A})$ をとることがある。次に、 $G_{1}$ を $G_{2}$ の部分群とすると

き、

$G=G_{1}\mathrm{x}G_{2},$ $H=\triangle G_{1}\subset G$ ( $G_{1}$ を対角に埋め込んだもの),

とすれば、 $\varphi_{1},$ $\varphi_{2}$ をそれぞれ、 $G_{1},$ $G_{2}$ の六型形式としたとき、 $G$ 上の保型形式

$\varphi(g_{1}, g_{2})=\varphi_{1}(g_{1}$I $\varphi_{2}(g2)$

に対して、 $\varphi$ の $H$ 周期は、

$\int_{G_{1}(F}).\backslash c1(\mathrm{A})\varphi_{1}(g_{1})\varphi_{2}(g_{1})dg1=(\varphi_{1}, \varphi_{2}|c1)_{G}1$ ,

すなわち、大きな群 $G_{2}$ 上の保型形式 $\varphi_{2}$ を部分群 $G_{1}$ に制限して、 そこの保型形式

$\varphi_{1}$ との Petersson 内積を取ったものになっている。今後は、 断わりなしに、 此の種
類の積分も周期と呼ぶことにする。 (これは余談になるが、最近、 このような状況

で、 大きな町上に「典型的な」保型形式 (例えば theta 函数のようなもの) を考え、

その部分群への制限と部分群上の保型形式 $\varphi$ との Petersson 内積をとったものを、

Steve Rallis らは、 特に、 $\varphi$ の余周期 (coperiod) と呼んで考察している。 ) 最後に

積分の収束について、 cusp form の場合については、問題のない場合が殆んどであ
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るが、 Eisenstein 級数の場合 1こついては、積分の正規化 (regularization) を考えなけ
ればならないことが多い。 (この問題に関して、

$\mathrm{J}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{e}\mathrm{t}_{-}\mathrm{L}\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{d}-\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{a}\mathrm{w}\mathrm{s}\mathrm{k}\mathrm{i}[14]$は、
大変興味深く思われる。 ) 例えば、 古典的な Kronecker の極限公式は群 $GL(2)$ 上の
Eisenstein 級数の二次体に対応する torus 上の周期と関連しており、 -般に Eisen-
stein 級数の周期を考察することはとても興味深い問題と思われるが、この小文では、
今後は、 cusp form の周期のみを考察する。
さて、 それでは何故、保型形式の周期を考えることが興味深いのであろうか。 ま

ず、 古典的な Fourier 係数は、 上記の周期のひとつの例になっていることは明らかで
ある。 では、 上のようにさらに–般化した形で考える意義は何処に在るのだろうか。
それについては、次の二つの観点から答えることができる。 ひとつは、保型形式の
functorial lifting の研究からの観点であり、 もうひとつは、 $L$ 函数の函数等式の中心
での値の研究からの観点である。 しかし、 第–の観点においても、保型形式の func-
torial lifting によるイメージは通常、 ある $L$ 函数の、 $s=1$ に於ける極の存在に
よって特徴づけられることが多く、従って、保型形式の周期としてある保型 $L$ 函数
の $s=1$ に於ける特殊値を考察していると観ることができる。 よって、 いずれの見
方も、 保型形式の周期と $L$ 函数の特殊値の結び付きを調べていると言うことができ
る。 そして、 函数等式を、 $srightarrow 1-S$ に関してとなるように正規化したとき、 $L$ 函
数の $s= \frac{1}{2},1$ に於ける値は、 それぞれ、算術幾何学的には、 Birch &Swinnerton-
Dyer 予想、 Tate 予想と結び付いており、此の点からも、発展性のある課題と思われ
る。

とにかく、 言葉だけではうまく説明できないので、次節でいくつかの例を説明し
よう。

2 例

まず、 functorial lifting に関係した例として、 $cs_{p}(4)$ について考えてみよう。 し
ばらくの間、

$G=cs_{p}(4)$

$=\{g\in GL(4)|g^{T}$ g=lノ (g) $,$ $\iota \text{ノ}(g)\in GL(1)\}$ ,
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とする。 ここで、 $g^{T}$ は、 $g$ の転置行列を表わす。 さて、 $LG^{\mathrm{O}}$ で、 $G$ の $L$-group の
連結成分を表わすと、

$LG^{\mathrm{O}}=cSp(4, \mathbb{C})\mapsto GL(4, \mathbb{C})=$ $LGL(4)^{\circ}$ ,

より、 $G(\mathrm{A})$ の cuspidal automorphic representation ( $\pi$ , V)-に対して、 $GL_{4}(\mathrm{A})$ の

automorphic repreentation $(\pi’, V^{;})\text{て_{、}}$

$L(s, \pi)=L(_{S}, \pi);$ ,

となるものが存在することが期待される。 ここで、左辺は $Gs_{p}(4)$ の次数 4の spin L-
function と言われるもの、右辺は $GL(4)$ の standard $L$-function と言われるもので
ある。実際、 $(\pi, V)$

.
が generic (すなわち、 Whittaker Fourier 係数が消えない場合)

ならば、 $GL(4)$ を $co(3,3)$ と関係づけることによって、 Jacquet,Piatetski-Shapiro
&Shalika [15] (cf. D. Soudry [18]) により、 この lifting 1ま、 theta correspondence
を用いて実現されている。
さて、 ここでさらに説明を続けるのに、簡単のため、 $\pi$ の central character $\omega_{\pi}$ に

ついて、 $\omega_{\pi}=1$ とする。 このとき、.
定理 (Jacquet, Piatetski-Shapiro &Shalika)

$(\sigma, W)$ を $GL_{4}(\mathrm{A})$ の cuspidal automorphic representation とするとき、 これが、
$PGSp_{4}(\mathrm{A})$ の generic cusp form 達からの lifting の image に入っている必要十分条
件は、 ある $\varphi\in W$ に対して、

$\int_{\mathrm{A}^{\cross}cL}2(F)\backslash cL2(\mathrm{A})\int_{M_{2}()}F\backslash M_{2}(\mathrm{A})\varphi()\psi(\mathrm{t}\mathrm{r}X)dXdg\neq 0$ ,

となることである。 ただし、 ここで、 $\psi$ は、 F\Aの非自明な character を表わす。
つまり、上記の周期を $GL(4)$ 上の cusp form に対して考察することによって、 lift-

ing の image が特徴づけられる、 というのである。証明は、 双方向について、 Whit-
taker Fourier係数の pull-back を計算することによって実行される。 (最近 Fried-
berg &Jacquet [8] は、 この lifting への、 relative trace formula によるアプロー
チの重要な第–歩として、 fundamental lemma を証明している。 )

さて、 ここで上の定理を少し違った角度から眺めてみよう。まず、

LPGSp(4) $0=Sp(4, \mathbb{C})$

157



であることに注意しよう $0$ このとき. $GL(4, \mathbb{C})$ の exterior square representation

$\wedge^{2}$ : $GL(4, \mathrm{c})arrow GL(6, \mathbb{C})$ ,

について、

$\wedge^{2}|_{Sp(4},\mathrm{c})=\mathbb{C}(e_{1^{\wedge e}3}+e2\wedge e4)\oplus$ ( $5$ 次元の subrepresentation),

となることから、 $L$-function 側からの考察によれば、 lifting の image は、 exterior
square $\mathrm{L}$-function $L(s, \sigma, \wedge^{2})$ が、 $s=1$ に極を持つと言う条件によって特徴づけら
れなければならない、 ということになる。 この $L$-function については、 Jacquet &
Shalika [16] による積分表示

$L(s, \sigma, \wedge^{2})=I\mathrm{A}^{\cross}GL2(F)\backslash GL2(\mathrm{A})\int_{NI_{2}(F)\backslash 2}M(\mathrm{A})\varphi()$

. $E(g, s)\psi(\mathrm{t}\mathrm{r}X)dXdg$ ,

があり、実際、 これから、 極の存在が上記の周期によって特徴づけられることがい
えるのである。
また、 $(\sigma, W)$ が、 $(\pi, V)$ という $PGSp_{4}(\mathrm{A})$ の cuspidal representaion の lifting に

よる image になっているとすると、

$L(s, \sigma, \wedge^{2})=\zeta_{F}(s)L$ ( $s,$ $\pi$ , St),

ここで、 $L$ ( $s,$ $\pi$ , St) は、 次数 5の通常 standard $L$-function とよばれるもの、 になっ
ている。従って、上記の周期を、 $L$ (1, $\pi$ , St) の lifted form による表示とみなすこと
ができる。筆者は算術幾何学については無知であるが、 この表示は、 Tate 予想の観
点から興味深いのではないかと思われる。
以上の説明で、保型形式の周期というのは、 theta correspondence, relative trace

formula, Rankin-Selberg method, arithmetic geometry などの様々な理論が交錯す
る興味深い研究課題であると、少しは納得して頂けただろうか。
この例と同様に functorial lifting に関係した例で, より深く研究されているのは、

$GL(2)$ の quadratic base change である。 (Harder, Langlands &Rapoport [11],
Ye [21] 等をまず足掛かりとして見られたい。 ) この場合に関係する L-function は、
Asai-Oda $L$-function である $\circ$
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では、 第二の系統の例について説明しよう。 まず、 Hecke の積分表示を思い起こ
そう。 $(\pi, V)$ を $GL_{2}(\mathrm{A})$ の cuspidal automorphic representation とする。 このとき、
$\phi\in V$ を適当に取ることによって、

$L(s, \pi)=\int F^{\mathrm{x}}\backslash \mathrm{A}\mathrm{X}\phi|a|^{s-\frac{1}{2}}d^{\mathrm{x}}a$ ,

となる。 とくに、

$L( \frac{1}{2},$ $\pi)=\int_{F^{\cross}\backslash \mathrm{A}^{\cross}}\phi$

.

$d^{\cross}a$ ,

となり、 函数等式の中心での値を $GL(2)$ -form の $GL(1)$ 周期として捕らえることが
出来る。前にも触れたように、 この種類の表示は、 Birch &Swinnerton-Dyer 予想
との関係から、大変興味深く思われる。これについては、次の様な二つの $GL(2n)$ へ

の–般化が知られている。
まずひとつは、 Bump, Furusawa &Ginzburg [5] によるもので、 bad prime 達か

らの寄与を除いて、

$L( \frac{1}{2},$ $\pi)=\int_{GL_{n}()\backslash }FGL_{n}(\mathrm{A})\phi dh$,

となることが示されている。
もうひとつは、上記め Hecke 周期を、 $z_{GL_{2}}\backslash GL(1)\cross GL(1)$ 周期と見て、 一般化

したもので、 簡単のため、 $GL_{2n}(\mathrm{A})$ の cusidal representation $(\pi, V)$ は、 自明な cen-
tral character $\omega_{\pi}$ を持つとすると、 Bump&Friedberg [6], Friedberg&Jacquet [7]
によって、

$\int_{\mathrm{A}^{\cross}(c}L_{n}(F)\mathrm{x}GL_{n}(F))\backslash GL_{n}(\mathrm{A})\mathrm{x}GLn(\mathrm{A})\phi dh_{1}dh_{2}$$=$となることが示されている。
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後者は、 lifting の image 以外では、消滅してしまうので、その意味では ‘ $-$前者よ
り –般性が無いとも言えるが、見方を変えると、 $-$つの周期で、 lifting condition と

$L$ 函数の中心での値の両方についての情報を得られることになり、問題によっては、
後者は、 より強力な手段になることを示唆している。 (例えば、 Ash&Ginzburg [1]
を見よ。 ) .

さて、 Hecke 周期については、 もうひとつ別の方向への–般化が考えられる。そ

れは、 Hecke 周期を $Z_{GL_{2}}\backslash$ (split maximal torus) 上の周期と見做し、 split maximal
torus を non-split maximal torus で置き換えることである。すなわち $K=F(\sqrt{D})$

を $F$
.
の二次拡大とするとき、 $K^{\cross}$ と同型な $G.L(2)$ の maximal torus

$T_{K}=\{|a^{2}-b^{2}D\in GL(1)\}\subset GL(2)$ ,

について、 この群上の周期を考えると言うのである。 Theta correspondence を用い
て、 Waldspurger [20] は、 $(\pi, V)$ を $PGL_{2}(\mathrm{A})$ の cuspidal automorphic represen-
tation とするとき、

$\int_{\mathrm{A}^{\cross}\tau_{K}(F)\backslash \tau_{K(\mathrm{A})}}\phi(t)d^{\cross}t\neq 0$ ,

となる $\phi\in V$ が存在するならば、

$L( \frac{1}{2},$ $\pi)\cdot L(\frac{1}{2},$ $\pi\otimes \mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}_{K})\neq 0$ ,

ただし $\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}_{K}$ は $K$ に対応する quadratic $\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{C}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}_{\text{、}}$ となることを示した。実際、 こ

のとき、 上記の周期の絶対値の二乗は、本質的に上記の $L$ 函数の特殊値に等しく、
これによって、 Guo [10] は、

$L( \frac{1}{2},$ $\pi)\cdot L(\frac{1}{2},$ $\pi\otimes \mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}K)\geq 0$ ,

を示した。

逆方向の主張、すなわち、 $L$ 函数の non-vanishing から周期の non-vanishing を得
るためには、 $GL(2)$ だけではなく、 $K$ を含むようなすべての quaternion algebra $D$

に対して $D^{\cross}$ 上の Jacquet-Langlands対応による対応物を考えなければならないこ
とが、 Jacquet [13] の relative trace formula を用いた考察によって示されている。
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これはすなわち、 $L$ 函数の特殊値を考えているのだから、 同じ $L$ ‘函数を与えるもの
はすべて考えなければならないと言っているわけで、 いざ言われてみれば確かに当
然とも思えるが、 今後の展開において、極めて示唆的な事実であると思われる。
さて最後に、 この方向での最近の展開について簡単に触れたい。まず、 $GL(2)$ を

$M-\neq g\mathrm{i}\mathcal{V}Ig^{-1}$ によって、 二次形式 $\det=-r^{2}-st$ を持つ三次元空間

$\{M=\in M_{2}\}$

に作用させることによって、 同型

$PGL(2)\simeq so(2,1)$

が得られることに注意する。 このとき、 Hecke, Waldspurger 周期は、 $SO(21)-$, 上の

cusp form の、 それぞれ、 SO$(1,1),$ $SO(2)$ 周期と見なすことが出来る。 これによっ
て、 自然に導かれるのが、

$SO(V)\subseteq SO(W)$ , ただし、 $V$ は、 $W$ の codimension 1の部分空間,

としたときに、

$\int_{so(V,F})\backslash SO(V,\mathrm{A})\phi_{V}(h)\emptyset w(h)dh$ ,

ただし $\phi V,$ $\phi W$ はそれぞれ $SO(V, \mathrm{A}),$ $SO(\iota\ovalbox{\tt\small REJECT} V, \mathrm{A})$ の cusp form, という周期を考える
と、 それが、 $SO(V)$ と $SO(W)$ の standard $L$-function 達のテンソル積 L-function
$L(s, So(V)\cross SO(W))$ の中心での値

$L( \frac{1}{2},$ $SO(V)\cross SO(W))$

と深く関わっているという、 Gross &Prasad 予想 [9] の設定である。
さて、 $\dim W=3$ の場合は、 上記の Hecke, Waldspurger 周期にあたるわけだが、

では、 $\dim W=4$ の場合はどうなっているだろうか。 $D$ を $F$ 上の quaternion alge-
bra とすると、 reduced norm $n$ を $D$ 上の二次形式とみることによって、 $D$ は、 $F$

上 4次元の quadratic space になっている。 さらに、

$D^{-}=\{d\in D|\mathrm{t}\mathrm{r}(d)=0\}$ ,
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ただし $\mathrm{t}\mathrm{r}$ は reduced $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}_{\text{、}}$ とすると、 もちろん $D^{-}$ は、 codimension 1の $D$ の部

分空間である。 このとき、

$SO(D)\simeq(D^{\cross}\cross D^{\cross})^{\mathrm{O}}/F^{\cross}$ ,

ただし、

$(D^{\cross}\cross D^{\cross})^{\mathrm{o}}=\{(d_{1}, d_{2})\in D^{\cross}\cross D^{\cross}|n(d_{1})=n(d_{2})\}$ ,

であり、 $SO(D^{-})\mapsto SO(D)$ は、 $D^{\cross}\mapsto(D^{\cross}\cross D^{\cross})^{\mathrm{o}}$ (対角) と対応している。

したがって、考察すべき周期は、 $D^{\cross}$ 上の trilinear form

$I_{\mathrm{A}^{\cross}D^{\cross}(}F)\backslash D^{\mathrm{X}}(\mathrm{A})\varphi_{1}(h)\varphi 2(h)\varphi 3(h\mathrm{I}^{d}h$ ,

になる。 これについては、 $\mathbb{Q}$上の holomorphic form (及び、 それに関係する場合)

について、 Harris &Kudla $[12]_{\text{、}}$ そしてその後、 B\"ocherer &Schulze-Pillot [4] に
よって、 上記の周期の絶対値の二乗が本質的に、 Rankin triple product の中心での
値

$L( \frac{1}{2},$ $\pi_{1}\otimes\pi_{2}\otimes\pi_{3)}$

に等しいことが示されている。 (なお、 ここで、 最近の論文 Jiang [17] が、 この周期

について興味深い考察をしていることを注意しておく。 )

さて、 次なる場合は、 $\dim W=5$ ということになる。 このときも、 $V,$ $W$ ともに

split である場合を考えると、 accidental isomorphism

SO $(3,2)\simeq PGs_{p}(4)$

によって、 SO$(2,2)arrow so(3,2)$ は、

$\{(g_{1}, g2)\in GL(2)\cross GL(2)|\det g_{1}=\det g_{2}\}$

$\simeq\{|\det=\det\}\mapsto cs_{p}(4)$ ,
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に対応している。 これは、対称領域の方で記述すると、

$\mathfrak{H}_{1}\cross \mathfrak{H}_{1}\ni(z_{1}, z_{2})\vdasharrow\in \mathfrak{H}_{2}$ ,

となることに注意しておく。 ここで、 $\mathfrak{H}_{n}$ は、 genus $\mathrm{n}$ の Siegel 上半平面を表す。
一般の場合について、 $\dim W\geq 5$ のとき、 $L(s, So(V)\cross SO(W))$ の積分表示は知
られておらず、 周期と $L$ 函数の特殊値を結び付ける術を我々は持っていない。 しか

し、 この場合 ($\dim W=5,$ $V,$ $W$ ともに split) について、 B\"ocherer&Schulze-Pillot
の結果 ([4]) を用いると、 SO$(3,2)\simeq PGSp(4)$ 上の保型形式が、 Yoshida lifting と

下ばれる、 $\mathbb{Q}$上の definite quaternion algebra 上の凹型形式の組からくるものであ
る場合に、 $\text{周期を実際_{に_{、}}}L$ 函数の特殊値に結び付けることが可能であると思われ
る。 これについては、準備中の論文 [3] を見られたい。 .
なお、 講演の最後で、次数 2の Siegel 保型形式の Fourier 係数の、虚二次体のイデ

アル類群に対応する同値類上の和、 に関する B\"ocherer の予想 [2] とそれに関連した
筆者と Shalika との現在進行中のプロジェクトについて簡単に述べた。 これについて
は、 また別の機会にもう少し詳しく述べたいと思うので、 ここでは、 割愛させて頂
く。
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