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この記事では、 $E_{6}6j$-symbol を用いていくつかの多様体について Turaev-ViIo-
Ocneanu 不変量の値を計算します。まず三次元球面 $S^{3}$について計算し、つぎに
レンズ空間 $L(2,1),$ $L(3,1)$ について計算します。詳しい不変量の定義については、
和久井氏の記事 [W] を参照してください。
なお、 以下では\mu (\rho ) $=d=1+\sqrt{3},$ $\mu(\alpha)=\mu(id)=1,$ $\omega=\mu^{2}(id)+\mu^{2}(\alpha)+$

$\mu^{2}(\rho)=6+2\sqrt{3}$ とします。

1 $6j- \mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{m}\mathrm{b}_{\mathrm{o}1}$ の表

計算を始める前に、 (正規化していない)E6 $6j$-symbol の表を載せておきます。な
お、 $E_{6}6j$ -symbol の値は、泉氏の論文 [I] によっています。

(正規化していない)E6 $6j$ -symbol で $0$ でないものは、以下のようになります。
. .

$c_{1}= \frac{1}{\sqrt{d}}e^{-\frac{5\pi}{6}\sqrt{-1}}$ , $c_{2}= \frac{1}{\sqrt{2}}e^{\frac{7\pi}{12}\sqrt{-1}}$ , $c_{3}=- \frac{1}{d}$ , $c_{4}= \frac{1}{\sqrt{2}}e^{-\frac{\pi}{4}\sqrt{-1}}$

$\rho\rho\rho s_{l}\rho\rho$

$S_{i}|^{-}|S_{j}$
$=$

$\rho\rho\overline{S_{m}}\rho$
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$\rho\rho\rho\underline{S_{i}}\rho\rho$

$S_{j}|$ $|S_{2}$
$=$

$\rho\rho\overline{S_{2}}\alpha$

$\rho\rho\rho\underline{S_{i}}\rho\rho$

$S_{j}|$ $|S_{1}$ $=$

$\rho\rho\overline{S_{1}}id$

$\rho\rho\rho S_{2}\rho\alpha$

$S_{i}|^{-}$. $|U$

$\rho\rho \mathcal{T}_{j}\rho$

$\rho\rho\rho\underline{S_{i}}\rho\rho$ $\rho\rho\rho\underline{S_{i}}\rho\rho$

$S_{2}|_{-}|S_{j}$ $=$ $S_{1}.|_{-}$
.

$|S_{j}$
$=$

$\alpha\rho 1$ $\rho$ $id\rho 1$ $\rho$

$\rho\rho\rho\underline{S_{2}}\rho\alpha$ $\rho\rho\rho\underline{S_{2}}\rho\alpha$ $\rho\rho\rho\underline{S_{1\rho}}id$ $\rho\rho\rho\underline{S_{1}}\rho id$

$S_{2}|_{-}|U$ $=- \frac{1}{d}$ $S_{1}||U-$ $= \frac{1}{d}$ $S_{2}||1- \cdot=\frac{1}{d}$ $S_{1}|_{-}|1$ $= \frac{1}{d}$

$\alpha\rho 1\rho$ $id\rho 1$ $\rho$ $\alpha\rho 1$ $\rho$ $id\rho 1$ $\rho$

$\rho\rho\alpha_{U}\rho\rho$ $\rho\rho\alpha_{U}\rho\rho$ $\rho\rho\alpha_{U}\rho\rho$

$s_{i}|^{-}|s_{j}-$
$=$

$s_{1}|_{-}^{-}|s_{2}=1$ $S_{2}|_{-}^{-}|S_{1}=1$

$\rho\alpha U\rho$ $id\alpha 1\alpha$ $\alpha\alpha 1id$

$\rho\alpha\rho 1\rho\rho$ $\rho\alpha\rho 1\rho\rho$ $\rho\alpha\rho 1\rho\rho$

$U||S_{j}--$ $=$ $U||S_{2}-=-1$ $U||S_{1}-=1$

$\rho\rho$ Si $\rho$
$\rho\rho\overline{S_{2}}\alpha$ $\rho\rho\overline{S_{1}}id$

$\rho\rho id1\rho\rho$ $\rho\rho id1\rho\rho$ $\rho\rho id1\rho\rho$

$S_{i}|^{-}|S_{j}$
$=$

$6_{2}^{\gamma}||l\mathrm{b}_{2}--\urcorner=1$ $S_{1}|_{-}^{-}$. $|S_{1}=1$

$\rho id\overline{1}\rho$ $\alpha id1\alpha$ idid 1 $id$

$\rho^{j}d\underline{\rho 1}\rho\rho$ $\rho id\rho_{\frac{1}{}}$

.
$\rho\rho$ $\rho id\underline{\rho 1}\rho\rho$

$1|$ $|S_{i}$
$=$

$1|$ $|S_{2}=1$ $1|$ $|S_{1}$ $=1$

$\rho\rho\overline{6}_{j}^{-}\rho$ $\rho\rho\overline{S_{2}}\alpha$ $\rho\rho\overline{S_{1}}id$

$\rho\alpha\alpha_{\underline{1}\rho}id$ $\rho\alpha id1\rho\alpha$ $\rho id\alpha 1\rho\alpha$ $\rho idi\underline{d1}\rho id$

$U|$ $|1$ $=1$ $U|^{-}$. $|U$ $=1$ $1|_{-}^{-}|U.\cdot$

.

$.=!$ $1|_{-}|_{-}.1$ $=1$

$\rho\alpha\overline{U}\rho$ $\rho id\overline{1}\rho$ . $\rho\alpha U\rho$ $\rho id1$ $\rho$
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$\alpha\rho\rho\underline{S_{i}}\alpha\rho$

1 $|$ $|1$ $=$

$\rho\rho\overline{S_{j}}\rho$

$\alpha\rho\rho\underline{S_{2}}\alpha\alpha$ $\alpha\rho\rho\underline{S_{1\alpha i}}d$

$1|$ $|1$ $=1$ $1|$ $|1$ $=1$

$\rho\rho\overline{S_{1}}id$ $\rho\rho\overline{S_{2}}\alpha$

$\alpha\rho\alpha_{U}\alpha\rho$ $\alpha\alpha\rho 1\alpha\rho$ $\alpha\alpha\alpha 1\alpha id$

$1|_{-}^{-}|1$ $=-1$ $1|_{-}^{-}|1$ $=1$
.

$1|_{-}^{-}|1$ $=1$

$\rho.\alpha U\rho$ $id\rho 1$ $\rho$ $id\alpha 1\alpha$

$\alpha\rho id1\alpha\rho$ $\alpha\alpha id1\alpha\alpha$ $\alpha idi\dot{\mathrm{A}}\alpha id$
$\alpha id\underline{\rho 1}\alpha\rho$ $\alpha id\alpha 1\alpha\alpha$

$1|^{-}|1$ $=1$ $1|_{-}^{-}|1$ $=1$ . $1|_{-}^{-}|1$ $=1$ $1|_{-}|1$ $=1$ $1|_{-}^{-}|1$ $=1$

$\rho id\overline{1}\rho$ ididl $id$ $\alpha id1\alpha$ $\alpha\rho 1$ $\rho$ $\alpha\alpha 1id$

$id\rho\underline{\rho Si}id\rho$ $id\rho\underline{\mathcal{B}_{2}}id\alpha$ $id\rho\underline{\mu^{\gamma}1}idid$

$1|$ $|1$ $=$ $1|$ $|1$ $=1$ $1|$ $|1$ $=1$

$\rho\rho\overline{S_{j}}\rho$ $\rho\rho\overline{S_{2}}\alpha$ $\rho\rho\overline{S_{1}}id$

$id\rho\alpha\underline{U}id\rho$ $id\alpha\underline{\rho 1}id\rho$ $id\alpha\alpha 1$ ldid
,. $1|_{-}|1$ $=1$ $1|_{-}|1$ $=1$ 1 $|_{-}^{-}|1$ $=1$

$\rho\alpha U\rho$ $\alpha\rho 1$ $\rho$ $\alpha\alpha 1id$

$id\rho i\underline{d1}id\rho$ $id\alpha id1id\alpha$ ididicA idid $idid\underline{\rho 1}id\rho$ $idid\alpha 1id\alpha$

$1|$ $|1$ $=1$ $1|_{-}^{-}|1$ $=1$ $1|_{-}^{-}|1$ $=1$ $1|_{-}|1$ $=1$ $1|_{-}^{-}|1$ $=1$

$\rho id\overline{1}\rho$ $\alpha id1\alpha$ idid 1 $id$ $id\rho 1$ $\rho$ $id\alpha 1\alpha$

2 三次元球面 $S^{3}$の不変量の値

まず、三次元球面 $S^{3}$について計算します。
三次元球面 $S^{3}$の色付き単体分割として、 -っの色付き単体とその鏡像とを対応

する面および辺どうしはり合わせたものを取ることができます。鏡像の $6j$-symbol
の値はもとの色付き単体の $6j$-symbol の値の複素共役になることを用い、正規化
因子と辺の色付けの因子とが

$( \frac{1}{\sqrt{\mu(e)}\sqrt{\mu(d)}})^{2}\cross\mu(a)\mu(b)\mu(c)\mu(d)\mu(e)\mu(f)=\mu(a)\mu(b)\mu(c)\mu(f)$

となること、およびの三次元球面 $S^{3}$中で単体分割の頂点が 4個であることに注意
すると、三次元球面 $S^{3}$の不変量の値はつぎのように書けます。

$abcCad$
$<S^{3}>=\omega^{-4}$ $\sum$ $\mu(a)\mu(b)\mu(c)\mu(f)\cross|A|$ $|B|^{2}$

coloring $ec\overline{D}f$
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ここで、和は先に示した色付けすべてについて和を取ります。 .:. .:

先に示した色付けの表を見ながら計算すると、三次元球面 $S^{3}$の不変量の値は次
のようになります。

...

$<S^{3}>=\omega^{-4}(8+32d^{2}-+24d^{3}+2d^{4})=\omega-1$

3 レンズ空間 $L(p, 1)$ の単体分割と不変量の計算

つぎに、 レンズ空間 $L(p, 1)$ について考えます。
レンズ空間 $L(p, 1)$ の単体分割として、つぎのような色付き単体分割

$.\epsilon.\cdot \text{取るこ}$

とができます。 ..

where $b_{0}=b_{p},$ $b_{1}=b_{p+1},$ $A_{1}=A_{p+1},$ $B_{1}=B_{p+1}$

この色付き単体分割に対応する $6j$-symbol は、 つぎのようになります。

$ab_{0}cB_{1}$ $ab_{1}$ $ab_{1}cB_{2}ab_{2}$ $ab_{i-1^{CB_{i}}}$ $ab_{i}$ $ab_{p-1}cB_{p}$ $ab_{p}$

$A_{1}|_{-}^{-}|A_{2}$ $A_{2}|_{-}^{-}|A_{3}$ . . : $A_{i1_{-}^{-}\}i+1}^{\cdot}.4$ .. $A_{p}|_{-}^{-}\{4_{p+1}$

$b_{1}cB_{2}$ $b_{2}$ $b_{2}cB_{3}$ $b_{3}$ $b_{i^{C}}B_{i+1}b_{i+1}$ $b_{p}cB_{\mathrm{P}+1}bp+1$

where $b_{0}=b_{p},$ $b_{1}=b_{p+1},$ $A_{1}=A_{p+1},$ $B_{1}=B_{p+1}$

よって、 正規化因子と辺の色付けの因子とが

$, \prod_{i=1}^{p}(\frac{1}{\sqrt{\mu(b_{i})}})^{2}\cross\mu(a)\mu(_{C)\square (a}i=p1\mu(bi)=\mu)\mu(c)$

となること、およびのレンズ空間 $L(p, 1)$ 中で単体分割の頂点が 2個であること
に注意すると、 レンズ空間 $L(p, 1)$ の不変量の値はつぎのように書けます。

$ab_{i-1}cB_{i}$ $ab_{i}$

$<L(p, ,1)>= \omega^{-2}\sum_{coloring}^{\cdot}.:)\mu(a\mu(c)\cross\prod_{i=1}^{p}$ $b_{i^{C}}\overline{B_{i+1i}}A_{i}|\dagger b4_{i+}+11$

33



ここで、和は次の式を満たす色付けすべてについて和を取ります。

$ab_{i-1}=b_{i},$ $b_{i1}-c=b_{i}$ $(i=1, \cdots,p)$

この和は、 $a=id$ の場合および $a=\alpha$の場合については、 レンズ空間 $L(p, 1)$

に対してつぎのように計算することができます。
残りの $a=\rho$の場合については、 レンズ空間 $L(2,1),$ $L(3,1)$ に対して、 あとの
章で計算することにします。

3.1 $a=id$ の場合

$a=id$ の場合には、先の条件を満たす色付けとその値は次のようになります。

1. $a=id,$ $b_{1}=\cdots=b_{p}=id,$ $c=id$ のとき。 このとき、

ididid 1 idid ididid 1 idid

1 $|_{-}^{-}|1$ 1 $|_{-}^{-}|1$

idid 1 $id$ idid 1 $id$

となり、 値は\mbox{\boldmath $\omega$}-2 $\cross 1\cross 1^{p-2}=\omega$ となります。

2. $a=id,$ $b_{1}=\cdots=b_{p}=\alpha,$ $c=id$ のとき。 このとき、

$id\alpha id1$ $id\alpha$ $id\alpha id1$ $id\alpha$

$1|_{-}^{-}|1$ 1 $|_{-}^{-}|1$

$\alpha id$ $1$ $\alpha$ $\alpha id$ $1$ $\alpha$

となり、値は\mbox{\boldmath $\omega$}-2 $\cross 1\cross 1^{p-2}=\omega$ となります。

3. $a=id,$ $b_{1}=\cdots=b_{p}=\rho,$ $c=id$ のとき。 このとき、

$id\rho id1$ $id\rho$ $id\rho id1$ $id\rho$

$1|_{-}^{-}|$ 1 . . 1 $|_{-}^{-}|1$

$\rho id$ 1 $\rho$ $\rho id$ 1 $\rho$

となり、値は\mbox{\boldmath $\omega$}-2 $\cross 1\mathrm{x}1^{p2}=\omega^{-}$となります。
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4. $a=id,$ $b_{1}=\cdots=b_{p}=\rho,$ $c=\alpha$のとき。 このとき、

$id\rho\alpha U$ $id\rho$ $id\rho\alpha U$ $id\rho$

–

1 $|_{-}|$ 1 ... 1 $|_{-}|1$

$\rho\alpha$ $U$ $\rho$ $\rho\alpha$ $U$ $\rho$

となり、値は\mbox{\boldmath $\omega$}-2 $\cross 1\cross 1^{p-2}=\omega$ となります。

5. $a=id,$ $b_{1}=\cdots=b_{p}=\rho,$ $c=$ \rho のとき。 このとき、

$id\rho\rho 6^{\urcorner}i_{1}id\rho$ $id\rho\rho S_{i_{2}}id\rho$ $id\rho\rho S_{i_{p}}id\rho$

$1|_{-}^{-}|1$ 1 $|_{-}^{-}|1$ ... $\cdot$. 1 $|_{-}^{-}$

.
$|1$

$\rho\rho$ Si2
$\rho$ $\rho\rho S_{i_{3}}$ $\rho$ $\rho\rho S_{i_{1}}$ $\rho$

となり、 値は\mbox{\boldmath $\omega$}-2 $\mathrm{x}d\cross trA^{p}=\omega^{-}.\mathrm{x}‘ \mathit{2}d2$ となります。

$id\rho\rho S_{i}$ $id\rho$

だだし、 $A$ は $(i-2, i^{-}‘ 2)$成分が 1 $|_{-}^{-}|1$ である行列 $\mathrm{A}=$

です。 $\rho\rho$ $s_{i}$ $\rho$

以上を合わせると、 $\text{この場合の値は}\omega^{-}(21+1+1+1+\mathit{2}d)=\omega^{-1}$ となります。

3.2 a=\alpha の場合

$a=\alpha$の場合には、先の条件を満たす色付けとその値は次のようになります。
1. $a=\alpha,$ $b_{1}=\cdot\cdot\cdot=b_{p}=\rho,$ $c=id$ のとき。 このとき、

$\alpha\rho id1$ $\alpha\rho$ $\alpha\rho id1$ $\alpha\rho$

$1|_{-}^{-}|$ 1 .... $\cdot$

1 $|_{-}^{-}|1$

$\rho.id.$ $1$ $\rho$ $\rho id.\cdot 1^{\cdot}\rho$

となり、値は\mbox{\boldmath $\omega$}-2 $\cross 1\cross 1^{p}=\omega^{-2}$ となります。

2. $a=\alpha,$ $b_{1}=\cdots=b_{p}=\rho,$ $c=\alpha$のとき。 このとき、
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$\alpha\rho\alpha$ $U$ $\alpha\rho$

$1|_{-}|1$

$\rho\alpha$

.
$U$ $\rho$

$\alpha\rho\alpha$ $U$ $\alpha\rho$

$1|_{-}|1$

$\rho\alpha$ $U$ $\rho$

となり、値は\mbox{\boldmath $\omega$}-2 $\cross 1\mathrm{x}(-1)^{p}=\omega^{-}\dot{\mathrm{X}}2(-1)^{p}$ となります。

3. $a=\alpha,$ $b_{1}=\cdots=b_{p}=\rho,$ $c=\rho$のとき。 このとき、

$\alpha\rho\rho S_{i_{1}}$ $\alpha\rho$ $\alpha\rho\rho S_{i_{2}}$ $\alpha\rho$ $\alpha\rho\rho S_{i_{p}}$ $\alpha\rho$

$1|_{-}^{-}|1$ 1 $|_{-}^{-}|1$ 1 $|_{-}^{-}|1$

$\rho\rho$ $S_{i_{2}}$ $\rho$ $\rho\rho$ $6_{i_{3}}^{\gamma}$ $\rho$ $\rho\rho$ $S_{i_{1}}$ $\rho$

となり、値は\mbox{\boldmath $\omega$}-2 $\cross d\chi trB^{P}=\omega-2\mathrm{x}(1+(-1)^{p})d$ となります。

$\alpha\rho\rho S_{i}$ $\alpha\rho$

だだし、$B$は $(i-2, i^{-}\mathit{2})$ 成分が 1 $|_{-}|1$ である行列$A=$
です。 $\rho\rho$ $S_{j}$ $\rho$

$P$ が偶数のときには、 さらに次のような場合があります。

1. $a=id,$ $b_{1}=id,$ $b_{2}=\alpha,$ $\cdots b_{p-1}=id,$ $b_{p}=\alpha,$ $c=$ \alpha のとき。 このとき、

$\alpha id\alpha 1$ $\alpha\alpha$ $\alpha\alpha\alpha 1$ $\alpha id$ $\alpha id\alpha 1$ $\alpha\alpha$ $\alpha\alpha\alpha 1$ $\alpha id$

– –

1 $|_{-}|1$ 1 $|_{-}|1$ .. 1 $|_{-}|1$ 1 $|_{-}|1$

$\alpha\alpha$ 1 $id$ $id\alpha$ 1 $\alpha$ $\alpha\alpha$ 1 $id$ $id\alpha$ 1 $\alpha$

となり $\text{、}b_{i}$の偶数番目と奇数番目を入れ換えた色付けもあることを考慮し
て、値は $2\cross\omega^{-2}\cross 1\cross 1^{p}=2\mathrm{x}\omega-2$ となります。

以上を合わせると、この場合の値は、$P$ が偶数のとき $\omega^{-2}(1+1+2d+\mathit{2})=\omega^{-1}\text{、}$

$p$ が奇数のとき $\omega^{-2}(1+(-1)+0)=0$ となります。
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4 レンズ空間 $L(2,1)$ の不変量の値

レンズ空間 $L(2,1)$ に対して、残りの $a=\rho$の場合について考えると、先の条件を
満たす色付けとその値は次のようになります。 .:

1. $a=\rho,$ $b_{1}=\rho,$ $b_{2}=id,$ $c=$ \rho のとき。 このとき、

$\rho id\rho 1^{\cdot}\rho\rho$ $\rho\rho\rho S_{1}’\rho\dot{i}d$

$1|_{-}^{-}|S_{1}$ $s_{1}|_{-}^{-},$
$\cdot$.

$|1$

$\rho\rho$ $S_{1}$ $id$ $id\rho$ 1 $\rho$

となり、 $b_{1}$ と $b_{2}$を入れ換えた色付けもあることを考慮して、値は $\mathit{2}\cross\omega^{-2}\cross$

$d^{2}\cross d^{-}1=\mathit{2}\cross\omega-2d\cross$ となります。 $:\cdot$ ,

2. $a=\rho,$ $b_{1}=\rho,$ $b_{2}=\alpha,$ $c=$ \rho のとき。 このとき、

$\sim\rho\alpha$. $\rho$ 1 $\rho$

.
$\rho$

$.\rho\rho\rho$ $S_{2}$ $\rho\alpha$

–

$U|_{-}|S_{2}$ $S_{2}|_{-}:|U$

$\rho\rho$ $6_{2}^{\gamma}$ $\alpha$ $\alpha\rho$

’ .1 $\rho$

となり、 $b_{1}$ と $b_{2}$を入れ換えた色付けもあることを考慮して、値は $\mathit{2}\cross\omega^{-2}\cross$

$d^{21}\cross d^{-}=\mathit{2}\cross\omega^{-2}\mathrm{x}d$ となります。

3. $a=\rho,$ $b_{1}=\rho,$ $b_{2}=\rho,$ $c=id$ のとき。 このとき、

$\rho\rho id$ 1 $\rho\rho$ $\rho\rho id$ 1 $\rho\rho$
..

–

$S_{i}|_{-}|S_{j}$ $s_{i}|_{-}$.

.

$|l5_{i}^{\gamma}$

$\rho id$ 1 $\rho$ $\rho id$ 1 $\rho$

となり、値は\mbox{\boldmath $\omega$}-2 $\cross d\cross trC2=\omega-2\cross 2d$ となります。

$\rho\rho id1$ $\rho\rho$

だだし、$C$ [ま $(i-2, i^{-}\mathit{2})$成分が Si $|_{-}|S_{j}$ である行列$C=$
です。 $\rho id$ 1 $\rho$

4. $a=\rho,$ $b_{1}=\rho,$ $b_{2}=\rho$ , c=\alpha のとき。 このとき、
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$\rho\rho\alpha$ $U$ $\rho\rho$

$s_{i}^{\gamma}|_{-}|^{(^{\urcorner}}\llcorner’ j$

$\rho\rho\alpha$ $U$ $\rho\rho$

$1\overline{\mathrm{b}}_{j}’|_{-}|6_{i}^{\gamma}$

$\rho\alpha$ $U$ $\cdot\rho$ $\rho\alpha$ $U$ $\rho$

となり、値は\mbox{\boldmath $\omega$}-2 $\cross d\cross trD^{2}=\omega^{-}\cross 22d$ となります。

$\rho\rho\alpha$ $U$ $\rho\rho$

だだし $D$は $(i-2, i^{-}‘ 2)$成分が Si $|_{-}$
.

$|6_{i}^{\urcorner}$

である行列 $D=(\sqrt{-1}0$ $-\sqrt{-1}0)$

です。 $\rho\alpha$ $U$ $\rho$

5. $a=\rho,$ $b_{1}=\rho,$ $b_{2}=\rho,$ $c=$ \rho のとき。 このとき、

$\rho\rho\rho$ $S_{l}$
,

$\rho\rho$ $\rho\rho\rho s_{m}$ $\rho\rho$

–

$S_{i}|_{-}|\overline{6}_{j}’$ $S_{j}|_{-}|S_{i}$

$\rho\rho$ $s_{m}$ $\rho$ $\rho\rho$ $S_{l}$ $\rho$

となり、値は\mbox{\boldmath $\omega$}-2 $\mathrm{x}d2_{\chi}trE2-=\omega \mathrm{x}d^{2}2\cross 4d-2-=\omega 2\cross 4$ となります。

$\rho\rho\rho S_{l}$ $\rho\rho$

だだし、 $E$は $(2(i-3)+(l-‘ 2), 2(i-3)+(m-2))$ 成分が $S_{i}|_{-}|S_{j}$

である行列
$\rho\rho s_{m}^{\urcorner}$ $\rho$

$E=(\sqrt{-1}c_{4}c_{0}03$ $-\sqrt{-1}cc_{4}003^{\cdot}-\sqrt{-1}C_{4}c_{3}00$ $\sqrt{-1}c_{3}c_{4}00)$

です。

以上を合わせると、 この場合の値は\mbox{\boldmath $\omega$}-2(2d+2d+2d+2d+4) $=\omega^{-1}(1+\sqrt{3})$

となります。よって前の結果とあわせて、 レンズ空間 $L(\mathit{2},1)$ の不変量の値は次の
ようになります。

$<L(2,1)>= \omega^{-}+\omega-1+\omega-1(11+\sqrt{3})=\frac{1}{2}$
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5 レンズ空間 $L(3,1)$ の不変量の値
レンズ空間 $L(3,1)$ に対して、残りの a=\rho の場合について考えると、先の条件を
満たす色付けとその値は次のようになります。

1. $a=\rho,$ $b_{1}=\rho,$ $b_{2}=\rho,$ $b_{3}=id$ , c=\rho のとき。 このとき、

$\rho id\rho 1$ $\rho\rho$ $\rho\rho\rho S_{m}\rho\rho$ $\rho\rho\rho S_{1}\rho id$

$1|_{-}^{-}|S_{i}$ $s_{i}|_{-}^{-}|s_{1}$ $S_{1}|_{-}^{-}|1$

$\rho\rho S_{m}$ $\rho$ $\rho\rho S_{1}$ $id$ $id\rho^{:}1$ $\rho$

となり、 $b_{1},$ $b_{2},$ $b_{3}$を巡回的に入れ換えた色付けもあることを考慮して、値は
$3\cross\omega^{-2}\cross d^{2}\mathrm{x}c_{2}(1-\sqrt{-1})d-1=3\mathrm{x}\omega^{-2}\mathrm{X}C_{2}(1-\sqrt{-1})d$ となります。

2. $a=\rho,$ $b_{1}=\rho,$ $b2=\rho,$ $b_{3}=\alpha$ , C=\rho のとき。 このとき、

$\rho\alpha\rho 1$ $\rho\rho$ $\rho\rho\rho s_{m}^{\gamma}\rho\rho-$ $\rho\rho\rho 6_{2}^{\gamma}$

.
$\rho\alpha$

$U|_{-}^{-}|$ Si $s_{i}|_{-}^{-}|s_{2}$ $S_{2}^{\cdot}|_{-}^{-}|U$

. $\rho\rho s_{m}$ $\rho$ $\rho\rho S_{2}$ $\alpha$ $\alpha\rho$ 1 $\rho$

どなり、 $b_{1},$ $b_{2},$ $b_{3}$を巡向的に入れ換えた色付けもあることを考慮して、値は
$3\cross\omega^{-2}\cross d^{2}\cross C_{2}(\iota-\sqrt{-1})d^{-}13=\mathrm{X}\omega-2_{\mathrm{X}C2}(1-\sqrt{-1})d$ となります。

3. $a=\rho,$ $b_{1}=\rho,$ $b_{2}=\rho,$ $b_{3}=\rho,$ $c=id$ のとき。 このとき、

$\rho\rho id$ 1 $\rho\rho$ $\rho\rho id$ $1$ $\rho\rho$ $\rho\rho id$ $1$ $\rho\rho$

$6_{i|_{-}^{-}|s_{j}}^{\gamma}$

.

$s_{j}|_{-}^{-}|s_{k}$ $S_{k}|_{-}|6_{i}^{\gamma}-$

$\rho id$ 1 $\rho$ $\rho id$ 1 $\rho$ $\rho id$ 1 $\rho$

となり、値は\mbox{\boldmath $\omega$}-2 $\cross d\cross trC3\omega=-2\mathrm{x}\mathit{2}d$ となります。 ( $C$は先に出て来た
もの。 )

4. $a=\rho,$ $b_{1}=\rho,$ $b_{2}=\rho,$ $b_{3}=\rho,$ $c=\alpha$のとき。 このとき、

$\rho\rho\alpha U$ $\rho\rho$ $\rho\rho\alpha\cdot U$ $\rho\rho$ $\rho\rho\alpha U$ $\rho\rho$

Si $|_{-}^{-}|6_{j}^{\gamma}$ $6_{j}^{\urcorner}|_{-}^{-}|6_{k}^{\urcorner}$ $s_{k}|_{-}^{-}|s_{i}$

$\rho\alpha$ $U$ $\rho$ $\rho\alpha$ $U$ $\rho$ $\rho\alpha$ $U$ $\rho$
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となり、値は\mbox{\boldmath $\omega$}-2 $\cross d\cross trD^{3}=0$ となります。 ( $D$は先に出て来たもの。)

5. $a=\rho,$ $b_{1}=\rho,$ $b_{2}=\rho,$ $b_{3}=\rho$ , c=\rho のとき。 このとき、

$\rho\rho\rho$ $S_{l}$ . $\rho\rho$ $\rho\rho\rho 6_{m}^{\gamma}$ $\rho\rho$ $\rho\rho\rho S_{n}$ $\rho\rho$

–

$S_{i}|_{-}|S_{j}$ $S_{j}|_{-}|S_{k}$ $S_{k}|_{-}|S_{i}$

$\rho\rho$ $s_{m}$ $\rho$ $\rho\rho$ $s$
。

$\rho$ $\rho\rho$ $6_{l}^{\gamma}$ $\rho$

となり、値は\mbox{\boldmath $\omega$}-2 $\cross d^{23}\cross trE=\omega^{-2}\mathrm{x}d2\mathrm{x}(-\frac{2}{d^{3}}+\frac{3}{d}\sqrt{-1}..)=\omega^{-}2_{\mathrm{X}}(\sqrt{3}-$

$2+3\sqrt{-1})d$ となります。 ( $E$は先に出て来たもの。)

以上を合わせると、 この場合の値は

$\omega^{-2}(3C_{2}(1-\sqrt{-1})d+3c2(1-\sqrt{-1})d+2d+0+(\sqrt{3}-2+3\sqrt{-1})d)$

$= \omega^{-1}\frac{1}{2}\{(1+\sqrt{3})+(3+\sqrt{3})\sqrt{-1}\}$

となります。よって前の結果とあわせて、 レンズ空間 $L(3,1)$ の不変量の値は次の
ようになります。

$<L(3,1)>= \omega^{-1}+\omega^{-1}\frac{1}{2}\{(1+\sqrt{3})+(3+\sqrt{3})\sqrt{-1}\}=\frac{1+\sqrt{-1}}{4}$
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