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1 はじめに

Tur$a\mathrm{e}\mathrm{v}$-Viroによる 3次元多様体の不変量の定義 [4] は, 多様体を 3角
形分割 (実際は 4面体分割) し, その各単体に置くことのできる可能なカ
ラーの組み合わせすべてを考えることから始まる. $\mathrm{T}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{e}\mathrm{V}^{-}\mathrm{v}\mathrm{i}\mathrm{r}\circ$-Ocneanu
不変量においては, さらに 3角形分割の各面に対して, インタートワイ
ナー空間の基底をなす元を与えることになる. $E_{6}$ のセクターから得られ
る fusion rule 代数とインタートワイナー空間に対して, Izumiの与えた
基底 [3] は, Evans-Kawahigashi の本 [2] での 4面体 $\tau$ に与える 6j-記号
$Z(\tau)$ を計算するのに都合がよいものであるが, それでもなお, 定義に基
づいた不変量の計算は, 分割に必要な 4面体の数が数個増えただけでも,
考えなければならないカラーの組み合わせが膨大な数になるため, 鈴木
の計算例 [6] からもわかるように, 実際の計算は, 著しく困難である.

方, 葉広は $E_{6}$ のセクターから決まる fusion rule 代数の性質をもと
に, 独自に $6j$-記号の間の関係式を導き出し, その関係式を用いて, ハン
ドル分解に与えられたデータから 3次元多様体の不変量を計算する方法
を構成した. この方法の正当性については未だ証明が与えられていない
が, 岡本-佐藤 [5] がいく’\supset かの例について計算を試みており, その結果
は, 鈴木が定義に基づき 3角形分割にカラ一を与えて計算したもの [ $6|$ と
–致している.

....... .: $\dot{.},\dot{\vee}$

.
.:...,

当初の研究の目標は, $\cdot$ 葉広の計算方法の正当性についての証明を与え
ることであったが, いく \acute \supset か難点があり, 完全な証明までは至らなかっ
た. 議論を難しくしているのは, $\mathrm{T}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{e}\mathrm{V}-\mathrm{i}\mathrm{r}\circ$-Ocneanu の不変量にはカ
ラー付けの段階で, 各面にインタートワイナー空間の基底をなす元を与
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えるという操作が加わっているため, 基底の選び方という自由度が生じ
ていることと, インタートワイナー空間を与える 3角形の回りの辺の向
きで決まる自己同型の決定という問題が加わっている点である.
そこで, 今回の報告では, Izumiが採用したインタートワイナー空間

め基底の変換を行うことにより, 葉広の導いた 6j-記号の間の関係式の大
部分が, Evans-Kawahigashi の本で定義された 6j-記号で解釈出来ること
を示し, 葉広の計算方法の正当性の「状況証拠」を与えることにする. 今
回示せなかった事柄については, 最後の節 (4節) で研究課題としてまと
めた.

2 境界付き多様体の不変量とハンドル分解

3角形分割可能な 3次元多様体は, 2\acute \supset のハンドル体を貼り合わせる

ことにより得られる. 和久井の報告 [ $7|$ にあるように, ハンドル体を境界
付きの 3次元多様体とみなせば, その上のカラー (インタートワイナー

空間の基底をなす元を与えることもカラー付けに含める) を固定するこ
とにより, その不変量が得られる. これからもとの 3次元多様体を求め
るためには, やはり境界のカラーをすべて動かして和を取るという計算
が必要である-が, ハンドル体の種数を減らし, 境界に与えられる 3角形
の数を減らすことが出来れば, この計算は現実に行なえるようになる.
実際には, ハンドル分解の種数の下限は決まっているが, その場合で

も, 1つ種目の少ないハンドル体の不変量との間の関係式が得られれば,
繰り返しにより, 最後には, 球体の不変量を考えるだけでよくなる.
境界面上の 3角形についても同様にその総数を減らすことができる.

実際には 3角形分割にはならないようなグラフであっても, 3角形分割
を与えるグラフの不変量との間に関係式を想い出し, そのグラフに形式
的に値を与えることが出来るのであれば, 最後には, たった 1\acute \supset の 3角形
のカラーを考えることで, 不変量を計算することが出来る. 今の議論を
3角形分割のかわりにその双対グラフを考えると, これは trivalent グラ
フになるが, この頂点を減らしていくことができれば, 輪で表されるグ
ラフとの間の関係式が得られる. そこで, 単独のカラーがのった輪で表
されるグラフの値をすべてのカラーについて決めることが出来れば, 1
つも辺のない空グラフのスカラー倍という量が求まるので, カラーを動
かしてその和を求めるという計算は不要になる. 葉広の導いた関係式は,
双対グラフを用いて, 実際, 上記の事が可能であることを示している. (具
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体的な計算方法については, 岡本-佐藤の報告 [5] を参照)

双対グラフの間の関係式は, 境界付きの 3次元多様体の不変童の公式か
ら位相的量子場の理論を構成し, これから求める方法 (例えば, Degiovanni[1]

$)$ があるが, ある種の関係式については, 以下のように境界付きの 3次
元多様体の不変量の公式から直接導くこともできる. 今回は, 以下の操

作で得られる関係式のみを考察する.

2.1 境界付きの 3次元多様体の不変量

3角形分割 $T$ の与えられた境界付きの 3次元多様体の不変量 $Z_{\phi}(P, \tau)$

は, 和久井の報告 [7]や $\mathrm{E}\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{S}-\mathrm{K}\mathrm{a}\mathrm{w}\mathrm{a}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{a}\mathrm{S}\mathrm{h}\mathrm{i}[2]$ に詳述してあるように次の
.

ように定義される.
. ..

$Z_{\phi}(P, T)=w^{-a-a/1} \sum_{e}\prime 2\sum_{c\mathrm{c}\in C^{\phi}d\in c^{\phi}()f}[C]^{/z(d}2)$

. (1)

毒中の [ $c|$ は 3角形分割の各論に与えられたカラーの大きさの積であるが,
境界の上の辺については, その正の平方根を取ってから掛け合わせる. $E_{6}$

の.6i-記号では, カラ $-1$ , $\alpha,$ $\rho$の大きさは, それそれ $\mu(1)=1,$ $\mu(\alpha)=$

$1,.\mu(\rho)=\mu=1+$語である. カラーの大きさの定義についてのみ $\Sigma \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{s}-$

Kawahigashiの本 [2] と流儀が異なるので注意されたい. その他の記号は,
$\Sigma_{\mathrm{V}\mathrm{a}}\mathrm{n}\mathrm{s}$-Kawahigashiの本と全く同じで, $a$ は境界付き 3次元多様体の内部
の 3角形の頂点数で, $a’$は境界面上の頂点の総数である. $Z(d)$ は 3角形
分割に現れるすべての 4面体の 6j-記号の積である.
さて, $Z_{\phi}(P, T)$ の値は, 境界の分割やその分割に基づく (インタート

ワイナーの基底を与える操作を含む) カラーの割り当て $\phi$に依存してい
るわけであるが, $Z_{\phi}(P, T)$ は境界の情報のみによって決まり, 内部の 3
角形分割にはよらないことがわかっている. 我々はこの事実を用いて葉
広の 6j-記号の間の関係式を導き出す.
そのために考えるのが, ハンドル体と 4面体の貼り合わせである.

2.2 6j-記号の間の関係式

図 1の右側のハンドル体 $P_{I}$ には 3角形分割が与えられ, 各辺にはカ

ラーが, 各面にはインタートワイナーが与えられているものとする. ’ ハ

ンドル体の表面から, 隣接する 1組の 3角形を図の点線に沿って凹ませ,
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図 1: ハンドル体 $I$ と $H$

その凹みに 4面体 $\tau$ を貼り付けて図 1の左側のハンドル体 $P_{H}$ を作ること
を考える.
新しいハンドル体 $P_{H}$ の不変量を元のハンドル体 $P_{I}$ の不変量を用いて

表すとどうなるかを考えよう. 4面体 $\tau$ を貼り付けられる $P_{I}$ の表面の 2
つの 3角形が共有する辺を $C$ とし, その 2つの 3角形に与えられるイン
タートワイナー空間の元をそれぞれ $\sigma_{i},$ $\sigma_{j}$ とする. その他の辺や 3角形の
カラーの割り当てを 1つ固定し, それを $\phi$ と置く. このような色付けのと
きに式 (1) によって定まる不変量を $Z_{\emptyset},c_{\sigma_{i}},.’\sigma_{j}(PI)$ と置く.

2.
$\cdot$ .

次に, $P_{H}$ について考える. $P_{H}\text{の}.3$角形分割は, $P_{I}$ の 3角形分割と,
付け加えられた 4面体 $\tau$ により与えられるものとする. (境界付き多様体
の不変量は, 内部の 3角形分割に依存しないことから, このように特別
な 3角形分割を考えてもよい.) また, $P_{H}$の各辺と各面のカラーは $P_{I}$ に

与えたカラー $\phi$ と 4面体 $\tau$ のカラーで決まるものとする. $\tau$ の奥の 2つの
面とその間の辺は, $P_{I}$ と共有されているので, そのカラーは, $\sigma_{i},$ $\sigma_{j},$

$C$ と

なる. (辺や面の名前とその上のカラーを同じ名前で呼ぶが, 混乱はない
であろう.) また, $\tau$ の手前の 2つの面とその間の辺のカラーを $\sigma_{1},$ $\sigma_{2},$

$B$

とおき, ハンドル体 $P_{H}$ の不変量を $Z_{\phi,B,\sigma.\sigma}(1,2PH)$ とおく. さらに, 4面
体 $\tau$ の 6j-記号を

$Z(\tau)=Z(A, B, c, D, x, Y|\sigma 1, \sigma_{2}, \sigma_{i}, \sigma_{j})$

で表し, 境界付き多様体の不変量の式 (1) に当てはめると次の式が得ら
れる. . $\cdot$ .: .

$Z_{\phi,B,\sigma\sigma}(1,2PH)= \sum_{C,\sigma i,\sigma j}..\sqrt{\mu(B)\mu(c)}.Z(\tau)\cdot z_{\phi,C,\sigma_{i,\sigma}}(P_{I})j$ (2)
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$\mathrm{H}$ I

図 2: $P_{H}$ と $P_{I}$ の双対グラフ

( $Z(\mathcal{T})$ も $C,$ $\sigma_{i},$ $\sigma_{j}$が動くとともに, その値が変化することに注意.) $P_{H}$ と
$P_{I}$では内部も境界面上も頂点の数は同じなので, 式 (1) での $w^{a-a’/}2$ の項
は両辺等しい. また, $P_{H}$ に付け加えられた 4面体の 6j-記号にあたる部分
が $Z(\tau)$である. $P_{I}$ の境界面上にあった辺のカラー $C$ は内部の辺になった
ことと, 新しく境界の辺に与えられたカラーを $B$ と置いたことから, その
大きさの平方根 $\sqrt{\mu(B)\mu(c)}$が右辺に掛けられている. $\sqrt{\mu(B)\mu(c)}z(\tau)$

は Evans-Kawahigashi の $6j$-記与の正規化前の値 $.W.(\tau.)$ に等しいことに注
意すると, 上の式は,

$Z_{\phi,1,2}B, \sigma\sigma(PH)=,\sum_{c_{\sigma_{i},\sigma}j}W(\mathcal{T}..)\cdot.\cdot Z\phi,...C.’\sigma i,\sigma_{j}(P_{I})$
(3)

と書ける.

2.3 双対グラフによる書きかえ

$Z(P_{H}),$ $Z(P_{I})$ の関係式を双対グラフで表してみよう. 双対グラフで
は, 境界面上の 3角形分割は trivalentグラフになる. 付け加えられた 4
面体以外の色付け $\phi$は, 固定されているので省略して書くことにすると,
4面体の貼り付けの前後での双対グラフの変化は, 図 2の右と左でそれ
ぞれ表される. 上記の式は, この trivalent グラフの局所的な変型に関す
る関係式を与えていて, その係数は, 図 2の左のグラフ H-で表される 2
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$\mathrm{H}$ I

図 3: 式 (3) の図による解釈

1 $\alpha$ $\rho$

図 4: カラーの表し方

枚の 3角形と, 右のグラフ Iで表される 2枚の 3角形の辺を貼り合わせて
出来る 4面体の (正規化前の) $6j$-記号 $W(A, B, C, D, x, Y|\sigma_{1}, \sigma 2, \sigma i, \sigma_{j})$

の値に等しいことを示している. 次の節で我々は, Izumiのデータを元に
Evans-Kawahigashi の本 [2] による定義で計算された値を適用した結果が,
葉広の関係式を導くことを示す. 1

3 6j-記号の間の関係式

図 4のように各辺に与えられたカラーが $p$ならば実線, $\alpha$ ならば破線,
1ならば細線で表すことにして, 6j-記号の間の関係式をみてみる.

3.1 インタートワイナー空間を含まない場合

始めに, インタートワイナー空間を含まない場合を考えよう. 和久井
の報告 [7] にあるように, この場合, 4面体 $\tau q$)どの面もその回りの辺に

1ただし, 以下の議論では 4面体, その双対グラフとも, 辺の向きという情報が落ち
ている. 葉広の関係式を完全に説明するには, この情報が必要となる. .$\cdot$. $\cdot$
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1または $\alpha$ のカラーの付いた辺を少なくとも 1つ含む. このとき, 頂点に
付けられるカラーは–意に決まるので, 貼り付ける 4面体 $\tau$ の 6j-記号の
値が-意に定まる. 図 5と図 6は 4面体のどの面もインタートワイナー空
間を含まないようなすべての場合について (正規化前の) 6-記号の値
$W(\tau)$ を書き出したものである. 図 3の関係式の左辺の $\mathrm{H}$型グラフおよび,
$\mathrm{H}$型グラフと $\tau$から決まるに右辺の I型グラフを $W(\tau)$ の横に記してある.
図 3は左側の $\mathrm{H}$型の $6j$ -記号を右側の I形の $6j$-記号の 1次結合で表したと
きの係数が 4面体の (正規化前の) $6j$-記号 $W(\tau)$ に等しいことを主張し
ているが, 図 5と図 6の枠で囲まれた値を岡本-佐藤の計算の定義式と比
較してみると –致していることがわかる.
また, 枠で囲まれていない部分に注 $\mathrm{B}$ すると次のことがわかる.

$\bullet$ 正規化前の $6j$ 図形の値は 1である.

$\bullet$ 図 3の式を当てはめると, 右辺には 1つの項しか現れない.

$\bullet\cdot 1$ のカラーが付いた辺とその端点にあたる頂点を無視すると, 左の
$\mathrm{H}$型と右の I型は全同位なグラフである.

葉広の計算法においては, 1のカラーの付いた辺は無視してよいことに
なっており, 上記の事実からも, それが説明できる.

3.2 インタートワイナー空間を含む場合

$E_{6}$から作られる $6j$-記号が, インタートワイナー空間を含む (イン

タートワイナー空間が 2次元以上になる) のは, 3角形の 3辺に与えら
れた 3つのカラーが, すべて $\rho$ となる面を 4面体が含むときであり, 特に
この場合, インタートワイナー空間は 2次元である. (双対グラフの場合

は, 入り込む 3本の辺のカラーがすべて $\rho$ となるような頂点を含むときで
ある.)

このとき, $\mathrm{I}\mathrm{z}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{i}[3]$ の基底 $\{s_{3}, S_{4}\}$ を用いて正規化前の $6j$-記号 $W(\tau)$

を計算しても, 葉広の関係式は得られない. この原因の 1つに, 6j-記号
の値が, インタートワイナー空間の基底の選び方に依存しており, 葉広
の用いたものと異なることがあげられる.
そこで, インタ $-$ トワイナー空間の基底を取り直すことで, この場合

にも関係式の–部が説明出来ることを示そう.(基底の変換を行っても, な

お説明出来ない関係式が存在する. $\cdot$ これは, . インタートワイナー空間の
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「向き」 関する問題であるが, この議論については, 最後に研究課題とし
てまとめてある.)

新しい基底 $\{T_{3}, T_{4}\}$ は, 次のように定義する.

$(T_{3} T_{4})=(S_{3} S_{4})( \frac{e^{7\sqrt{2}}\frac{-\mathrm{e}^{7\pi i/1}2}{\sqrt{3+\sqrt{3}}\pi i/12-}}{\sqrt{3+\sqrt{3}}}$ $\frac{e^{7\pi i/2\pi i/}\frac{-e^{7\pi i/1}2}{\sqrt{3-\sqrt{3}}12-\sqrt{2}\mathrm{e}}3}{\sqrt{3-\sqrt{3}}})$

上記のように置く理由については後述するので, 取り敢えずは上記の変
換でインタートワイナー空間を含む場合の 6j-記号の値について計算を
行ってみる.
まず, 上記の変換はユニタリ行列になるように決めてあるので,

$T_{3}^{*}T_{3}$ $=T_{4}^{*}T_{4}=1$ , $T_{3}^{*}T_{4}$ $=$
.

$T_{4}^{*}T_{3}$ $=0$

であることに注意する. 次に, Izumiの論文の $U,$ $\rho(U),$ $\alpha(S3),$ $\alpha(S_{4})$ をそ

れぞれ, $T_{3},$ $T_{4}$ を使って書き直すと次のようになる.

$U$ $=$ $S_{1}S_{1}^{*}-s2s^{*}2+ \frac{1}{\sqrt{3}}(-\tau_{3}\tau_{3^{*}}+T_{4}T_{4}^{*})$

$+ \frac{1}{\sqrt{6}}(e^{2\pi i}T_{3}/3\tau*4+e^{-2\pi i/3}T4\tau_{3}*)$ ,

$\rho(U)$ $=$ $S_{1}S_{2}^{*}+S_{2}S_{1}^{*}- \frac{1}{\sqrt{3}}(\tau_{3}UT3^{*\tau}-4UT^{*}4)$

$+ \frac{\sqrt{2}}{\sqrt{3}}e^{\pi i/3}-\tau 3U\tau_{4^{*}}+\frac{\sqrt{2}}{\sqrt{3}}e-\pi i/3\tau 4UT_{3}*$ ,

$(\alpha(\tau_{3}) \alpha(T_{4}. ))=(T_{3} T_{4})(-\sqrt{3}\mathcal{F}_{2}^{3}1$ $\sqrt{3}\tau_{1}3\sqrt{2})$ .

この値のもとで計算した $6j$-記号の値を図 7, 図 8及び, 図 9に示す. 計
算方法は, 和久井 [7] の報告で記されているものを適用すればよいが, 確
認のために, �と�の場合の計算例を示す.

3.2.1 $6j$ -記号の計算例 (その 1)

始めに, �の場合, 即ち,

$W(\tau_{4})=W(\rho,\alpha,\rho,\rho,\rho,\rho|S_{2},1,\tau i, T_{j})$
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の場合を見てみる. 先程の底の変換行列 $R=(r_{\dot{\mathrm{t}}j})$ を次のようにおく.

$R==($ $\frac{e^{7\sqrt{2}}\frac{-e^{7\pi \mathfrak{i}/1}2}{\sqrt{3+\sqrt{3}}\pi i/12-}}{\sqrt{3+\sqrt{3}}}$ $\frac{e^{7\pi i/2\pi i/}\frac{-e^{7\pi i/1}2}{\sqrt{3-\sqrt{3}}12-\sqrt{2}e}3}{\sqrt{3-\sqrt{3}}}$ ).
Izumiの結果 [3, pp. 165] を利用すると,

$W(\tau_{4})$ $=$ $1^{*}S_{2}^{*}p(\tau i)Tj$

$=$ $S_{2}^{*}\{r_{3}i\rho(s_{3})+r_{4i}\rho(S4)\}(r_{3j}s_{3}+r_{4j}s_{4})$

$=r_{3i}r_{3j} \cdot\frac{c_{1}}{\sqrt{2}}+r_{3i^{\Gamma}4j}$ . $(- \frac{c_{1}}{\sqrt{2}})+r_{4i^{\Gamma_{3j}\cdot\frac{c_{1}}{\sqrt{2}}}}+r_{4i}r_{4}j..\frac{c_{1}}{\sqrt{2}}$

$=$ $\frac{c_{1}}{\sqrt{2}}(r_{3i}r_{3j} - r_{3i^{\Gamma}4j}+r_{4i}r_{3j}+r_{4i}r_{4j})$

となるので, 以下のように場合分けをする.
$T_{i}=T_{3},$ $T_{j}=T_{3}$ のとき

$W(\tau_{4})$ $=$ $\frac{c_{1}}{\sqrt{2}}(r_{33}^{2}+r)432$

$=$ $\frac{e^{-5\pi i/6}}{\sqrt{2}\sqrt{\mu}}(\frac{-e^{\pi i/6}}{3+\sqrt{3}}+\frac{-e^{\pi i/6}+2-2\sqrt{2}e^{\overline{\prime}}i\pi/12}{3+\sqrt{3}}$

$=$ $\frac{1}{\sqrt{2}\sqrt{\mu}}\cdot\frac{1}{3+\sqrt{3}}\cdot(-2e^{-2\pi i/}3+2e^{-5\pi i/6}-2\sqrt{2}e^{-})\pi i/4$

$=$ $\frac{1}{\sqrt{2}\sqrt{\mu}\sqrt{3}(1+\sqrt{3})}\{-(-1-\sqrt{3}i)+(-\sqrt{3}-i)-2(1-i)\}$

$=$ $\frac{1}{\sqrt{2}\sqrt{\mu}\sqrt{3}(1+\sqrt{3})}(-1-\sqrt{3}+i+\sqrt{3}i)$

$=$ $\frac{1}{\sqrt{2}\sqrt{\mu}^{\sqrt{3}+\sqrt{3}}(1)}(1+\sqrt{3})(-1+i)$

$=$ $\frac{e^{3\pi i/4}}{\sqrt{3}\sqrt{\mu}}$ .

$T_{i}=T_{3},$ $T_{j}=T_{4}$ のとき

$W(\tau_{4})$ $=$ $\frac{c_{1}}{\sqrt{2}}(r_{33}r_{34}-\Gamma 33r_{44}+r_{43^{\Gamma}34}+r_{43}\Gamma_{44})$

$=$ $\frac{e^{-5\pi i/6}}{\sqrt{2}\sqrt{\mu}}\cdot\frac{1}{\sqrt{6}}\{-e^{\pi i}/6-(e^{\pi}i/6-\sqrt{2}e^{\pi})i/4$
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$+(e^{\pi i/6}+\sqrt{2}e^{7\pi})i/12+(-e+2e^{2}-\pi i/6\pi i/3\sqrt{2}e)11\pi i/12\}$

$=$ $\frac{e^{-5\pi i/6}}{2\sqrt{3}\sqrt{\mu}}\{-2e^{\pi i/6}+\sqrt{2}e\pi i/4$

$+2e^{2\pi i/3}+\sqrt{2}e^{\pi i/}(e^{\pi i}/43e+-\pi i/3\mathrm{I}\}$

$=$ $\frac{e^{-5\pi i/6}}{2\sqrt{3}\sqrt{\mu}}\{_{-(\sqrt{3}+}i)+(1+i)+(-1+\sqrt{3}i)+(1+i)\}$

$=$ $\frac{e^{-5\pi i/6}}{2\sqrt{3}\sqrt{\mu}}(1+i-\sqrt{3}+\sqrt{3}i)$

$=$ $\frac{e^{-5\pi i/6}}{2\sqrt{3}\sqrt{\mu}}(1+\sqrt{3}i)(1+i)$

$e^{-5\pi i/6}\cdot 2\sqrt{2}e(1/3+1/4)\pi i$

$2\sqrt{3}\sqrt{\mu}$

$\sqrt{2}e^{-\pi i/4}$
.

$\overline{\sqrt{3}\sqrt{\mu}}$

.

$T_{i}=T_{4},$ $T_{j}=T_{3}$ のとき

$W(\tau_{4})$ $=$ $\frac{c_{1}}{\sqrt{2}}(r_{34}r_{33}-\Gamma 34r43+r44r33+r44r_{43})$

$=$ $\frac{e^{-5\pi i/6}}{\sqrt{2}\sqrt{\mu}}\cdot\frac{1}{\sqrt{6}}\{-e^{\pi i}-/6(e^{\pi i/}+\sqrt{2}6i/12)e^{\tau\pi}$

$+(e^{\pi i/6}-\sqrt{2}e\pi i/4)+(-e+2\pi i/62\pi i/3-e\sqrt{2}e\mathrm{I}11\pi i/12\}$

$=$ $\frac{e^{-0\pi i/6}\ulcorner}{2\sqrt{3}}\{_{-2}e^{\pi}-\sqrt{2}e(i/6\pi i/4i/\cdot 32\pi i/+e)e^{\pi}3$

$-\sqrt{2}e^{\pi\dot{\mathrm{t}}/4}+2e^{2}\}\pi i/3$

$=$ $\frac{e^{-5\pi i/6}}{2\sqrt{3}}\{-(^{\sqrt{3}}+i)-(1+i)(\sqrt{3}i)-(1+i)+(-1+\sqrt{3}i)\}$

$=$ $\frac{e^{-5\pi i/6}}{2\sqrt{3}}\{2(-1-i)\}$

$\sqrt{2}e^{(-5/6+5}/4)\pi i$

$\sqrt{3}$

$=$ $\frac{\sqrt{2}e^{5\pi i/12}}{\sqrt{3}}$ .
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$T_{i}=T_{4},$ $T_{j}=T_{4}$ のとき

$W(\tau_{4})$ $=$ $\frac{c_{1}}{\sqrt{2}}(_{\Gamma_{34}^{2}}.+r_{44})2$

$=$ $\frac{e^{-0\pi i/6}r}{\sqrt{2}\sqrt{\mu}}\cdot\frac{1}{3-\sqrt{3}}\{-e+(\pi i/6-ei\pi/6-2e+2\pi i/3\sqrt{2}^{\pi}e)i/4\}$

$e^{-5\pi i/6}$ .

$=$ $\overline{\sqrt{2}\sqrt{\mu}}\cdot\frac{1}{3-\sqrt{3}}(-2e^{\pi i//3}-26\pi\dot{\mathrm{t}}+e2^{\sqrt{2}/}e^{\pi})i4$

$=$ $\frac{e^{-0\pi i/6}\ulcorner}{\sqrt{2}\sqrt{\mu}}\cdot\frac{1}{3-\sqrt{3}}\{-(\sqrt{3}+i)-(1+\sqrt{3}i)+2(1+i)\}$

$=$ $\frac{e^{-5\pi i/6}}{\sqrt{2}\sqrt{\mu}}\cdot\frac{1}{(-\sqrt{3})(1-\sqrt{3})}(1+i-\sqrt{3}-\sqrt{3}i)$

$=$ $\frac{e^{-^{r}\pi i/6}}{\sqrt{2}\sqrt{\mu}}.,$ . $\frac{1}{(-\sqrt{3})(1-\sqrt{3})}(1+i)(1-\sqrt{3})$

$=$ $-. \frac{e^{-5\pi i/6}}{\sqrt{2}\sqrt{\mu}}$ . $\frac{\sqrt{2}e^{\pi i/4}}{\sqrt{3}}$

$=$ $- \frac{e^{-\overline{/}\pi i/}12}{\sqrt{3}\sqrt{\mu}}.=\frac{e^{\mathrm{o}\pi i/12}\ulcorner}{\sqrt{3}\sqrt{\mu}}$ .

3.2.2 $6j$-記号の計算例 (その 2)

次に, �の場合, 即ち,

$W(_{\mathcal{T}_{\overline{\prime}}})=W(\rho,\rho,\rho, 1,p,\rho|\tau i, S1, \tau j, s_{1})$

の場合を見てみる. Si $(i=3,4)$ の変換行列として, 先程の $R$ とその成分
の複素共役を取った行列

$R^{*}==( \frac{e\sqrt{2}\frac{-e^{-7\pi i/}12}{-\pi i/12\sqrt{3+\sqrt{3}}-}}{\sqrt{3+\sqrt{3}}}$ $\frac{e^{-7\pi i- 2}\frac{-e^{-\tau_{\pi i}}/12}{/12-\sqrt{3-\sqrt{3}}\sqrt{2}e}\pi i/3}{\sqrt{3-\sqrt{3}}})$

を使い, 再び Izumi の結果 [3, pp. 165] を利用すると,

$W(\tau_{7})$ $=$ $S_{1}^{*}T_{i}*\rho(Tj)s_{1}$

$=$ $S_{1}^{*}(\Gamma_{3}^{*}iS_{3}*+r_{4i}^{*}S_{4}^{*})\{r_{3j}\rho(s3)+r_{4j\rho}(S_{4})\}S1$

$=$ $r_{3i}^{*}r_{3}jS_{1}^{*}S^{*}3\rho(S3)s_{1}+r_{3i^{\Gamma_{4}}j}^{*s^{*}}1S_{3}^{*}p(S4)s_{1}$

$+r^{*}r_{3}S*s^{*}4ij14\rho(s_{3})S_{1}+\Gamma^{*}rs4i4j1\rho*S_{4}^{*}(s_{4}\mathrm{I}S_{1}$
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$=$ $r_{3i^{\Gamma}3j}^{*}c_{2}+r^{*}\Gamma_{4}ci3ij2+r_{4i}^{*}r_{3j2}c+r_{4\dot{\mathrm{t}}}^{*}r_{4j}(-C_{2}i)$

$=$ $c_{2}(r_{3}^{*}i\Gamma_{3j}+r_{3i}^{*}r_{4j}i+r_{4i}^{*}7’ 3j - r_{4i^{7’ 4j}}^{*}’ i)$ .

先程の例と同様に場合分けをする.
$T_{i}=T_{3},$ $T_{j}=T_{3}$ のどき.

$W(\tau_{7})$ $=$ $c_{2}(r_{33}^{*}\Gamma_{33}+r_{33}^{*}r_{43}i+r_{43}^{*}r33-\Gamma^{*}r4343i)$

.

$=$ $\frac{c_{2}}{3+\sqrt{3}}\{1+(-1+\sqrt{2}^{-7}e)\pi\dot{\iota}/12i$

.

$+(-1+\sqrt{2}e^{7\pi})i/12-(2+\sqrt{3})i\}$

$=$ $\frac{e^{7\pi i/1}2}{\sqrt{2}(3+\sqrt{3})}(-3i+\sqrt{2}e^{-\pi i/1}2+\sqrt{2}e^{7\pi i/12}-\sqrt{3}i)$

$=$ $\frac{e^{7\pi i/1}2}{\sqrt{2}(3+\sqrt{3})}\{-3i-\sqrt{3}i+\sqrt{2}e^{\pi}(i/43\pi i)e^{-\pi i//3}+e\}$

$=$ $\frac{e^{7\pi i/1}2}{\sqrt{2}\sqrt{3}(\sqrt{3}+1)}(-3i-\sqrt{3}i+1+i)$

$=$ $\frac{e^{7\pi i/1}2}{\sqrt{2}\sqrt{3}(\sqrt{3}+1)}.\cdot\frac{(1+i)(\sqrt{3}+1)(1+\sqrt{3}i)}{-2}$

$=$ $- \frac{e^{(7/+}121/4+1/3)\pi i}{\sqrt{3}}=\frac{e^{\pi i/6}}{\sqrt{3}}$ .

$T_{i}=T_{3},$ $T_{j}=T_{4}$ のとき

$W(\tau_{7})$ $=$ $c_{2}(r_{334}*r_{3}+r_{33}^{*}r_{44}i+r_{43}^{*}r_{33}-r_{4}\Gamma*344i)$

$=$ $\frac{e^{7\pi i/1}2}{\sqrt{2}}$

.

$\cross\frac{1}{\sqrt{6}}\{1+(.-1+\sqrt{2}e)\pi i/12i+(-1+\sqrt{2}e^{7\pi}i/12)-(-1)i\}$

$=$ $\frac{e^{7\pi i/1}2}{\sqrt{2}}$ ; $\frac{1}{\sqrt{6}}2\sqrt{2}^{\pi 7i/}e12$

$=$ $\frac{2}{\sqrt{6}}e^{7\pi i/6}=\frac{\sqrt{2}}{\sqrt{3}}e^{-5\pi i/6}$ .

$T_{i}=T_{4},$ $T_{j}=^{\tau_{3}}$ のとき

$W(\tau_{7})$ $=$ $c_{2}(r_{343}*r_{3}+r_{3443}^{*}ri+r_{44}^{*}r_{3}3-r_{44^{\Gamma}}^{*}43i)$

$=$ $\frac{e^{7\pi i/1}2}{\sqrt{2}}$ . $\frac{1}{\sqrt{6}}$
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$\cross\{1+(-1+\sqrt{2}e^{-7/2})i+(-1+\sqrt{2}\pi 1-\pi i/12)-(-1)i\}e$

$=$ $\frac{e^{7\pi i/1}2}{\sqrt{2}}\cdot\frac{1}{\sqrt{6}}2\sqrt{2}e^{-}\pi i/12$

. $\cdot$

$r=$
$\frac{\sqrt{2}}{\sqrt{3}}i$ .

$T_{i}.=.T_{4},$ $T_{j}.=T_{4}$ のとき

$W(\tau_{7})$ $=$ $c_{2}(r_{34}\Gamma_{34}*+r_{34}^{*}r_{44}i+r^{*}r_{3}4-44r_{4}^{*}44r4i)$

$=$ $\frac{e^{7\pi i/1}2}{\sqrt{2}}$ . $\frac{1}{3-\sqrt{3}}=.$

.
.

$\cross\{1+(-1+\sqrt{2}e^{\pi i}/12)i+(-1\cdot+\sqrt{2}e^{-}\pi i/12)-(2-\sqrt{3})i\}$

$=$ $\frac{e^{7\pi i/1}2}{\sqrt{2}}\cdot\frac{1}{3-\sqrt{3}}\{-3i+\sqrt{3}i+\sqrt{2}e(\pi i/4e^{\pi}+e^{-})i/3\pi i/3\}$

.

$=$ $\frac{e^{7\pi i/1}2}{\sqrt{2}}\cdot\frac{1}{\sqrt{3}(\sqrt{3}-1)}(1-2i+\sqrt{3}i)$

$=$ $\frac{e^{7\pi i/1}2}{\sqrt{2}}$ . $\frac{1}{\sqrt{3}(\sqrt{3}-1)}.\frac{(1+i)(1-\sqrt{3}i)(\sqrt{3}-1)}{2}$.

$=$ $\frac{e^{(\overline{/}/}12+1/4-1/3)\pi i}{\sqrt{3}}..=$

.
$\frac{i}{\sqrt{3}}$ .

4 研究課題

前節でみたように, インタートワイナー空間を含む場合の 6j-記号の
値は, 基底の与え方により変化し, その与え方によっては, 葉広の構成
した双対グラフの間の関係式を説明できることがわかった. しかしなが
ら, すべての双対グラフの間の関係式を説明できるような, 基底がみ
かったわけではない. このことを含めて 3角形分割の立場から, ハンド
ル分解による葉広の 3次元多様体不変量の計算法を証明するために, さ
らに必要となる課題について考えよう.

4.1 インタートワイナー空間の向き

今まで議論をしなかったが, 定義によりインタートワイナー空間達の
間には, 3次対称群 $S_{3}$ の作用がある. 構造定数 $N_{XY}^{Z}$がインタートワイ
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$\tau$ $\mathrm{W}(\tau)$ $\tau$ $\mathrm{W}(\tau)$

1

$\backslash :$

.
$1\succ^{:^{:}}...$. ::.

人

1

$...Z_{:}:.!:=\mathrm{s}\wedge==;=:$. $1=^{=}\backslash \ldots..\nearrow...$.

1 $:^{:\backslash }\backslash \ldots..:^{=}.-.:\backslash .\backslash :\backslash :$

:

1 $\backslash \backslash :.\cdots\cdot\cdot\langle$

1

1 $*^{=^{=}}\wedge\backslash .:::$

.

1

1

$:\iota \mathrm{Y}^{=^{=^{=}}}...\cdots.\ldots.\beta$. 1 $:^{=}...\prec‘.\backslash ^{\backslash \backslash }\cdot..\cdot.\nearrow:$:1 $:^{=}...\prec$

人

$\frac{=^{=}}{==}.\#=$

.
1 $.\cdot\backslash ^{\backslash }\cdot...\prec\backslash \cdot.=..\cdot($

$\underline{:}:;^{=}.=\mathrm{e}.\underline{\cdot......}$

1

$...\wedge\cdots\cdot\cdot\wedge=.\backslash \cdot...\mathfrak{s}^{=^{=}}$

$.V^{\vee}:^{;}:::.=....$

. 1 $..\nearrow.\ldots..\backslash :.\backslash \lambda$

$\backslash _{\backslash }^{:_{\iota}^{:^{=}}=}\backslash \cdot..:=::.:...\cdot.\backslash _{\backslash }=.$. 1 $\nearrow’’’.\ldots......\cdot..\nearrow..\nearrow::..$

.
$.\nearrow’’.$ . . I . . $\nearrow,.,$. .

$\mathrm{r}$.
$\nearrow’,\wedge$

図 5: $6j$ の計算 (その 1)
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$\tau$ $\mathrm{W}(\tau)$ $\tau$ $\mathrm{W}(\tau)$

図 6: $6j$ の計算 (その 2)
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$\tau$ $\mathrm{W}(\tau)$
$(\sigma_{\mathrm{i}}\sigma_{\mathrm{j}})$

1 $(\mathrm{T}_{3} \mathrm{T}_{3})$

$0$
$(\mathrm{T}_{3} \mathrm{T}_{4})$

$0$ $(\mathrm{T}_{4} \mathrm{T}_{3})$

.1 $(\mathrm{T}_{4} \mathrm{T}_{4})$

$- 1/\sqrt{3}$ $(\mathrm{T}_{3}\mathrm{T}_{3}-)$

$(\sqrt{2}/\sqrt{3})\exp(2\pi \mathrm{i}f3)$ $(\mathrm{T}_{3}\mathrm{T}_{4})$

$(\sqrt{2}/\sqrt{3})$ ex.$\mathrm{p}(- 2\pi \mathrm{i}/3)$ $(\mathrm{T}_{4}\mathrm{T}_{3})$

$1/\sqrt{3}$ $(\mathrm{T}_{4}\mathrm{T}_{4})$

$(1 /\sqrt{\mu})\exp(-\pi \mathrm{i}/4)$ $(\mathrm{T}_{3}\mathrm{T}_{3})$

$0$ $(\mathrm{T}_{3}\mathrm{T}_{4})$

$0$ $(\mathrm{T}_{4}\mathrm{T}_{3})$

$(1/\sqrt{\mu})$ ex.$\mathrm{p}(5\pi.\mathrm{i}J12)$
$(\mathrm{T}_{4}\mathrm{T}_{4})$

$(_{-1}/\sqrt{3}\sqrt\overline{\mu})\exp(-\pi \mathrm{i}/4)$ $(\mathrm{T}_{3}^{\cdot}\mathrm{T}_{3})$

$(\sqrt{2}/\sqrt{3}\sqrt{\mu})\exp(-\pi \mathrm{i}/4)$ $(\mathrm{T}_{3}\mathrm{T}_{4})$

$(\sqrt{2}/\sqrt{3}\Gamma\mu)\exp(5\pi \mathrm{i}/12)$ $(\mathrm{T}_{4}\mathrm{T}_{3})$

$(.1/\sqrt{3}\Gamma\mu)\exp(5\pi \mathrm{i}/12)$ $(\mathrm{T}_{4}\mathrm{T}_{4})$

$(_{-1}/\sqrt{3}\Gamma\mu)\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{P}(- 11\pi \mathrm{i}/12)$ $(\mathrm{T}_{3}\mathrm{T}_{3})$

$(\sqrt{2}/\sqrt{3}f\mu)\exp(- 11\pi.y12)$ $(\mathrm{T}_{3}\mathrm{T}_{4})$

$(\sqrt{2}/\sqrt{3}f\mu)\exp(-11\pi \mathrm{i}/12)$ $(\mathrm{T}_{4}\mathrm{T}_{3})$

$(.1/\sqrt{3}f\mu)\exp(-11\pi \mathrm{i}/12)$ $(\mathrm{T}_{4}\mathrm{T}_{4})$

$(_{-1}/\sqrt{3}r\mu)\exp(7\pi \mathrm{i}/1\overline{2})$ $(\mathrm{T}_{3}\mathrm{T}_{3})$

$(\sqrt{2}/\sqrt{3}\Gamma\mu)\exp(- 3\pi \mathrm{i}/4)$ $(\mathrm{T}_{3}\mathrm{T}_{4})$

$(\sqrt{2}/\sqrt{3}f\mu)\exp(-\pi \mathrm{i}/12)$ $(\mathrm{T}_{4}\mathrm{T}_{3})$

$(1/\sqrt{3}\Gamma\mu)\exp(7\pi \mathrm{i}/12)$ $(\mathrm{T}_{4}\mathrm{T}_{4})$

図 7: $6j$ の計算 (その 3)
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$\tau$ $\mathrm{W}(\tau)$
$(\sigma_{\mathrm{i}}\sigma_{\mathrm{j}})$

$(_{-1/}\sqrt{3})\exp(- 5\pi \mathrm{i}/6)$ $(\mathrm{T}_{3}\mathrm{T}_{3})$

$(\sqrt{2}/\sqrt{3})\exp(- 5\pi \mathrm{i}/6)$ $(\mathrm{T}_{3}\mathrm{T}_{4})$

$(\sqrt{2}/\sqrt{3})\exp(\pi \mathrm{i}/2)$ $(\mathrm{T}_{4}\mathrm{T}_{3})$

$(1/\sqrt{3})\exp(\pi \mathrm{i}/2)$ $(\mathrm{T}_{4}\mathrm{T}_{4})$

$(_{-1/}\sqrt{3})\exp(-\pi \mathrm{i}/3)$ $(\mathrm{T}_{3}\mathrm{T}_{3})$

$(\sqrt{2}/\sqrt{3})\exp(\pi \mathrm{i}/3)$ $(\mathrm{T}_{3}\mathrm{T}_{4})$

$(\sqrt{2}/\sqrt{3})\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}..(.\pi \mathrm{i}./3)$ $(\mathrm{T}_{4}\mathrm{T}_{3})$

.
$- 1/\sqrt{3}$ $(\mathrm{T}_{4}\mathrm{T}_{4})$

1 $(\mathrm{T}_{3}\mathrm{T}_{3})$

$0$
$(\mathrm{T}_{3}., \mathrm{T}_{4})$

$0$
$(\mathrm{T}_{4}\mathrm{T}_{3})$

1 $(\mathrm{T}_{4}\mathrm{T}_{4})$

$- 1/\sqrt{3}$ $(\mathrm{T}_{3}\mathrm{T}_{3})$

拒肩 $(\mathrm{T}_{3}\mathrm{T}_{4})$

拒砺 $(\mathrm{T}_{4}\mathrm{T}_{3})$

$1/\sqrt{3}$ $(\mathrm{T}_{4}\mathrm{T}_{4})$

1 $(\mathrm{T}_{3}\mathrm{T}_{3})$

$0$ $(\mathrm{T}_{3}\mathrm{T}_{4})$

$0$ $(\mathrm{T}_{4}\mathrm{T}_{3})$

1 $(\mathrm{T}_{4}\mathrm{T}_{4})$

$1/\sqrt{3}$ $(\mathrm{T}_{3}\mathrm{T}_{3})$

$(\sqrt{2}/\sqrt{3})\exp(\pi \mathrm{i}/3)$ $(\mathrm{T}_{3}\mathrm{T}_{4})$

$(\sqrt{2}/\sqrt{3})\exp(-\pi \mathrm{i}/3)$ $(\mathrm{T}_{4}\mathrm{T}_{3})$

$- 1/\sqrt{3}$ $(\mathrm{T}_{4}\mathrm{T}_{4})$

図 8: $6j$ の計算 (その 4)
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$\tau$

$[egg13]$

$\mathrm{W}(\tau)$

2/3 $\mu^{2}$

$(_{1}/3\mathit{1}\overline{2})_{\mathrm{e}}\mathrm{x}\mathrm{p}(- 2\pi \mathrm{i}/3)$

$(_{-2+\sqrt{3}\sqrt{3}}- \mathrm{i})/_{3}\sqrt{2}\mu$

$- 1/3^{\mu}$

$(\sigma_{\mathrm{i}} \sigma_{\mathrm{j}})$

$(\mathrm{T}_{3} \mathrm{T}_{3})$

$(\mathrm{T}_{3} \mathrm{T}_{4})$

$(\mathrm{T}_{4} \mathrm{T}_{3})$

$(\mathrm{T}_{4} \mathrm{T}_{4})$

$(\sqrt{2}/_{3u}2)_{\mathrm{e}\mathrm{x}}\mathrm{p}(-\pi \mathrm{i}/3)$
$(\mathrm{T}_{3}\mathrm{T}_{3})$

$(_{2-}\sqrt{3})/_{3}\mu$
$(\mathrm{T}_{3}\mathrm{T}_{4})$

$(_{2+\sqrt{3}\sqrt{3}\mathrm{i}}-)/_{3\mu}2$ $(\mathrm{T}_{4}\mathrm{T}_{3})$

$(\sqrt{2}/_{3\mu})_{\mathrm{e}}\mathrm{x}\mathrm{p}(2\pi \mathrm{i}/3)$
$(\mathrm{T}_{4}\mathrm{T}_{4})$

$(_{- 2+\sqrt{3}+}\sqrt{3}\mathrm{i})/3\sqrt{2}\mu$ $(\mathrm{T}_{3}\mathrm{T}_{3})$

$(_{1/3\mu})_{\mathrm{e}\mathrm{x}}\mathrm{p}(-\pi \mathrm{i}/3)$
$(\mathrm{T}_{3}\mathrm{T}_{4})$

$- 1/3^{\mu}$ $(\mathrm{T}_{4}\mathrm{T}_{3})$

$(_{2}\sqrt{2}/_{3\mu}2)_{\mathrm{e}\mathrm{x}}\mathrm{p}(\pi \mathrm{i}/3)$ $(\mathrm{T}_{4}\mathrm{T}_{4})$

$(_{-2+}\sqrt{3}- 3\mathrm{i})/6\mu$ $(\mathrm{T}_{3}\mathrm{T}_{3})$

$(\sqrt{2}/_{3\mu})\exp(-2\pi \mathrm{i}/3)$ $(\mathrm{T}_{3}\mathrm{T}_{4})$

$(\sqrt{2}/3\mu)_{\mathrm{e}}\mathrm{x}\mathrm{p}(2\pi \mathrm{i}/3)$
$(\mathrm{T}_{4}\mathrm{T}_{3})$

$- 2/3\mu$ $(\mathrm{T}_{4}\mathrm{T}_{4})$

図 9: $6j$ の計算 (その 5)

58



$\mathrm{t}\mathrm{s}_{3},$ $\mathrm{s}_{4}\}$ $\{(\mathrm{s}_{3}^{\sim})\mathrm{V}(\mathrm{S}_{4^{)}}’,-\mathrm{v}\}$

図 10: インタートワイナー空間の間の同型

ナー空間 $\mathcal{H}_{XY}^{Z}$ を与えるとすると, $S_{3}$ は, 次の空間の間の同型写像を定
める.

$\mathcal{H}_{XY}^{Z},$ $\mathcal{H}_{\overline{Z}X}^{\overline{Y}},$ $\mathcal{H}_{Y\overline{Z}}^{\overline{X}},$ $\mathcal{H}_{\overline{Y}\overline{X}}^{\overline{Z}},$ $\mathcal{H}_{\overline{X}Z}^{Y},$ $\mathcal{H}_{Z\overline{Y}}^{X}$ .
$E_{6}$から構成される 6i-記号の場合, インタートワイナー空間を与える 3
角形の辺のカラーはすべて $\rho$であり, $\overline{\rho}=\rho$ なので, 上記の同型は自己同
型となる. 双対グラフの場合, $p$ の集まる頂点の間に自己同型があり, 図
7から図 9で示した頂点と葉広の定義に現れる頂点は, 同じグラフで表さ
れていても, この自己同型を加味しないまま同–視することは出来ない.
自己同型写像については, 和久井の報告 [ $7|$ に書いてあるデータを用いて
図 7から図 9の計算をやりなおす必要がある.
図 7から図 9において, �)�,Qはカラー 1の載っている辺とその端点

の頂点を無視すると, グラフの全同位を記述しているが, これはたまた
ま葉広の定義の頂点との間の自己同型が恒等写像になっていた例である.
また, $\mathbb{O}$と�も葉広の定義の頂点と –致している. しかし, �は葉広の
定義の頂点と –致しているにも関わらず, $6j$ -記号\mbox{\boldmath $\sigma$}).値は-致しない. こ

れは 3.2で採用した基底の取り方も完全なものではないためである.

4.2 基底の取り方の補正
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3節で $\mathrm{I}_{\mathrm{Z}\mathrm{u}\mathrm{m}}\mathrm{i}[3]$の基底の変換を行ったが, この変換がどのように補正
できるか, 詳しくみてみよう. この変換の導入にあたっては, 4.1の議論

が元になっている.
図 10の 3つの 3角形はどれも同じインタートワイナー空間

$T=\tilde{T}=$
.

$\tilde{T}^{\vee}=\mathcal{H}\rho\rho\rho$

を与えているが, これらの空間には 3次対称群 $S_{3}$ の作用があり, 基底

$\{S_{3}, S_{4}\}$は, それぞれ, $\{\tilde{s}_{3},\tilde{s}_{4}\},$ $‘arrow\{(\tilde{S}_{3})^{\vee}, (\tilde{4}_{3})^{\vee}\}$ に移されるものとする.
基底 $\mathrm{t}S_{3},$ $S_{4}$ } に関して, 1次変換\tilde , $\vee$ は次のように書ける.

$(\tilde{S}_{3} \tilde{S}_{4})$

.

$=$
$(S_{3} S_{4})( \frac{\sqrt 211}{\sqrt{2}}ee_{5\pi i/}^{5\pi i}/66$ $- \frac{\sqrt 211e}{\sqrt{2}}e^{5\pi\dot{\mathrm{t}}/6}5\pi i/6)$ ,

$(S_{3}^{\vee} S_{4}^{\vee}.)$ $=$ $(S_{3} S_{4})$ .

従って, $\{R(S_{3}), R(s4)\}$をこの順番で合成したものとすると,

$(R(s_{3}) R(S_{4}))$ $=$ $((.\tilde{S}_{3})^{\mathrm{v}}. (\tilde{S}_{4})^{\vee})$

$=$ $(S_{3} S_{4}) \frac{1}{\sqrt{2}}$

となる. $\tilde{T}^{\vee}$ は $T$ を $e^{2\pi i/3}$ 回転した図形になっている. この行列の固有値

は 1と $\omega=e^{2\pi i/3}$であり, 固有ベクトルをそれぞれ, $v_{1},v_{\omega}$ と書くことに

すると,
/ $-e^{7\pi i/2}1$

$v_{1}=(arrow e^{7\pi i/}-122\sqrt{3+\sqrt{3}}\sqrt{3+\sqrt{3}})$
, $v_{\omega}$

となる. ここで,

$(T_{3}^{\cdot} T_{4})=(S_{3} S_{4})$

と定めれば,
$(R(\tau_{3}) R(T_{4}))=(T_{3} \omega T_{4})$

となり, 葉広の定義で用いられた基底と同じ性質を持つ.
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3節の基底の変換は上記の考察のもとに行った. しかしながら, 固有
ベクトルの選び方には, スカラー倍の自由度があり, その選び方によって
$6j$-記号の値が変わる. 実際, 4.1で見たように, インタ一トワイナー空間

の向きを考えても葉広の定義とは異なる値が出て来てしまうことがある
ので, 固有ベクトルの選び方を工夫ずる必要がある.

4.3 カラー 1の辺を無視することの正当性

岡本-佐藤の報告 [5] にある葉広の定義では, 1のカラーのついた辺を

無視して計算して良いことになっている. このことは, 前節で 1のカラー
のついた辺を含むグラフの特徴として述べたが, インタートワイナー空

間を含む場合に, 4.1, 4.2で述べた補正を行い, カラー 1を持つ辺を含む
$6j$-記号の関係式をチエックした上で, 厳密な意味での証明を与える必要
がある.

1のカラーのついた辺を無視できることが示せれば, これを利用して

輪で与えられるグラフにカラー 1のついた 3つの辺を書き加えることで,

4面体を作り, それに対応する 6j-記号の値をカラーの付いた輪の値と定
めれば, 2節で議論したように, ハンドル体に対してスカラー量が求まる.

4.4 種数の少ないハンドル身上のグラフとの関係式

2節でに議論したように, 種数 g と種数 g–l のハンドル体の表面の双
対グラフとの間の関係式が与えられれば, 最後には, 球面上の双対グラ

フを考えればよいことになる. 既に, 葉広はこの点についても関係式も
得られることを主張しているが, 3角形分割に基づく定義からこの関係
式の証明については, まだ得られていない.
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