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はじめに 複素平面上の互いに交わらない $m+1$ 個の解析的単純閉曲線 $\gamma 0,$ $\cdots$ , 7mで囲ま
れた領域を $D$とする。領域 $D$ 内に $k$ 個の相異なる点 $z_{1}$ , $z_{2}$ , $-\cdot\cdot,$ $z_{k}$ と各点 $z_{i}(i=1, \cdots , k)$

に対して、 $n_{i}$ 個の複素数免、 ($s=0,$ $\cdots$ , ni–l) を与え、 点 z’での Taylor 展開の最初
の $n_{i}$ 個の係数が $9s$ となるような $D$ で正則かつ $|f|\leq 1$ となる函数 $f$ が存在する為の

必要十分条件を求める問題について考える。 この問題を拡張された補間問題– extended

interpolation $\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{m}-$ と呼んでいる。

多重連結領域に対する Pick の補間問題 ($n_{i}=1$ の場合) については、 Abrahamse が

1979年に解の存在定理を与えているが (Abrahamse [1])、その手法をそのまま拡張された

場合にも適用することが出来る $($Takahashi $[17])_{\circ}n=n_{1}+\cdots+n_{k}$ とするとき、解の存在

は、周期を持った核函数と与えられたデータ $\{z_{i}\},.\{C_{is}\}$ に依存する沢山の $n\cross n$ Hermite
行列 $A_{\alpha}(\alpha\in\Lambda)$ の半済定値性で与えられるが、 この判定行列 $A_{\alpha}$の数をどの位迄少なく

できるかが、Abrahamse 以来の問題になっている。 この間へのアプローチの最初の段階
として、 $n=2$ の場合について考察する。

1 まず、 $m+1$ 重連結領域 $D$ に於ける拡張された補間問題の解の存在定理について述

べる。 固定された点 $z^{*}\in D$に対する� D $= \bigcup_{i=}^{m_{0}}\gamma_{i}$ 上の調和測度を伽とする。 これは

� D上に実数値連続函数 $u$ を与えたときの Dirichlet 問題の解 u-(Dでの調和函数) の 2*で

の値を表示する測度である。 即ち $\overline{u}(z_{*})=\int_{\partial D}ud\omega$ .

$T^{m}:=\{(\alpha_{1}, \cdots, \alpha_{m}) : |\alpha_{i}|=1(i=1, \cdots, m)\}$ を $\mathrm{m}$ 次元 torus とする。 $D$に $\gamma_{i}$上か

ら出発して \mbox{\boldmath $\gamma$}。上に終点を持つ互いに交わらない $m$ 個の analytic cuts $\delta_{i}(i=1, \cdots, m)$ を

入れ、 $Do=D \backslash (\bigcup_{i=1}^{m}\delta i)$ が単連結になるようにする。 $\alpha=(\alpha_{1}, \cdots, \alpha_{m})\in T^{m}$ に対し

て、 Dで定義された複素数値函数 fで、 $D_{0}$で正則、任意の $t\in\delta_{i}\cap D$に対して、 $\delta_{i}$の右か

ら $zarrow t$ のとき $f(z)arrow\alpha_{i}f(t)_{\text{、}}\delta_{i}$の左から $zarrow t$ のとき $f(z)arrow f(t)$ となる函数 $f$ の

全体を $H_{\alpha}(D)$ とし、

$H_{\alpha}^{2}:=$ { $f$ : $f\in H_{\alpha}(D),$ $|f|^{2}$が Dで調和な優函数を持つ}
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$H_{\alpha}^{\infty}:=$ { $f:f\in H_{\alpha}(D),$ $|f|$ は Dで有界}

とする。 $\alpha=(1, \cdots, 1)$ に対しては、 $H_{\alpha}^{2}$ はいわゆる Hardy 空間 $H^{2}$であり、 $H^{2}$の場合

と殆ど同様のことが、 $H_{\alpha}^{2}$でも成り立っている (Rudin [12], Widom [19])。
’ :

任意の $f\in H_{\alpha}^{2}$ は non-tangential limits $f^{*}(t)(\mathrm{a} .\mathrm{e}. t\in\partial D)$ を持ち、 $f^{*}\in L^{2}=$

$L^{2}$ ( $\partial D$ ,必) である。 $f$ と $f^{*}$を同–視することにより、 $H_{\alpha}^{2}$ は内積

$\langle f, g\rangle=\int_{\partial D}f^{*}\mathit{9}^{\overline{*}\omega}$
$(f_{\mathit{9}^{\in H_{\alpha}^{2}}},)$ .

を持つ Hilbert 空間となる。各点 $p\in D$に対し、 写像 $f\ovalbox{\tt\small REJECT}arrow f(P)$ は $H_{\alpha}^{2}$ 上の有界線形汎函

数となり、 Riesz の表現定理により $H_{\alpha}^{2}$ の核函数 $k_{\alpha}(z, \zeta)$ が存在する。 $k_{\alpha}(z, \zeta)$ は $(z,\overline{\zeta})$

に関して Do $\cross$ Doで正則であり、 次の性質を持っている。

$k_{\alpha}()\zeta)\in H_{\alpha}^{2}$ $(\zeta\in D)$ , $f(\zeta)=\langle f, k_{\alpha}(, \zeta)\rangle$ $(\forall f\in H_{\alpha}^{2}, \zeta\in D)$ ,

$k_{\alpha}(_{\mathcal{Z}}, \zeta)=\langle k_{\alpha}(, \zeta), k_{\alpha}(, z)\rangle=\overline{k_{\alpha}(\zeta,z)}$ $((z, \zeta)\in D\cross D)$ .

以上の準備のもとで、解の存在定理は次の様に表される。

$z_{1},$ $z_{2},$ $\cdots,$ $z_{k}$ を領域 $D$ 内の $k$ 個の相異なる点とし、各面 $z_{i}$ に $n_{i}$ 滴の複素数 ci$0,$ $\cdots 7$

$c_{ini^{-1}}$ が与えられているとし, 次の条件 $(*)$ を考える。

$(*)$
$f(z)=ni^{-} \sum Cis(_{\mathcal{Z}}-\mathcal{Z}i)^{s}+O((Z-z_{i})n_{i})1$ $(i=1, \cdots, k)$ .

$s=0$

各 $\alpha\in T^{m}$に対して、 上で定義した $k_{\alpha}(z, \zeta)$ の点匿, $z_{j}$ ) に於ける展開

$k_{\alpha}(z, \zeta)=\sum\infty a_{\text{、}^{}(\alpha)}t(_{\mathcal{Z}}-\mathcal{Z}_{i})^{\text{、}}\overline{(\zeta-\mathcal{Z}j)}^{t}$

$\text{、}.t=0$

の係数 $a_{st}$
$(0\leq s\leq n_{i}-l, 0\leq t\leq n_{j}-1)$ 及び $c_{i\text{、}}(0\leq s\leq n_{i}-l)$ を用いて次の行列

を定義する。

$\Gamma_{ij}^{(\alpha)}=$ , $C_{i}=$ ,

$\Gamma_{\alpha}=$ , $C=$ ,
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$A_{\alpha}=\Gamma_{\alpha}-C\cdot\Gamma_{\alpha}\cdot C^{*}$ $(C^{*}’=^{t}\overline{C})$ .

定理 1 (a) 条件
:

$(*)$ を満たす Dで正則、 かつ $|f|\leq 1$ である函数 $f$ が存在する為の
必要十分条件は、任意の $\alpha\in T^{m}$ に対して $A_{\alpha}\geq 0$ となることである。

(b) 解が–意的である為の必要十分条件は、 ある $\alpha\in T^{m}$に対して $\det A_{\alpha}=0$ となる

ことである (Abrahamse [1]) Takah$hi [17] $)$
。

上の定理は特別な場合として、 $\mathrm{m}=0$ の場合即ち $D$ が単位円の場合を含んでいる。 こ

のときは 1つの核函数 $k(z, \zeta)$ のみであり、 $z^{*}=0$ とした調和測度に対して、 $k(z, \zeta)=$

$1/(1-z\overline{\zeta})$ である。

2 Abrahamse は論文 [1] の終わりに次の様な例とコメントを与えている。
$\alpha=(1, \cdots, 1)$ に対する核函数 $k_{\alpha}(z, \zeta)$ を $k(z, \zeta)$ と表す。即ちこれは Szeg6の核函数

であり, $k(z_{1,\mathit{2}}\mathcal{Z})=0$ となる点 $z_{1}$ , z2\in Dが存在する (Bergman [3])。この直な点 $z_{1},$ $z_{\mathit{2}}$ と

値 $w_{1},$ $w_{\mathit{2}}$ を与え補間問題を考えると、対応する判定行列は

となる。 $k(z_{1}, z_{1})>0,$ $k(z_{2}, z_{2})>0$ より、 $|w_{1}|\leq 1,$ $|w_{\mathit{2}}|\leq 1$ のとき、かつそのときに限

りこの行列は非負である。明らかにこの条件は、$f(z_{1})=w1,$ $f(z2)=w_{\mathit{2}},$ $|f|\leq 1$ を満たす
$D$での正則函数 fが存在する為の必要十分条件にはなり得ない (例えば、 $w_{1}=0,$ $w_{\mathit{2}}=1$

のとき)。 この例は、 単位円の場合のときの様に Szeg6核のみを考えるのでは不十分であ
ることを示している。

それでは、 どの様な部分集合 $\Lambda_{0}\subset\Lambda=T^{m}$ に対して、 定理 1を成り立たせることが
可能なのか ?The author conjectures that density of $\Lambda_{0}$ in A is needed; if $\Lambda_{0}$ onfits a
non-empty open subset of $\Lambda$ , then theorem fails. $-\text{と_{}0}$

$n=2$ の場合は、 この conjecture に反して、 Ao を唯–点から成る集合とすることが
できる。 以下そのことについて述べる。

3 D上の有界な多価正則函数についての最大値の原理を準備する。
$\mathcal{B}:=$ { $f$ : Dで正則かつ $|f|\leq 1$ }, $B_{\alpha}:=\{f : f\in H_{\alpha}^{\infty}, |f|\leq 1\}$ $(\alpha\in T^{m})$

とおく。 $p\in D$ を極に持つ Dの Green 函数を $g(z;p)$ とし、 調和函数んに対して、その

共役調和函数を $*h$ で表すことにする。
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$z_{1},$ $\cdots,$ $z_{r}$ を領域 $D$ の点列とするとき、函数

$B(z)= \exp[-\sum_{i=1}^{r}g(z;\mathcal{Z}_{i})-i*(_{i=1}\sum^{r}g(z;z_{i}))]$

を Dでの $\{z_{1}, \cdots, z_{r}\}$ に関する $r$ 次の Blaschke product という o $B$ は $\{z_{i}\}_{i}^{\Gamma}=1$ を丁度

その零点に持つ $|B|$ が–価な多価函数であるが、Doでの–価な分枝を考えるとそれ等は
ある $\mathcal{B}_{\alpha}(\alpha\in T^{m})$ に属している。 $B$ の周期は $\alpha$ であるといい、今後 $B$ を $B_{\alpha}$ の要素と

みなし、 適当に–価な分枝をとったものとする。 $|\lambda|=1$ となる $\lambda\in \mathbb{C}$ に対して、 $\lambda B$ も

又 Blaschke product と呼ぶことにする。

点 p\in D及び $\alpha\in T^{m}$ に対し

$m(p, \alpha)$ $:= \sup\{|f(p)| : f\in B\alpha\}$

と定義する。 $\alpha_{0}=(1, \cdots, 1)$ とすると、 任意の $p\in D$ に対して、 $m(p, \alpha_{0})=1$ であり、

任意の $p\in D$ と $\alpha\in T^{m}$ に対して $0\leq m(p, \alpha)\leq 1$ である $\circ$

定理 2 任意の $p\in D$ 及び $\alpha\in T^{m}$ に対して、 $\mathcal{B}_{\alpha}^{\mathit{2}}$ のなかに $F(p)=m(P, \alpha)$ を満たす

函数 F が唯–つ存在し、それは高々 $m$ 次の Blaschke product である。 従って、 その零

点を $z_{1},$ $\cdots,$ $z_{r}(r\leq m)$ とすると、

$m(p, \alpha)=\exp[-\sum_{i=1}^{r}g(z_{i}; p)]$

と表される (Widom [19], [20], cf. Fisher [4])。

4 点 $z_{0}\in D$ のみを零点とする Blaschke product を $B(.’ z_{0})$ とし、 $B(, z_{0})$ の周期

を $\alpha(z_{0})$ と表すことにする。 $f\in B$ に対して、 $(f-f(z_{0}))/(1-\overline{f(\mathcal{Z}0)}f)\in\beta$ であり、 あ

る $g\in \mathcal{B}_{\alpha()}-1z_{0}$ が存在して

$\frac{f-f(_{\mathcal{Z}_{0}})}{1-\overline{f(\mathcal{Z}0)}f}=B(, z_{0})g$

と表される。 前節 3の定義より、 $|g(z)|\leq m(z, \alpha(z_{0})^{-1})(\forall z\in D)$ であるから、

(1) $| \frac{f(z)-f(Z0)}{1-\overline{f(Z_{0})}f(\mathcal{Z})}|\leq\exp[-g(z;\mathcal{Z}_{0})]m(z, \alpha(\mathcal{Z}_{0})^{-1})$ $(z, z_{0}$

.
$\in D)$

が成り立つ。 これは、 Dが単位円の場合は Schwarz-Pick の補題の不等式

$| \frac{f(z)-f(z\mathrm{o})}{1-\overline{f(z0)}f(\mathcal{Z})}|\leq|\frac{z-z_{0}}{1-\overline{z_{0^{\mathcal{Z}}}}}|$
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に相当している。

$D$ 内の 2点 $z_{1},$ $z_{\mathit{2}}$ をとる。 $f\in B$ に対して、 (1) より

(2) $| \frac{f(z_{1})-f(z_{\mathit{2}})}{1-\overline{f(_{\mathcal{Z}_{\mathit{2}})f}}(z_{1})}|\leq\exp[-g(z_{1;\mathcal{Z}_{2})}]m(_{Z}1, \alpha(\mathcal{Z}_{\mathit{2}})-1)$ ,

$z_{1}$ と $z_{\mathit{2}}$を入れ換えて、

$| \frac{f(\mathcal{Z}_{\mathit{2}})-f(\mathcal{Z}_{1})}{1-\overline{f(\mathcal{Z}_{1})}f(z_{\mathit{2}})}|\leq\exp[-g(\mathcal{Z}_{2}; \mathcal{Z}1)]m(_{\mathcal{Z}}\mathit{2}, \alpha(\mathcal{Z}_{1})-1)$

が成り立つ。 $m(z_{\mathit{2}}, \alpha(Z1)-1)=m(\mathcal{Z}_{1}, \alpha(z_{\mathit{2}})^{-1})$ を示す。 $z_{1}=z_{\mathit{2}}$ のときは明らかであるか
ら、 $z_{1}\neq z_{\mathit{2}}$ とし、 次の極値函数を定義する。

$F_{1}:=B(, z_{1})B_{1}$ , .$\cdot$ ここで $B_{1}\in\beta_{\alpha(z_{1}}$ ) $-1$ $\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $B_{1}(z_{\mathit{2}})=m(z_{\mathit{2}}, \alpha(_{\mathcal{Z}_{1}})-1)$ .

定理 2より $B_{1}$ は高々 $m$ 次の Blaschke product であるが、 $F_{1}\in B$ であることより、 丁
度 $m$ 次の Bl$chke product でなければならず、 $F_{1}$ は $m+1$ 次の Blaschke product で
あることがわかる。

$F_{1}(\mathcal{Z}_{1})=0$ , $F_{1}(z_{2})=B(\mathcal{Z}_{\mathit{2}}, \mathcal{Z}_{1})m(_{\mathcal{Z}_{2}}, \alpha(\mathcal{Z}_{1})-1)$

となり、 (2) の式に当てはめると、 $z_{1}\neq z_{\mathit{2}}$ であるから、

$m(_{\mathcal{Z}_{2}\alpha},(_{\mathcal{Z}_{1}})-1)\leq m(z_{1}, \alpha(\mathcal{Z}_{\mathit{2}})-1)$

がいえる。 同様にして、

$F_{2}:=B(, \mathcal{Z}_{\mathit{2}})B_{2}$ , ここで $B_{2}\in \mathcal{B}_{\alpha(z_{2}}$ ) $-1$ , $\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $B_{\mathit{2}}(\mathcal{Z}_{1})=m(z1, \alpha(\mathcal{Z}_{2})^{-1})$

$F_{2}(\mathcal{Z}_{2})=0$ , ‘

$F_{\mathit{2}}(z_{1})=B(\mathcal{Z}_{1}, \mathcal{Z}2)m(_{\mathcal{Z}_{1}}, \alpha(\mathcal{Z}_{2})-1)$ ,

$m(_{\mathcal{Z}_{1}}, \alpha(_{\mathcal{Z}_{\mathit{2}}})-1)\leq m(\mathcal{Z}_{\mathit{2}}, \alpha(_{Z_{1}})-1)$ ,

従って $m(z1, \alpha(Z\mathit{2})-1)=m(\mathcal{Z}2, \alpha(z_{1})^{-1})$ 力城り立っ。 $\{z_{1}, z_{\mathit{2}}\}$ にょって決まる数として
これを $M(z_{1} , z_{\mathit{2}})$ と表すことにする。極値函数につぃて次のことがいえる。

$z_{1}\neq z_{2}$ となる $D$ 内の 2点 $z_{1},$ $z_{2}$ に対して、 $F(z_{1})=0$ となる函数 $F\in B$ のう
ち $|F(z_{2})|$ を最大にするものは回転を除いて唯–つ決まる。それは $m+1$ 次の Blaschke
product であり、 その最大値は $\exp[-g(\mathcal{Z}_{1;z}2)]M(Z_{1} , z_{\mathit{2}})$ である。
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5. ユ $=2$ の場合の拡張された補間問題について考える。 i) $k=2$ , $n_{1}=n_{\mathit{2}}=1$ と

ii) $k=1,$ $n_{1}=2$ の 2つの場合が考えられる。

i) の場合。 領域 $D$ 内の相異なる 2点 $z_{1},$ $z_{2}$ と値 $w_{1},$
$w_{\mathit{2}}\in \mathbb{C}$ を与える。定理 1より

(3) $f(z_{1})=w_{1}$ , $f(z_{\mathit{2}})=w_{2}$

となる $f\in \mathcal{B}$ が存在する為の必要十分条件は

(4) $A_{\alpha}=\geq 0$ $(\forall\alpha\in T^{m})$

となることである。

いま、 $w_{1}=0,$ $w_{2}=B(z\mathit{2}, \mathcal{Z}1)M(Z1, z2)$ とする。 このときは前節 4でみたように、 $F_{1}$

が唯–つの解となる。従って、 ここで

$\exp[-g(\mathcal{Z}1, \mathcal{Z}_{2})]M(z1, Z_{2})=^{c(}\mathcal{Z}_{1},$ $z_{2})$

とおくと、 $A_{\alpha}$ の行列式口\alpha | について、 任意の $\alpha\in T^{m}$ に対して、

(5)

$k_{\alpha}(z_{1,1}.z)$ $k_{\alpha}(z_{1,\mathit{2}}z)$

$k_{\alpha}(z_{2}, z_{1})$ $(1-C(z1, Z2)\mathit{2})k_{\alpha}(\mathcal{Z}_{2}, z_{2})$

$\geq 0$ ,

ある $\alpha_{0}\in T^{m}$ に対して、

(6) $=0$
が成り立っている。 $k_{\alpha}$ $(z_{1} , z_{1})>0,$ $k_{\alpha}(\mathcal{Z}_{2}, \mathcal{Z}\mathit{2})>0$ であるから、

$K_{\alpha}(z_{1}, \mathcal{Z}_{2})=\frac{k_{\alpha}(z1,Z1)k_{\alpha}(\mathcal{Z}2\mathcal{Z}2)-k_{\alpha}(_{\mathcal{Z}}1Z2)k_{\alpha}(_{Z}\mathit{2},\mathcal{Z}1)}{k_{\alpha}(z_{1,1}Z)k_{\alpha}(_{Z_{2}},z_{2})},$

,

とおき、 (5),(6) を計算すると、

(7) $C(\mathcal{Z}1, Z\mathit{2})2=K(\alpha_{0}z1, \mathcal{Z}2)\leq K(\alpha z1, Z\mathit{2})$ $(\forall\alpha\in T^{m})$

が成り立つ。
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最初の補間問題 (3) に戻って、 (4) より

$|A_{\alpha}|=(1-|w_{1}|^{\mathit{2}})(1-|w_{2}|^{\mathit{2}})k_{\alpha}(z1, \mathcal{Z}1)k_{\alpha}(z2, \mathcal{Z}2)-|1-w1\overline{w2}|\mathit{2}k_{\alpha}(z_{1}, \mathcal{Z}2)k_{\alpha}(_{\mathcal{Z}_{\mathit{2}}}, z_{1})$ .

(7) より、 $|A_{\alpha_{\text{。}}}|\geq 0$ ならば $|A_{\alpha}|\geq 0(\forall\alpha\in T^{m})$ がいえる。 また、 $A_{\alpha_{\text{。}}}\geq 0$ とすると、

$(1-|w_{1}|^{2})k_{\alpha\text{。}}(z_{1})\mathcal{Z}1)\geq 0,$ $(1-|w_{2}|^{\mathit{2}})k_{\alpha_{\text{。}}}(z_{\mathit{2}}, z_{\mathit{2}})\geq 0$, 従って $|w_{1}|\leq 1,$ $|w_{\mathit{2}}|\leq 1$ である

ので、

$A_{\alpha\text{。}}\geq 0$ $\Rightarrow$ $A_{\alpha}\geq 0$ $(\forall\alpha\in\tau^{m})$

が成り立ち、 次の定理を得る。

定理 3 領域 $D$ 内の相異なる 2点 $z_{1},$ $z_{2}$ に対して、 ある $\alpha_{0}\in T^{m}$ が存在し次が成り

立つ。 $w_{1},$
$w_{\mathit{2}}\in \mathbb{C}$ に対して、

$f(z_{1})=w_{1}$ , $f(z_{\mathit{2}})=w_{\mathit{2}}$

となる $f\in B$ が存在する為の必要十分条件は

$A_{\alpha_{0}}=\geq 0$

となることである。

上の定理 3より次のことがわかる。 (4) に於いて $w_{\mathit{2}}$ を変数と見なし、 $|A_{\alpha}|\geq 0$ を計

算すると、

$\Gamma_{\alpha}=\{w_{2} : |A_{\alpha}|\geq 0\}$

は単位円内の非退化な民心となり、 $\Gamma_{\alpha_{0}}\subset\Gamma_{\alpha}(\forall\alpha\in T^{m})$ であり、

$\Gamma_{\alpha_{0}}=\{f(z_{\mathit{2}}):f(z_{1})=w_{1}, f\in B\}$ .

ii) の場合。 1点 $z_{1}\in D$ と 2つの複素数 $\{c_{0}, c_{1}\}$ を与える。定理 1より、 点 $z_{1}$ で

(8) $f(z)=c0+c_{1}(z-z_{1})+\cdots\cdots$

と表される $f\in B$ の存在する為の必要十分条件は、 $k_{\alpha}(z, \zeta)$ の $(z_{1}, z_{1})$ での展開を

$k_{\alpha}(z, \zeta)=\sum\infty a_{St}^{(\alpha)}(z-\mathcal{Z}1)^{\text{、}}\overline{(\zeta-\mathcal{Z}_{1})}^{t}$

$s.t=0$
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とするとき、

(9) $A_{\alpha}=-$ $\geq 0$ $(\forall\alpha\in\tau^{m})$

となることである。

i) の場合と比べて、計算が少し複雑になるので、 $c_{0}=0$ の場合について考える。函数

の M\"obius 変換によって判定行列の rank 及び半正定値性は不変であるから、 このこと

は–般性を失わない。簡略に述べると次の様なことである。

$f$ の M\"obius 変換を

$g= \frac{f-c_{0}}{1-\overline{c\mathit{0}}f}$

とおくと、 $f$ の係数 $\{c_{0}, c_{1}\}$ に対して $g$ には別の係数 $\{0, c_{1}’\}$ が対応している。 $\{0, c_{1}’\}$

に対する判定行列を $A_{\alpha}’$ とするとき、 上の M\"obius 変換によって決まるある正則行列 $N$

が存在し、

$A_{\alpha}’=N\cdot A\cdot N^{*}\alpha$

と表される (Takah$hi $[15],[17]$ ) 。

$c_{0}=0$ として、 (9) を計算すると、

$A_{\alpha}=$ .

次の極値函数を定義する。

$F:=B(, z_{1})\overline{B}$ , ここで $\overline{B}\in B_{\alpha(z_{1})}-1\mathrm{s}.\mathrm{t}.\overline{B}(z_{1})=m(Z_{1}, \alpha(z_{1})^{-1})=M(z_{1}, z_{1})$ .

$F(z_{1})=0,$ $F’(z1)=B’(z1, Z1)M(z1, Z1)$ となり、 $F$ はいわゆる Ahlfors 函数である。

$c_{0}=0,$ $c_{1}=B’(z1, \mathcal{Z}1)M(\mathcal{Z}1, z1)$ としたとき、 $F$はその–意的な解であるから、

$|B’(Z_{1}, \mathcal{Z}_{1})|M(\mathcal{Z}_{1}, \mathcal{Z}_{1})=\overline{C}(z1, \mathcal{Z}1)$ ,

$\overline{K}_{\alpha}(z_{1}, z_{1})=\frac{a_{00}^{()}a_{11}-\alpha(\alpha)(\alpha)_{a}a_{0}11(\alpha)\mathit{0}}{(a_{00}^{(\alpha)})2}$

とおき i) の場合と同様に計算すると、 ある $\alpha_{0}\in T^{m}$ が存在して、

$\overline{C}(z_{1}, \mathcal{Z}_{1})2=\overline{K}\alpha 0(\mathcal{Z}_{1}, z_{1})\leq\overline{K}_{\alpha}(z_{1}, z_{1})$ $(\forall\alpha\in\tau^{m})$ ,
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また $-\overline{C}(z_{1}, \mathcal{Z}_{1})2a00(\alpha)+a_{11}^{(\alpha)}\geq 0(\forall\alpha\in T^{m})$ となることがわかる。

(10) より、

$|A_{\alpha}|=(a_{0\mathit{0}}^{(\alpha)})\mathit{2}[\overline{K}_{\alpha}(z_{1,1}\mathcal{Z})-|_{C_{1}}|^{\mathit{2}}]$ .

であり、 $|A_{\alpha_{\text{。}}}|.\geq.0$ のとき $|c_{1}|^{2}.\underline{<}\overline{K}_{\alpha_{\text{。}}}$ $(z_{1}, z_{1})=\overline{C}(\mathcal{Z}1, z1)^{2}$ であるから

$A_{\alpha_{0}}\geq 0$ $\Rightarrow$ $A_{\alpha}\geq 0$ $(\forall\alpha\in\tau^{m})$

が成り立ち、 次の定理を得る。

定理 4 $D$ 内の–点 $z_{1}$ とそこでの次数 2に対して、 ある $\alpha_{0}\in T^{m}$ が存在して次が成
り立つ。 2つの複素数 $\{c_{0}, c_{1}\}$ を与えたとき、点 $z_{1}$ での展開が

$f(z)=c_{0}+C_{1}(z-\mathcal{Z}1)+\cdots\cdots$

となる $f\in B$ が存在する為の必要十分条件は

$A_{\alpha_{0}}=-[^{\overline{c_{0}}}$ $\overline{\overline{c_{0}}c_{1}}]\geq 0$

となることである。
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