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Introduction

平均曲率一定曲面が随伴族をもつことは, 1867年の Bonnet の仕事 [4]

にまで遡ることができる. 彼のこの仕事に因んで, 3次元空間形内の曲面

で, 平均曲率を保ったまま等長的に変形できるものは, 現在, ボンネ曲面

とよばれている. ただし, 変形といった場合, 空間形の等長変換の合成に

よって得られる自明なものは除外して考え, また, 曲面は十分滑らかで麟

点をもたないとする.

ボンネ曲面に関する研究は現在に至るまで非常に多くなされている. (例

えば, [1, 2, 5, 6, 7, 13, 14] 等を見よ) 特に, 定曲率のボンネ曲面について

は, 以下に述べるような事実から期待されるように, 一般の場合よりも具

体的な記述が可能であると思われる.

まず, Cartan [5] はその論文の中で, タイプ $\mathrm{C}$ に属するボンネ曲面のう

ち特別なものについて詳しく調べているが, その曲面は現在カルタン錐

([2, 3]) とよばれる, コ^一クリッド空間 $\mathrm{E}^{3}$ 内の対数螺線上の柱面の変形に

よってえられる平坦なものである. Roussos [13] は $\mathrm{E}^{3}$ 内の平均曲率が

定でない平坦なボンネ曲面はカルタン錐か又は, 特定の測地的曲率をもつ

球面曲線と原点とを結んでできる錐面の変形によってえられるものに限

ることを示した. また, Colares-Kenmotsu [7] は $\mathrm{E}^{3}$ 内の定曲率ボンネ曲面
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は平坦であることを示し, Roussos と同様の結果を得た. 更に, Takeuchi

[14] 及び, Chen-Li [6] は定曲率 $c$ の空間形内のボンネ曲面が定曲率 $K$ を

もつならば, $K$ は $c$ か $0$ であることを示し, 同じ論文の中で Takeuchi は

$K=c<0$ の場合の第 1及び, 第 2基本形式を計算した.

ここでは, 上に述べた結果を拡張し, 定曲率ボンネ曲面が 2次元空間形

内の特定の測地的曲率をもつ曲線によって parametrize されることを示す.

1 Preliminaries

$n=2,3,$ $c=\pm 1,0$ に対し, $\mathfrak{M}^{n}(c)$ を定曲率 $c$ の単連結完備 $n$ 次元空間形

とする. $m=2,3,4,$ $\nu=\pm 1,$ $a=(a_{1}, \cdots, a_{m}),$ $b=(b_{1}, \cdots, b_{m})\in \mathrm{R}^{m}\mathrm{Y}arrowarrow$

対し, $\mathrm{R}^{m}$ 上の内積 $\langle$ , $\rangle_{m,\nu}$ を

$\langle a, b\rangle_{m,\mathcal{U}}=\iota \text{ノ}a_{1}b1+\sum a_{k}b_{k}km=2$

によって定めると, $\mathfrak{M}^{n}(c)$ は次のように表される.

$\mathfrak{M}^{n}(1)=Sn=\{p\in \mathrm{R}^{n+1}; \langle p)p\rangle_{n}+1,1=1\}$ ; $n$ 次元球面

$\mathfrak{M}^{n}(-1)=Hn=\{p\in \mathrm{R}^{n+1}; \langle p,p\rangle n+1,-1=-1\}$ の連結成分;

$n$ 次元双曲型空間形

B寡 (0) $=\mathrm{E}^{n}=(\mathrm{R}^{n})$ $\langle$ , $\rangle_{n,1});n$ 次元ユークリッド空間

以下, 簡単のため $\langle$ , $\rangle_{4,1}=$ $\langle$ , $\rangle_{1}$ , $\langle$ , $\rangle_{4,-1}=$ $\langle$ , $\rangle_{-1)}\langle)\rangle_{3,1}=$ $\langle$ , $\rangle_{0_{\rangle}}$

$\langle, \rangle_{2,1}=\langle)\rangle$ とおく.

$\mathfrak{U}l^{3}(c)$ 内の曲面は, リーマン面 $M$ から $\mathfrak{U}l^{3}(c)$ への共形的はめ込み $F$ :

$Marrow \mathfrak{U}\mathrm{t}^{3}(c)$ として表される. このとき, $F$ に対するガウスコダッチの
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方程式は

である. ただし, $z$ は $M$ の局所正則座標, Cdzd2は $M$ の誘導計量, $K$ は

$F$ の曲率で, $N$ を $F$ の単位法線ベクトルとしたとき, $H,$ $Q$ は $\langle F_{z\overline{z}}, N\rangle$

。
$=$

$\frac{1}{2}He^{u},$ $\langle F_{zz}, N\rangle c=Q$ によって定められる. $H,$ $Qdz^{2}$ はそれぞれ $F$ の平均

曲率及び, ホップ微分である.

Proposition (Graustein, Raffy [10, 12]) $F:Marrow \mathfrak{U}\mathrm{t}^{3}(c)$がボンネ

曲面であることと次の (1), (2) は同値.

(1) $F$ は isothermic 即ち, $Q$ は適当な局所正則座標に関して実数値と
なる.

(2) $\frac{1}{Q}$ はその座標に関して調和. ($F$ は膀点をもたないと仮定しているの

で, $Q\neq 0$ であることに注意.)

Definition. Proposition で与えられる座標を isothermic coordinate と

よぶ.

2Bonnet surfaces with flat extrinsic
curvature

Introduction で述べたように, $\mathfrak{U}t^{3}(c)$ 内のボンネ曲面が定曲率 $K$ をもっ

とすると, $K=c$ 又は, $0$ となる. ここでは, $c=\pm 1$ として, $\mathfrak{M}^{3}(c)$ 内の

定曲率 $c$ のボンネ曲面 $F$ についてしらべる. $z=x+\sqrt{-1}y$ を isothermic

coordinate とし, $Q= \frac{1}{2}q$ とおくと $(\mathrm{G}\mathrm{C})_{c}$ は次と同値である.
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簡単のため $q=e^{u}H$ の場合のみを考えると,

$\frac{q_{z}-q_{\overline{z}}}{q}=u_{z}$

となるから, $u$ は $y$ のみの関数である. 従って,

$\frac{1}{q}=f(x)e^{-}\frac{1}{2}u$

となる. ただし, $f$ は $x$ の実数値関数である. また, 曲率の条件, 及び,

Proposition の (2) より,

$\frac{d^{2}u}{dy^{2}}+2ce^{u}=0$

$\frac{d^{2}f}{dx^{2}}+\{ce^{u}+\frac{1}{4}(\frac{du}{dy})^{2}\}f=0$

となる. 最後の 2式を解いて, $q=-e^{u}H$ の場合も合わせると次をえる.

Lemma 1

$(u, q, H)=(u(\eta),$ $\frac{e^{\frac{1}{2}u(\eta)}}{f(\xi)},$ $\frac{\epsilon e^{-u(\eta)}\frac{1}{2}}{f(\xi)}\mathrm{I}$

$c=1$ のとき

$(u, f)=( \log\frac{\alpha^{2}}{\cosh^{2}(\alpha\eta+\beta)},$ $C1\cos\alpha\xi+c_{2}\sin\alpha\xi \mathrm{I}$

$c=-1$ のとき

$(u, f)=1^{(}$
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ただし, $(\eta, \xi, \epsilon)=(x, y, -1)$ 又は, $(y, x, 1),$ $\alpha>0,$ $\beta\in \mathrm{R},$ $(C_{1}, C_{2})\in$

$\mathrm{R}^{2}\backslash \{0\}$ である.

Lemma 1よりガウスワインガルテンの方程式は次のようになる.

$c=1$ のときのみ, これを実際に解いてみる. まず, 第 1式より,

$F= \frac{A+B\sinh(\alpha\eta+\beta)}{\cosh(\alpha\eta+\beta)}$

となる. ただし, $A,$ $B$ は $\mathrm{R}^{4}$ に値をとる $\xi$ の関数であるが, 第 2式より, $B$

は定数となる. 更に, $\langle F, F\rangle_{1}=1,$ $\langle F_{\xi}, F_{\xi}\rangle_{1}=e^{u}$ より,

$\langle A, A\rangle_{1}=\langle B, B\rangle_{1}=1,$ $\langle A, B\rangle_{1}=0_{\rangle}\langle\frac{dA}{d\xi},$ $\frac{dA}{d\xi}\rangle_{1}=\alpha^{2}$

となるので, $S^{3}$ の等長変換を合成することにより, $B=(1,0,0, \mathrm{o})$ として

よい. このとき, $A$ は $S^{2}$ 内の曲線とみなせ, 第 3式より,

$\frac{d^{2}A}{d\xi^{2}}+\alpha^{2}A=\frac{2}{C_{1}\cos\alpha\xi+C_{2}\sin\alpha\xi}A\mathrm{x}\frac{dA}{d\xi}$

となる. ただし, $A \cross\frac{dA}{d\xi}$ は $A$ と $\frac{dA}{d\xi}$ とのベクトル積である. $c=-1$ のとき

も同様の計算を行うことにより次をえる.

Theorem 1

$c=1$ のとき

$F= \frac{A_{1}+B_{1}\sinh(\alpha\eta+\beta)}{\cosh(\alpha\eta+\beta)}$
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$c=-1$ のとき

$F=\{^{\frac{A_{1}+B_{1}\cosh(\alpha\eta+\beta)}{\frac{A_{-1}+B-1\sin(\sinh(\alpha\eta+\alpha\eta\beta)+\beta)}{\frac{A_{0}+\frac{\mathrm{l}}{2}\cos B_{0}(\alpha\eta+\beta(\eta+\beta))_{2}}{\eta+\beta}}}}$

ただし,

$\{_{B_{1}=P}^{A_{1}P()}=(10,0, 00\gamma_{1}(\alpha)\xi)))$

$\{_{B_{0}P}^{A_{0}}=P(_{1}=(,\frac{\langle\gamma_{0}(\xi),\gamma 0(\xi)\rangle+1}{1,0,0)2},’\frac{\langle\gamma_{0}(\xi),\gamma 0(\xi)\rangle-1}{2}, \gamma_{0}(\xi))$

$P$ は鋤 3(C) の等長変換, $\gamma_{c’}(t)$ は測地的曲率が

$1^{\frac{2}{\frac{C_{1}\cos_{2}t+c_{2}}{\frac{C_{1}e_{2}^{t}+}{C_{1}t+c_{2}}C_{2}e^{-t}}\sin t}}$
$d=c’=-1d=01$

であたえられる, $\mathfrak{M}^{2}(d)$ 内の単位速度をもつ曲線である.

3Harmonic inverse mean curvature
surfaces

平坦なボンネ曲面について調べるために, ここでは, harmonic inverse mean

curvature surface (単に HIMC surface と書く) とよばれるものについて

必要な事実のみを述べる.

1次元リーマン多様体為を

$I_{c}=$ $c=0,1c=-1$ $g_{c}= \frac{1}{(1+cs^{2})2}ds^{2}$
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で定める.

Definition $F$ : $Marrow \mathfrak{U}^{3}(c)$ が HHHIMC surface であるとは, $\varphi=\frac{1}{H}$ :

M\rightarrow I。が調和) 即ち,

$\varphi=$
となることをいう. ただし, $h$ は $M$上の正則関数である. $($

以下,

$C_{h,c}= \{H=\frac{|h|^{2}-c}{\sqrt{-1}(h-\overline{h})}$ となる $\Re \mathrm{t}^{3}(c)$ 内の HIMC surface $\text{全体}\}$

とおく. 次の Lemma は Lawson [11] による異なる空間形内の平均曲率–

定曲面の間の対応をあたえる, Lawson 対応とよばれるものの–般化とい

える.

Lemma 2(Lawson 対応) $M$ が単連結とすると, $C_{h,1}\cong C_{h,-1}\cong C_{h,0}$ .

この対応で平坦あるいは, isothermic といった性質は不変.

証明 $H= \frac{|h|^{2}-c}{\sqrt{-1}(h-\overline{h})}(c=\pm 1)$ として, $(u, Q)$ を $(\mathrm{G}\mathrm{C})_{c}$ の解とする.

$e^{u’}=| \frac{h^{2}-c}{h^{2}}|^{2}e^{u}$ , $Q’= \frac{h^{2}-c}{h^{2}}Q$

とおくと, $(u’, Q’)$ は $H= \frac{|h|^{2}}{\sqrt{-1}(h-\overline{h})}$ のときの $(\mathrm{G}\mathrm{C})_{0}$ の解となる.
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4 Flat Bonnet surfaces

最後に平坦なボンネ曲面について述べる. $F:Marrow \mathfrak{M}^{3}(c)$ を平坦なボン

ネ曲面とし, \S 2と同様の記号を用いるど $(\mathrm{G}\mathrm{C})_{c}$ は次と同値となる.

よって,

$\frac{q_{z}}{q}=u_{z}+\frac{HH_{z}}{H^{2}+c}$

ここで, $u$ 及び) $\frac{1}{q}$ は isothermic coordinate に関して調和だから,

$\frac{|H_{z}|^{2}}{H^{2}+c}=(\frac{HH_{z}}{H^{2}+c})_{\overline{z}}$

となる. 従って, $F$ は $H^{2}+C>0$ となる HIMC surface である.

Theorem 2 平坦なボンネ曲面は平坦な isothermic HIMC surface と $-$

致する. $S^{3}$ 又は, $H^{3}$ 内の平坦なボンネ曲面は $\mathrm{E}^{3}$ 内の平坦なボンネ曲面

から Lawson 対応によってえられる.
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