
Nonlinear Grassmann Sigma Model in Any
Dimension and An Infinite Number of

Conserved Currents その 1

早稲田大学理工学研究科 鈴木達夫 (Tatsuo Suzuki) *

概要

Nonlinear sigma model の運動方程式に, ある条件を付加するこ
とで, 無限個の保存カレントを持つ model が構成できる. それを元
の model の submodel と呼ぶ. 我々は Nonlinear Grassmann sigma
model の submodel を定義し, その無限個の保存カレントを具体的
に求める研究を行った. この研究は, 藤井-幸氏, 本間泰史氏との
共同のものであるので [1], [2], 我々の研究の理論構成は本間泰史氏
の (その 2) に譲り, 本稿ではまず, 我々の研究のきっかけとなっ
た O.Alvarez, $\mathrm{L}.\mathrm{A}$ Ferreira and $\mathrm{J}.\mathrm{S}$ .Guillen (AFG) の method の説
明をし, その 1つの適用例である $(1+2)$ 次元 $CP^{1}$ -model と $(1+2)$

次元 $CP^{1}$ -submodel について述べる. それに関連して, $(1+m)$ 次
元 $CP^{1}$ -submodel の保存カレントについて, その後の我々の研究か
らわかったことについても触れる.

1 (AFG) のmethod

O.Alvarez , $\mathrm{L}.\mathrm{A}$ .Ferreira and $\mathrm{J}.\mathrm{S}$ .Guillen(AFG) は [3] において, 高次元

可積分系への新しいアプローチを試みた. ここでは, そこに述べられて

いる AFG の method を, 必要最小限に絞って説明することにする.
$M=M^{1+2}$ を $(1+2)$ 次元 Minkowski 空間, $\hat{\mathrm{g}}$ を Lie algebra とする. $M$

上 $\hat{\mathrm{g}}$ に値を持つ connection form $A_{\mu}$ と $\hat{\mathrm{g}}$ に値を持つ anti-symmetric tensor
$B_{\mu\nu}$ を考える. これらに対し, その曲率と, $A_{\mu}$ に関する共変微分を定義
しておく.

$F_{\mu\nu}\equiv\partial_{\mu}A_{\nu}$ –\partial \nu A\mu +[A\mu ’A\iota ノ], (1.1)
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$D_{\mu}\tilde{B}^{\mu}\equiv\partial_{\mu}\tilde{B}\mu+[A\tilde{B}\mu]\mu$

” (1.2)

ここで,

$\tilde{B}^{\mu}\equiv\frac{1}{2}\epsilon^{\mu\nu\lambda}B_{\nu\lambda}$ , $\epsilon^{012}=1=-\epsilon_{012}$ . (1.3)

まず次の仮定をお $<$ .

gハ = 佳 \oplus p, (14)

ここで佳は semisimple Lie subalgebra, $\mathfrak{p}$ は $\hat{\mathrm{g}}$ の abelian ideal とする. [3]
に従って, local integrability condition を定義する.

定義 1.1 (local integrability condition $(\mathrm{L}\mathrm{I}\mathrm{c})$ )

$A_{\mu}\in \mathrm{g}$ , $B_{\mu\nu}\in \mathfrak{p}$ , (1.5)

$\dot{F}_{\mu\nu}=0$ , $D_{\mu}\tilde{B}^{\mu}.=0$ . (1.6)

次に, 与えられた Lie algebra $\mathrm{g}$ に対し, $\hat{\mathrm{g}}$ を次のように構成する. $R$ :
$\mathrm{g}arrow \mathrm{g}((P)$ を $\mathrm{g}$ の表現とし, $\{T_{a}\},$ $\{P_{i}\}$ をそれぞれ $\mathrm{g},$

$P$ の基底とする.
このとき $\hat{\mathrm{g}}$ の交換関係を次式で定義する.

$[T_{a}, \tau_{b}]=f^{c}abTC$
’

$[\tau_{a}, P_{i}]=PjRji(\tau_{a})$ , (1.7)
$[P_{i}, P_{j}]=0$ ,

ここで, $f_{ab}^{C}$ は $\mathrm{g}$ の構造定数である. $(\mathrm{L}\mathrm{I}\mathrm{C})$ が成り立\acute \supset とき, 保存カレン
トは次のように構成することができる. まず, $A_{\mu}$ は flat であるから,

$A_{\mu}=-\partial_{\mu}WW^{-1}$ , (1.8)

$W:Marrow G$ $(\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{e}G=9)$

と書ける. このとき,

$J_{\mu}\equiv W^{-1}\tilde{B}_{\mu}W$ (1.9)

は保存カレントである. なぜなら,

$\partial_{\mu}J^{\mu}$ $=$ $-W^{-1}\partial_{\mu}WW^{-}1\tilde{B}\mu W+W-1\partial\mu\mu\tilde{B}^{\mu}W+W^{-}1\tilde{B}\mu\partial W$

$=$ $W^{-1}D_{\mu}\tilde{B}^{\mu}W$

$=$ $0$ .
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方, $\tilde{B}_{\mu}\in \mathfrak{p}$ より $J_{\mu}\in \mathfrak{p}$ であるから,

$J_{\mu}= \dim\sum_{i--^{1}}^{\mathfrak{p}}JiP_{i}-\mu$ (1.10)

と書くとき $J_{\mu}^{i}(1\leq i\leq\dim \mathfrak{p})$ は保存カレントになる.
この方法を使うと, ある model に対して, 無限個の同値でない有限次

元表現を用いて, 無限個の保存カレントが構成できる. すなわち, $\mathrm{g}$ が無

限個の同値でない表現 $P^{j}$ を持ち, 対応する LIC を $(\mathrm{L}\mathrm{I}\mathrm{C})^{j}$ とする. そし

て, ある model の運動方程式と, 任意の $j$ に対する $(\mathrm{L}\mathrm{I}\mathrm{C})^{j}$ とが同値なら

ば, その model の無限個の保存カレントが得られることにな $\text{る}\backslash \cdot$

2 $CP^{1}$ -model と $CP^{1}$ -submodel
$(1+2)$ 次元 $CP^{1}$ -model は次の作用で与えられる. これは, Grassmann

sigma model の特別な場合である;

$A(u) \equiv\int d^{3}x\frac{\partial^{\mu}\overline{u}\partial_{\mu}u}{(1+|u|^{2})^{2}}$, (2.1)

ここで $u:M^{1+2}arrow \mathrm{C}$ . その運動方程式は,

$(1+|u|^{2})\partial\mu\partial_{\mu}u-2\overline{u}\partial\mu u\partial_{\mu}u=0$ . (2.2)

(2.1) $\ovalbox{\tt\small REJECT}\mathrm{h}sU(2)$ の作用で不変であるので, 次の保存カレント (ネーターカ

レント) があることがわかる;

$J_{\mu}^{Noet}= \frac{1}{(1+|u|^{2})^{2}}(\partial_{\mu}u\overline{u}-u\partial_{\mu}\overline{u})$ , (2.3)

$j_{\mu}= \frac{1}{(1+|u|^{2})^{2}}(\partial_{\mu}u+u^{2}\partial_{\mu}\overline{u})$ , (2.4)

その複素共役 $j_{\mu}^{-}$ . (2.5)

[3] に従い, この model の LIC 表示を求める. まず, Cartan のうめ込み
$i$ : $CP^{1}arrow SU(2)$ を用いて,

$.\cdot i$ .

$W \equiv\frac{1}{\sqrt{1+|u|^{2}}}\in i(CP^{1})$
$(u\in \mathrm{c})$ (2.6)

とする. 次に, $\mathrm{g}$ を $g((2,\mathrm{c})$ とし, その生成元 $\{T_{+,3}\tau_{-}, \tau\}$ を次で与える;

$[\tau_{3}, \tau_{+}]=T_{+}$ , $[T3, T-]=-\tau-$ , $[T_{+}, T_{-}]=2T_{3}$ . (2.7)
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$P$ としては, $\mathrm{g}$ のスピン $j$ 表現をとる. このとき, $\hat{\mathrm{g}}$ は次の交換関係で与
えられる;

(2.8)

ここで, $m\in\{-j, -j+1, \cdots,j-1,j\}$ であり, $\{P_{m}^{(j)}|-j\leq m\leq j\}$ は $P$

の基底とする.
このとき, 以下のようにして, $CP^{1}$ -model はスピン $j=1$ 表現を用い

て構成される. すなわち,

$A_{\mu}$ $\equiv$ $-\partial_{\mu}WW^{-1}$

$=$ $\frac{-1}{1+|u|^{2}}\{i\partial_{\mu}u\tau_{+}+i\partial_{\mu}\overline{u}T_{-}+(\partial_{\mu}u\overline{u}-u\partial_{\mu}\overline{u})\tau_{3}\}$ , (2.9)

$\tilde{B}_{\mu}^{(1)}$ $\equiv$ $\frac{1}{1+|u|^{2}}(\partial_{\mu}uP_{1}^{(})-\partial\overline{u}P_{-1}(1))1\mu$ (2.10)

と定義すれば, $F_{\mu\nu}=0$ であり, $CP^{1}$ -model の運動方程式と $D_{\mu}\tilde{B}^{\mu(1)}=0$

が同値であることがわかる. つまり, $CP^{1}$ -model の LIC 表示が得られた
ことになる. そこで, 保存カレントを計算してみると,

$J_{\mu}^{(1)}\equiv W^{-1}\tilde{B}_{\mu}^{()}1W=j_{\mu}P1(1)-\sqrt{2}iJ_{\mu}^{No}etP_{0}(1)-\overline{j}_{\mu}P_{-1}(1)$

(2.11)

となり, 確かにネーターカレントを再現している. しかし, これだけで
は無限個の保存カレントを構成することはできない.
そこで次に, $\tilde{B}_{\mu}^{(1)}$ のかわりに

$\tilde{B}_{\mu}^{(j)}\equiv\frac{1}{1+|u|^{2}}(\partial_{\mu}uP_{1}(j)-\partial\overline{u}P_{-1}(j))\mu$ (2.12)

を考え , $D_{\mu}\tilde{B}^{\mu(j)}=0(j=1,2, \cdots, )$ を仮定してみる. すると, この条件
は次の連立方程式と同値である.

$(1+|u|2)\partial^{\mu}\partial u-2\overline{u}\partial^{\mu}u\partial_{\mu}u=0\mu$

’
$\partial^{\mu}u\partial_{\mu}u=0$ ,

すなわち

$\partial^{\mu}\partial_{\mu}u=0$ , $\partial^{\mu}u\partial_{\mu}u=0$ . (2.13)
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定義 2.1 (2.13) を運動方程式とする model を $CP^{1}$ -submodel と呼ぶ.

上の計算により, $CP^{1}$-submodel の LIC表示が得られたことがわかる. そ
れぞれの $j$ に対し, 保存カレント

$J_{\mu}^{(j)} \equiv W^{-1}\tilde{B}_{\mu}^{(j})W=\sum_{m=-j}^{j}J_{\mu}^{(}j,m)P_{m}^{(j)}$ (2.14)

を求めることにより, 無限個の保存カレントが具体的に計算できる. [3]
では $j=1,2,3$ のみ計算してあるが, 我々は–般の $j$ で具体的な形を求
めた.

命題 2.2 $([4],[5])$ 次のものは $CP^{1}$ -submodelの保存カレントである.
$(a)j\geq m\geq 1$ に対し)

$J_{\mu}^{(j,m)}$ $=$

$\cross(_{n0}^{j-}\sum_{=}^{m}\alpha_{n}^{(}|j,m)u|^{2}n\partial u+\mu(-1)^{j-}mn\sum_{=0}^{J}\alpha j-m-n|(j,m)|-m2unu^{2}\partial\mu\overline{u}),(2.15)$

$(b)m=0$ のとき)

$J_{\mu}^{(j,0)}=-i \sqrt{j(j+1)}\frac{(\overline{u}\partial_{\mu}u-u\partial_{\mu}\overline{u})}{(1+|u|^{2})^{j1}+}\sum_{=n0}^{j}-1\gamma n(j,0)|u|^{2n}$ , (2.16)

$(c)j\geq m\geq 1$ に対し,

$J_{\mu}^{(j,-m)}=(-1)^{m}J_{\mu}^{(j}’ m)\dagger$ , (2.17)

ここで,

$\alpha_{n}^{(j,m)}$ $=$ $(-1)^{n} \frac{n!}{(m+n-1)!}$ , (2.18)

$\gamma_{n}^{(j,0)}$ $=$ $(-1)^{n} \frac{1}{j}$ . (2.19)

なお, この (AFG)-method をそのまま–般化するのは困難であるが [6],
最近, 我々の研究のアイデアを用いて, (AFG)-method を $G/K$-model に
適用しようとする研究が, [7] によってなされている.
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3 $(1+m)$次元 $c$
.

$P^{1_{-\mathrm{S}\mathrm{u}}}\mathrm{b}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{e}1$の保存カレントに
ついて

ここでは, 前節に求めた保存カレントやその他の保存カレントについ
て, その後の我々の研究からわかったことをいくっか述べる. まず, 最初
に次の定義をする.

定義 3.1

$\partial^{\mu}\partial_{\mu}u=0$ , $\partial^{\mu}u\partial_{\mu}u=0$ $(\mu=0,1, \cdots,m)$

$u$ : $M^{1+m}arrow \mathrm{C}$

を運動方程式とする model を $(1+m)\text{次元}-$ $CP^{1}$ -submodel と呼ぶ.

命題 2.2において, $\mu=0,1,$ $\cdots,$ $m$ とすれば, $J_{\mu}^{(j,m)}$ は $(1+m)$ 次元 $CP^{1_{-}}$

submodel の保存カレントになることはすぐわかるが, 実は次のことが成
り立つ.

定理 3.2 $(1+m)$ 次元 $CP^{1}$ -submodel の任意の保存カレントは次の形で
ある. (周または, その 2参照)

$( \partial_{\mu}u\frac{\partial}{\partial u}-\partial\overline{u}\frac{\partial}{\partial\overline{u}}\mu \mathrm{I}^{F}$ (3.1)

ここで, $F=F(u,\overline{u})$ は $C^{2}$ 級関数.

これより, 命題 22の $J_{\mu}^{(j,m)}$ もこの形である. 特に, $J_{\mu}^{(j,j)}$ (highest weight
part) は次のようになっている;

$J_{\mu}^{(j,j)}=( \partial_{\mu}u\frac{\partial}{\partial u}-\partial_{\mu}\overline{u}\frac{\partial}{\partial\overline{u}})(\frac{u^{j}}{(1+|u|^{2})j})$ . (32)

実は, $\frac{u}{1+|u|^{2}}$ は $CP^{1}$ を射影行列表示したときの成分のひとつであるので,
このことは保存カレントが行列のテンソル積から作られることが示唆し
ている. さらに, この表示は, 保存カレントの線形関係を調べるのにも
役に立つ. 例えば, 次の保存カレント
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$J_{(p,q);\mu}^{k}$ $=$ $( \partial_{\mu}u\frac{\partial}{\partial u}-\partial_{\mu}\overline{u}\frac{\partial}{\partial\overline{u}}\mathrm{I}(\frac{u^{p}\overline{u}^{q}}{(1+|u|^{2})^{k}})$ (3.3)

$=$ $\frac{k(\partial_{\mu}\overline{u}u-\overline{u}\partial u)\mu+(u^{p}\overline{u}1+|qu|^{2})(\partial_{\mu}up\overline{u}^{q}-u\partial \mathrm{P}\overline{u}^{q}\mu)}{(1+|u|^{2})^{k\dagger}1}(3.4)$

$0\leq p\leq k,$ $0\leq q\leq k$

に対しては,

$\frac{u^{k}\overline{u}^{l}}{(1+|u|^{2})^{m}-p}=\sum_{0\leq q\leq p}\frac{p!}{(p-q)!q!}\frac{u^{qk}\overline{u}^{q}++l}{(1+|u|^{2})^{m}}$ (3.5)

から

$J_{()\mu}^{()}k,lm-. \cdot p=\sum_{0\leq q\leq p}\frac{p!}{(p-q)!q!}J(q+k,q+\iota)m;\mu$ $(0\leq p\leq m)$ (3.6)

がわかる.
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