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1 序

本稿では超準解析 (nonstandard analysis) を用いて, ベクトルバンドル上の微分
作用素 $A$ に対するある種の可解性の問題を扱う. すなわち, 主に $Au=T$ ( $T$ は

generalized section) の形の方程式について, 解の概念をひろげて “超準的な解” も考
.

察の対象に入れれば, このような方程式が超準的な解を持つためには, 明らかに必
要な両立条件 (後述の (C1)) が十分条件でもあること, また, その条件がみたされ
るときには, ’ 基本解のような役割を果たす超準的な切断が存在すること, などを述
べる. \S 3の内容は主に [2] によっている.

$’\supset$

.
ぎのような設定で考える. $(M, g)\text{を}(\dot{\sigma}-\text{コン^{パ_{ク}}}:\text{トな})$ $C^{\infty})|$

.
一マン多様体と

.

し, $\pi_{E}$ : $Earrow M$ と $\pi_{F}$ : $Farrow\dot{M}$ を $M$ 上 $\sigma\dot{)}$
$C^{\infty}$ エルミート. ベクトルバンドルと

する. $h_{E},$ $h_{F}$ をそれぞれ $E,$ $F$ のファイバー計量とする. また, $F^{\star}$ を $F$ の双対バン
ドル, $| \bigwedge_{M}|$ を $M$ 上の密度の複素直線バンドルとする. $A:\Gamma_{0}^{\infty}(E)arrow\Gamma^{\infty}(F)$ を $E$

のコンパクトな台をもつ $C^{\infty}$ 切断の空間 $\Gamma_{0}^{\infty}(E)$ から $F$ の $C^{\infty}$ 切断の空間 $\Gamma^{\infty}(F)$

への C線形作用素とし, 次の条件をみたす formal adjoint $A\#$ : $\Gamma_{0}^{\infty}(F)arrow\Gamma^{\infty}(E)$

を持つとする :

すべての\mbox{\boldmath $\varphi$} $\in\Gamma_{0}$ $(F)$ に対し, $A^{\#}\varphi$ は $E$ の L2切断 $(||A^{\#}\varphi||E<\infty)$ .

ここに

$||A^{\#}\varphi||_{E}=(A^{\#_{\varphi,A^{\#}\varphi)_{E}^{1}}}/2,$ $(A^{\#} \varphi, A^{\#}\varphi)_{E}=\int_{M}h_{E}(A\#\varphi, A^{\#_{\varphi}})dvg$

で, $dv_{g}\in\Gamma^{\infty}(|\wedge M|)$ Iは Riemannian volume density を表す. (たとえば $A$ は微分作用
素とか properly supported な擬微分作用素. )

$F$ の generalized section とは, 空間 $\Gamma_{0}^{\infty}(F^{\star}\otimes|\bigwedge_{M}|)$ 上の連続線形汎関数のこと
である ([3]) が, $F$ の generalized sections の空間を $\Gamma^{-\infty}(F)$ と表そう.
さて, $T\in\Gamma^{-\infty}(F)$ とし, 方程式

$Au=T$ (1.1)
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を次の意味で考える :

$(u, A^{\#_{\varphi}})_{E}=(T, \varphi)_{F}$ for all $\varphi\in\Gamma_{0}^{\infty}(F)$ . (1.2)

ここで, $(T, \varphi)_{F}$ は $F$ の $L^{2}$ 切断の空間における内積 $(, )_{F}$ を拡張して定義されるも
のである :

$(\tau_{\varphi},)_{F}:=\tau(h\varphi)$ , ただし $h \varphi:=h_{F}(\cdot,\varphi)\otimes dv_{g}\in\Gamma_{0}^{\infty}(F^{\star}\otimes|\bigwedge_{M}|)$.

このとき, 条件

$\forall\varphi\in\Gamma_{0}^{\infty}(F)$ $[A^{\#}\varphi=0\Rightarrow(T, \varphi)_{F}=0]$ (C1)

は (1.1) が可解となるための明らかに必要条件である. しかし, 超準解析を用いて,
“超過的な解”も考察の対象に入れることによって解の概念をひろげれば, 上の条件

(C1) が “超準的に可解” となるための必要十分条件であることがわかるのである.

\S 2で呪符解析について簡単に紹介する. \S 3で超準的可解性について得られた結果
を述べる. 証明は本稿では省略する. 詳しくは [2] を参照されたい. ユークリッド空
間の開集合上での単独の線形偏微分方程式の超準的取り扱いについては T. $\mathrm{T}\mathrm{o}\mathrm{d}_{0}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{v}$

の研究 ([7], [8]) があり, 本研究の動機づけにもなっているが, 超準解析め利用の
仕方は我々のとはやや異なっている (本研究における定理の証明においては超有限

次元内的ベクトル空間を利用している [2] $)$ .

2 超準解析からの準備

この節では公理的方法により超準解析からの準備を行う. (他の方法についてはた

とえば [4], [6] を参照されたい.)

ここでは河合徹氏による超準集合論 UNST$([5])$ を直観的な言葉で紹介する. UNST
なる語は usual nonstandard set theory の意を込めたものであるらしいが, ユーザー
向き (users’ nonstandard set theory) でもある.

UNST の言語は集合論 ZFC $(^{\backslash }\backslash \text{ノ}\supset \mathrm{i}$ルメロ. フレンケルの集合論に選択公理を加
えた理論) の言語に 3つの定項 $\mathcal{U},$ $\mathcal{I},$ $*$ をつけ加えたもので, UNST は ZFC の保
存拡大になっている. $a\in \mathcal{U}$ のとき $a$ は通常的 (usual), $a\in \mathcal{I}$ のとき $a$ は内的

(internal), $a\not\in \mathcal{I}$ のとき $a$ は外的 (external) であるという. (内的集合, 外的集合を
それぞれ, 内集合, 外集合ともいう.) UNST の公理は次のとおり :

(1) 集合論 $\mathrm{Z}\mathrm{F}\mathrm{C}$ の公理から正則性公理を除いたものを UNST の世界に置 $\text{く}$ . 正則
性公理については制限された形のものを置くのだが, 本稿では表立ってはとくに必
要ないので省略する. $\mathcal{U}$ では $\mathrm{Z}\mathrm{F}\mathrm{C}$ の公理を置く.

(2) $\mathcal{U}$ は推移的 : $a\in A\in \mathcal{U}\Rightarrow a\in \mathcal{U}$ .
(3) $\mathcal{I}$ は推移的 : $a\in A\in \mathcal{I}\Rightarrow a\in \mathcal{I}$ .
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(4) $A\subset B\in \mathcal{U}\Rightarrow A\in \mathcal{U}$ .
(5) $*:\mathcal{U}arrow \mathcal{I}$ (写像). $a\in \mathcal{U}$ に対し $*(a)(\in \mathcal{I})$ を*a と書き, $a$ の超準拡大という.

. . (6) (移行原理) $\varphi(x_{1}, \ldots, x_{n})$ が ZFC の論理式で
$- x_{1},$ $\ldots,$ $x_{n}$は

$\varphi.$

.
の自由変項のすべ

てであるとき,\forall x 1, $\ldots,$
$x_{n}\in \mathcal{U}$ に対し .

$u_{\varphi(X1,\ldots,X)n}\Leftrightarrow \mathcal{I}\varphi(_{X_{1}}^{**}, \ldots,x_{n})$ .

ここに $u_{\varphi}$ は\mbox{\boldmath $\varphi$} の $\mathcal{U}$ への相対化, すなわち,\mbox{\boldmath $\varphi$} の束縛変項を $\mathcal{U}$ に制限して得られる論
理式を表す [ $\varphi$ 中の $(\forall x),$ $(\exists x)$ を $(\forall x\in \mathcal{U}),$ $(\exists x\in \mathcal{U})$ に置き換える]. 同様に,I\mbox{\boldmath $\varphi$} は
$\varphi$ の $\mathcal{I}$ への相対化である.

(7) (飽和性) Aを $\mathcal{U}$-size の添字集合とするとき, 内的集合 $A_{\alpha}\in I$ の族 (A\alpha )\alpha いは
有限交差的なら交差的. ここで集合 Aが $\mathcal{U}$-size であるとは $\mathcal{U}$ から Aへの全射が存在
することとする.

UNST の公理は以上である.

注意 2.1 (1) 移行原理より, $a,$ $b\in \mathcal{U}$ かっ $a\neq b$ なら $*a\neq$ 祐となる. 一般に $A\in \mathcal{U}$

に対し, $\sigma A:=\{^{*}a..a\in A\}$ とおく. もし $A\in \mathcal{U}$ の各面については集合としての
構造を考えないなら, $A$ と $\sigma A:=\{^{*}a : a\in A\}$ とは同–視することにする. とく
に複素数全体の集合 $\mathbb{C}$ と $\sigma \mathbb{C}:=$ $\{ *c:c\in \mathbb{C}\}$ とは同–視される. 個々の複素数や

$\mathbb{C},$ $P(\mathbb{C})$ は $\mathcal{U}$ の元である. 飽和性より $\sigma \mathbb{C}_{\neq}\subset*\mathbb{C}$ であることが示される. なお, $\sigma \mathbb{C}$

は外的集合である.
(2) 順序対は $(a, b)=\{\{a\}, \{a, b\}\},$ $(a_{1}, \ldots, a_{n})=\{(1, a_{1}), . \mathrm{v}\cdot, (n, a_{n})\}(n\geq 3)$ で

定義される.
(3) 写像はそのグラフと同–視する. このことより, 写像が内的であるとか, 外的

であるとかの定義ができる. $f$ : $Aarrow B(f\in \mathcal{U})$

.
に対し , $f$ $:*Aarrow*B$ であり, とく

に $*f(^{*}a)=*(f(a))$ となる.

(4) $A\in \mathcal{U}$ に対し, $*(P(A))=\mathcal{P}(^{*}A)\cap \mathcal{I}$ が成り立\acute \supset . すなわち, $*(\mathcal{P}(A))$ は $*A$ の

部分集合のうち内的なものの全体である.
(5) たとえば $r$

”

$s,$ $t\in \mathbb{R}$ に対し, 移行原理より
$\Gamma<S\Leftrightarrow***\Gamma<S$ ,
$r+s=t\Leftrightarrow****r+s=t$ .

$*r$ と $r$ を同-視する (注 1) ので $**+<$, は $<,$ $+$の拡張となっており, 単に $<,$ $+$ と
書く. 一般に, 関係や演算については * を省略することが多い.

(6) $\mathcal{U}$ での種々の “概念”が移行原理によって $\mathcal{I}$ での $”*$概念 ” に写される. たとえ
ば, $\eta$ を (後述の) 無限大超自然数とするとき, $\mathcal{I}$ の

$\eta$ 個の元 $a_{1},$ $a_{2},$ . . . , $a_{\eta}$ からな
る内的集合を考えることができる. このような集合を *-有限集合とか超有限集合と
いう. 同様に, $*\mathbb{C}$ 上の $*$ -有限次元 (超有限次元ともいう) の内的なベクトル空間
といったものも考えられる.

ここで $*\mathrm{N}^{*},\mathbb{R}^{*},\mathbb{C}$ の構造について簡単にふれておく ( $\mathrm{N}$ は正整数全体の集合).
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(1) $m\in \mathrm{N}$ に対し集合 $A_{m}=\{n\in*\mathrm{N} : n>m\}$ は内的であり, 有限交差的だ
から飽和性より $\exists\eta\in\bigcap_{m\in \mathrm{N}^{A}m}$ , すなわち, , $m\in \mathrm{N}$ なら $m<\eta$ となる. このよう

な \eta は “無限大超自然数”であるという. $*\mathrm{N}_{\infty}=*\mathrm{N}\backslash \mathrm{N}$ は無限大超自然数の全体であ
り, 外的な集合である. $\mathrm{N}$ も外的な集合である.

(2) 上と同様にして, 飽和性より $\exists x\in\bigcap_{n\in \mathrm{N}}\{x\in*\mathbb{R}:0<x<1/n\}$ . このよう
な $x$ は “正の無限小超実数” とよばれる. $\eta\in*\mathrm{N}_{\infty}$なら $1/\eta$は正の無限小である.
一般に, $\alpha\in*\mathbb{R}$ について,

$\alpha$が無限小 : 正の任意の実数 $r$ に対し, $|\alpha|\leq r$ ,
$\alpha$が有限: ある実数 $r$ が存在して, $|\alpha|$ $\leq r$ ,
$\alpha$が無限大: 任意の実数 $|_{}^{}$対して, $|\alpha|>r$ .

無限大超実数には正のものと負のものとがある. $0$ も無限小としている.
$\alpha\in*\mathbb{R}$ が有限なら,\alpha $-\Gamma$ が無限小となるような実数 $r$ が $-\backslash$意的に存在する. こ

の $r$ を。\alphaとか $\mathrm{s}\mathrm{t}(\alpha)$ と表し,\alpha の標準部分 (standard part) とよぶ. したがって,

$\alpha=^{\mathrm{O}}\alpha+(\alpha-^{\mathrm{O}}\alpha)$

で, 右辺第 1項。$\alpha$は実数, 右辺第 2項 $(\alpha-\mathrm{O}\alpha)$ は無限小である.

(3) $z\in*\mathbb{C}$ は $x+\sqrt{-1}y(x, y\in*\mathbb{R})$ と表される.

3 方程式 (1.1) の超準的可解性
\S 1で導入された量 (多様体, ベクトルバンドルやその切断, 切断の空間, 作用素

$A$ , 等々) はすべて $\mathcal{U}$ に属する. $\Gamma_{0}^{\infty}(F)$ の超準拡大 $*(\Gamma_{0}^{\infty}(F))$ は $*\mathbb{C}$ 上の内的な

ベクトル空間である. この内的なベクトル空間 $*(\Gamma_{0}^{\infty}(F))$ の超有限次元の内的な部
分ベクトル空間で, 集合としては外的集合 $\sigma(\Gamma_{0}^{\infty}(F))$ を部分集合にもつようなもの
が存在すること (このことは飽和性より従う), あるいはこれに類することを使っ
て, 以下の定理や補題を証明することができる ([2]).

まず, 方程式 (1.1) の右辺を超準的な切断で置き換えた場合についての結果を述
べる ( $A$ はその超準拡大 $*A$ で置き換える).

定理 3.1 \S 1のような $\mathbb{C}$ -線形作用素 $A$ が与えられたとする. $f\in*(\Gamma^{\infty}(F))$ とし,

方程式

$*Au=f$ (3.1)

を次の意味で考える :

$(u,(*A^{\#}\varphi))E=(f^{*},\varphi)_{F}$ for all $\varphi\in\Gamma_{0}^{\infty}(F)$ . (3.2)
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[ただし, 簡単のため, $(,$ $)_{E}$ や $(,$ $)_{F}$ の超準拡大も同じ記号で表している. ] すると,
方程式 (3.1) が $*||u||_{E}\in*\mathbb{R}$ なる解 $u\in*(\Gamma^{\infty}(E))$ を持つためには $f$ が次の条件
(C2) をみたすことが必要十分である :

$\forall\varphi\in\Gamma_{0}^{\infty}(F)$ $[A^{\#_{\varphi=}}0\Rightarrow(f, *\varphi)_{F}=0]$ . (C2)

次の補題はそれ自身興味深いものであろうが, 方程式 (1.1) の超準的可解性を調
べる上でも重要な役割を果たす.

補題 3.2 (Key Lemma) (cf. [1, $\mathrm{T}\mathrm{h}\ovalbox{\tt\small REJECT}$eorem 23]) ある $\mathbb{C}$線形な単射 $\beta$ : $\Gamma^{-\infty}(F)arrow$

$*(\Gamma_{0}^{\infty}(F))$ が存在して, 各 $T\in\Gamma^{-\infty}(F)$ に対し, $\beta(T)$ は

$(\beta(T), *\varphi)_{F}=(T, \varphi)F$ $(\varphi\in \mathrm{r}_{0}^{\infty}(F))$

をみたす.

定理 3.1, 補題 32の結果を利用することにより, 我々の方程式 (1.1) (を定式化
し直したもの) の超準的可解性について次のような結果を得ることが出来る.

定理 33 \S 1のような $\mathbb{C}$線形作用素 $A$ が与えられたとする.

$(a)T\in\Gamma^{-\infty}(F)$ に対し, 方程式

$*Au=T*$ (3.3)

を次の意味で考える :

$(u,(*A^{\#}\varphi))E=(^{*}T^{*},\varphi)F(=(T, \varphi)_{F})$ for all $\varphi\in\Gamma_{0}^{\infty}(F)$ . (3.4)

このとき, 方程式 (3.3) が $*||u||_{E}\in*\mathbb{R}$ なる解 $u\in*(\Gamma^{\infty}(E))$ を持つための必要
十分条件は $T$ が \S 1で述べた条件 (C1) をみたすことである.

$(b)$ ある $*c\infty$ 核 G\in *(\Gamma \infty (E図 $F^{\star}$ )) が存在して, 各 $x\in*M$ に対し, $G(x, \cdot)$ の内
的な台は $*-$コンパクトであり, 条件 (C1) をみたす各 $T$ に対し, *-積分

$u(x)= \int_{*}M)G(x, y)\beta(T)(y)*dv(gy$ $(x\in M*)$

は (3.4) の意味で方程式 (3.3) の解を与える.

上に現れた $*c\infty,$ $*-$コンパクト, $*$-積分などの用語 (U2の注意 $2.1(6)$ に述べた

ことによるものである.
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注意 3.1 $u\in*(\Gamma^{\infty}(E))$ を (3.4) の意味で方程式 (3.3) の $*||u||_{E}\in*\mathbb{R}$ なる解とする.

(1) もしもある $v\in\Gamma^{\infty}(E)$ に対して $u=v*$ なら

$(v, A^{\#_{\varphi}})_{E}=(T, \varphi)_{F}$ for all $\varphi\in\Gamma_{0}^{\infty}(F)$

となる. この意味で $Av=T$ である.

(2) 任意の $\varphi\in\Gamma_{0}^{\infty}(F)$ に対して $A\#\varphi$ の台はコンパクトであるとする (たとえば

$A$ がとくに微分作用素の場合). もしもある $U\in\Gamma^{-\infty}(E)$ に対して

$(u,(*A^{\#}\varphi))E=(U, A^{\#_{\varphi}})_{E}$ for all $\varphi\in\Gamma_{0}^{\infty}(F)$

が成り立つなら

$(U, A^{\#_{\varphi}})_{E}=(T, \varphi)_{F}$ for all $\varphi\in\Gamma_{0}^{\infty}(F)$

となる. この意味で $AU=T$ である.

最後に, \S 1のような C線形作用素 $A$ に対し, 良い性質をみたす超準的な切断の
存在についての結果を述べる.

定理 3.4 \S 1のような $\mathbb{C}$線形作用素 $A$ が与えられたとする. このとき, 以下の条
件をみたすような $K\in*$ ( $\Gamma$ \infty (E図 $(F^{\star}\otimes|\wedge M|)$ )) が存在する:

$(a)$ 各 $x\in*M$ に対し, $I\dot{\iota}’(x, \cdot)$ の内的な台は $*-$コンパクト.
$(b)\text{条件}(\mathrm{c}1)$ をみたす各 generalized section $T\in\Gamma^{-\infty}(F)$ に対し, 内的な切断 $u\in$

$*(\Gamma^{\infty}(E))$ を

$u(x)=*\tau(K(x, \cdot))$ $(x\in*M)$

で定義すれば, この $u$ は $*||u||_{E}\in*\mathbb{R}$ をみたし, かつ, (3.4) の意味で方程式
(3.3) の解である. ここに $*\tau$ は自然な方法で *Ex-値となるように拡張してお
くものとする ( $E_{x}=(*\pi_{E})-1(x)$ である).
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