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力学系の研究の中で、可積分系 (integrable system) は解ける力学系として、重要な

系である。 自由度 $\mathrm{n}$ のハミルトン力学系を考えるとき、包合系をなす独立な $n$個の保存量

(第–積分、運動の恒量ともよばれる) が存在するとき、 その力学系は可積分系と呼ばれ

て求積法で解けることが知られている。 他方、力学系の対称性の観点から、 閉軌道性を

持つ力学系がいろいろ調べられてきた。 ここで、 閉軌道性とは、有界な軌道が全て閉軌

道となる力学系の性質のことである。 閉軌道性を持つ力学系は、 中心力問題においては、

ケプラー運動と調和振動子だけであることは Bertrand の定理としてよく知られている。

閉軌道性をもつ力学系は、 可積分系の観点からは、いわゆる超可積分系 (Superintegrable

system, overintegrable system) であると言われる。 ここで、超可積分系とは可積分系の中

でさらに独立な $n-1$個の保存量 (合計で $2n-1$ 個の独立な保存量) を持つ力学系である。

与えられた力学系が、超可積分系であるかどうかの判定は、 $2n-1$個の保存量をもつ

かどうか、または系が閉園慣性を持つかどうかで判定できる。 ここでは、 これまでに見い

出されてきた超可積分系について、超可積分系を特徴付ける付加的な $7\iota-1$個の独立な保

存量を具体的に導出するとき、作用、角変数を計算することなく、軌道の式から閉軌道性

と保存量が簡単に導かれることをしめ g

1 超可積分系の簡単な例 (自由運動、調和振動子、Kepler
運動)

まず、 自由度 1のハミルトン力学系は、ハミルトニアンを保存量として持つので、必ず可

積分系であり、 しかも有界な軌道は必ず閉軌道となるので (閉軌道性を持つ)
、 超可積

分系でもある。 そこで、本節では超可積分学の例として、 自由運動、調和振動子、Kepler

運動について簡単に述べる。保存量については、運動量について 2次までの保存量を考え

る。 自由度の数を $n$ としたときに、 $2n-1$個の独立な保存量を各力学系が許容することを

具体的に見る。

まず、最初に自由運動について考える。自由度 2の自由運動は、位置ベクトルと運動量ベ

クトルをそれぞれ 2次元ベクトル q $=(q^{1}, q^{2})$ と $p=(p_{1},p_{2})$ で表すとき、Hamiltonian

$H_{free,2}= \frac{1}{2}\sum_{i=1}^{2}p_{i}^{2}$ , (1.1)
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をもつが、 よく知られているように、保存量としては、

$H_{f^{ree,2}}$ , $p_{1}$ , $p_{2}$ , $q^{1}p_{2^{-}}q^{2}p_{1}$ ,

をもつ。 これらには、 式 (1.1) の関係があり、独立な保存量は 3個である。

同じく、 自由度 3の自由運動も、位置ベクトルと運動量ベクトルをそれぞれ 3次元ベ

クトル q $=(q^{1}, q^{2}, q^{3})$ と $p=(p_{1}, p2, p_{3})$ で表すとき、 Hamiltonian

$H_{f^{ree,3}}= \frac{1}{2}i1\sum_{=}3p_{i}^{2}$ , (1.2)

をもつ。 このときは、運動量に加えて、 角運動量の 3個の成分が保存される。 つまり、

$H_{f^{ree,3}}$ , $p_{1}$ , $p_{2}$ , $p_{3}$ , $L_{jk}=q^{j}p_{k}-qp_{j}k$ , $(i, j=1,2,3, i<j)$ ,

の 7個の関数が、保存量となる 9 保存量の問には、式 (1.2) と

$p_{1}L_{23}+p_{2’ 3}I1+p3L_{12}=0$

の合計 2個の関係式があり、 独立な保存量は 5個である。

全く同様に、 自由度 $n(\geq 3)$ の自由運動も、超可積分系であることがわかる。 つまり、

Haeniltonian
$H_{free},= \frac{1}{2}n\sum_{=i1}np_{i}^{2}$ , (1.3)

に対して、保存量としては、

$H_{\overline{J}^{ree,r}}b$

’
$p_{i}$ $(i=1, \cdot\cdot, n)$ , $L_{ij}=q^{i}pj-\dot{\phi}p_{\dot{?}}$ ( $i,j=1rightarrow’\cdot\cdot,$ $n$ , ただし $i<j$ )

が存在する。 ところが、 式 (1.3) と任意の $i,$ $j,$ $k$ (ただし $(1\leq i,j,$ $k\leq n)$ ) に対して

$piLjk+pjLki+p_{k}L_{ij}=0$

の関係式が成立するので、 例えば $2n-1$個の関数的独立な保存量として、

$p_{i}$
$(?..=1, \cdot\cdot, n)$ , $L_{1j}=q^{1}pj- \oint p_{1}$ $(j=2, \cdot\cdot, 7x)$

をとることができる。丁合系をなす、保存量が $p_{i}(i=1, \cdot\cdot,n)$ であり、 超可積分性を示す

付加的な保存量が、 $L_{1j}=q^{1}p_{jq}-jp_{1}(j=2, \cdot\cdot, 7\mathrm{t})$ である。 関数的独立性と包合系をなす

性質は直接計算によって示される。 ただし、 自由運動は超可積分系であるが非有界な軌道

を示す。
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次に、等方的調和振動子について考える。 自由度 2の調和振動子は、 自由運動のとき

と同様に、位置ベクトルと運動量ベクトルをそれぞれ 2次元ベクトル q と pで表すとき、
定数 $k$を用いてHamiltonian は次式で与えられる。

$H_{h,2}= \frac{1}{2}\sum^{2}p^{2}i^{+}\frac{1}{2}i=1k\sum^{2}i=1(qi)^{\mathit{2}}‘$ . (1.4)

保存量としては、 よく知られているように、

$H_{h,2}$ , $M_{11}=p_{1}^{2}+k(q^{1})^{2}$ , $M_{22}=p_{2}^{2}+k(q^{2})^{2}$ , $M_{12}=p_{1}p_{2}+kq^{1}q^{2}$ , $L_{12}=q^{1}p_{2}-q^{2}p_{1}$

が許容されるが、 これらには、 次の 2つの関係式が成立する 3

$M_{11}\perp_{1}M_{22}=2H_{h},2$ , $M_{11}M_{22}-M^{2}12=kL_{12}^{2}$ .

従って、独立な保存量は 3個であることが分かる。

同じく、自由度 3の調和振動子も、 3次元ベクトル qと pを用いて表すとき、Hamiltonian

$H_{h,3}= \frac{1}{2}\sum_{i=1}^{3}p^{2}i+\frac{1}{2}k\sum(q^{i})i=132$ , (1.5)

をもつ。 このとき、保存量は角運動量の 3成分も加わって、

$H_{h,3}$ , $M_{ij}=pipj+kqqij$ $(?.., j=1,2,3, i\leq j)$ , $L_{ij}=qp_{j^{-}qp_{i}}ij$ $(i,j=1,2,3, i<j)$ ,

となる。 つまり、 1 $0$個の保存量が導かれる。 しかし、 次に示す保存量の間の関係

$det(M_{ij})=0$ ,

$M_{11}+M_{22}+M_{33}=2H_{h,3}$ , $M_{iiij}M_{jj}-M^{2}=kL_{ij}^{2}$ , $(i,j=1,2,3, i<j)$

の合計 5個の保存量の関係式があり、独立な保存量は 5個である。 ここで、 $det(M_{ij})$ Iは、

$M_{ij}$を要素にもつ 3行 3列の行列の行列式を表す。

全く同様に、 自由度 $7l(\geq 3)$ の調和振動子も超可積分系であることがわかる。つまり、

Hamiltonian

$H_{h_{:}n}= \frac{1}{2}\sum_{i=1}p^{2}i+\frac{1}{2}k\sum(qni=1ni)^{2}$ , (16)

に対して、

$H_{l\mathrm{z},n}$ , $M_{ij}=p_{i}p_{j}+kqijq(i, j=1, \cdot., 7\iota, i\leq j)$ , $L_{ij}=q^{i}pj-q^{j}p_{\dot{\}}(i,j=1, \cdot\cdot, 7\iota, i<j)$
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の保存量を持つことが、知られている。 このとき、保存量には、

$\sum_{i=1}^{n}M_{ii}=2H_{H,n}$ , $M_{ii}M_{jj}-M_{i}^{2}j=kL_{ij}^{2}$ , $(i, j=1, \cdot\cdot, n, i\leq j)$

の関係に加えて、 1から $n$ のうち任意に選んだ、 3個の値 $u,v,w$に対して、 次の 3行 3列

の行列の行列式が $0$ となる関係が成立する。 つまり、

$det=0$
となる。 従って、 これらの関係から、 関数的独立な保存量として、 たとえば、 $M_{ii},$ $(i=$

$1,$
$\cdot\cdot,$

$n)$ と $M_{1j},$ $(j=2, \cdot\cdot, 7\iota)$ をとることができる。 可積分性を示す包合系をなす保存量が

$M_{ii},$ $(i=1, \cdot\cdot, 7l)$ であり、付加的な保存量が $M_{1j},$ $(j=2, \cdot\cdot,7l)$ であることが示される。 も

ちろん、調和振動子は、定数 kが正のとき軌道は有界となり、 しかも必ず閉軌道をなして

いる。

本節の最後に、 Kepler 運動について考える。 自由度 2の Kepler 運動は、 自由運動や

調和振動子と同様に、位置ベクトルと運動量ベクトルをそれぞれ 2次元ベクトル qと pで

表すとき、 定数 $k$を用いてHamiltonian

$H_{K,2}= \frac{1}{2}\sum p^{2}2i-\frac{k}{r}$ (1.7)
$i=1$

をもつ。 ただし、 $r=\sqrt{\Sigma_{j^{--}1}^{2}(q^{i})^{2}}$である。 Kepler 運動は、 よく知られているように、保

存血としては、 次の 4個が知られている。

$H_{K,2}$ , $L_{12}=q^{1}p_{2}-q^{2}p1$ , $R_{1}=p_{\mathit{2}}L_{12}-k \frac{q^{1}}{r}$ , $R_{2}=-p_{1}L_{1}2-k \frac{q^{2}}{r}$ .

これらの保存量には、
$R_{1}^{2}+R_{2}^{2}=2HK,2L^{2}12\neq k^{2}$

の関係があり、独立な保存量は 3個である。

同じく、 自由度 3の Kepler運動は、 Haeffiltonian

$H_{K,3}= \frac{1}{2}\sum_{i=1}3p_{i}^{2}-\frac{k}{r}$ , (1.8)

をもつ力学系で、 このときの保存量は、

$H_{K,3}$ , $L_{ij}=q^{i}pj-q^{\hat{\mathcal{J}}}pi$ $(i, j=1,2,3, i<j)$ , $R_{i}= \sum_{=j1}^{3}L_{ij}p_{j}-k\frac{q^{i}}{r}$ $(i=1,2,3)$ ,
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の 7個が知られている。 これら、Hamiltonian 以外の保存量は、通常の 3次元ベクトルの
表示を用いれば、 角運動量ベクトル J。$=(J_{1}, J_{2}, J_{3}):=(L_{\mathit{2}3}, L_{3}1, L_{12})$ と Runge-Lenz ベ
クトノレ R $=(R_{1}, R_{2}, R_{3})$ は、

$J_{\mathrm{o}}=q\mathrm{X}p$ , $R=p \cross J_{\text{。}}-k\frac{q}{r}$

で与えられる。 やはり、 これらの保存量には、

$\sum_{i=1}^{3}R_{i}^{\mathit{2}}=2HK,3\sum_{=i1}^{3}J\mathit{2}+ik\mathit{2}$ , $\sum_{i=1}^{3}kJi=0$ ,

の 2個の関係式が成り立ち、 関数的独立な保存量は 5個である。包合系をなす、保存量と
してはよく知られているように次の 3個の保存量であり、 $H_{K,3},$ $J_{3},$ $\Sigma^{3}i=1J_{i^{\text{、}}^{}2}$ 超可積分性
を示す保存量は $R_{1},$ $R_{2}$ である。

さらに、 自由度 $r\iota(\geq 4)$ のKepler 運動を考える。 Hamiltonian は、

$H_{K,n}= \frac{1}{2}\sum_{i=1}p_{i}^{2}-\frac{k}{r}n$ (1.9)

であたえられる。 もちろん、 このときの保存量としては、

$H_{K,n}$ , $L_{ij}=q^{i}pj-q^{j}p_{i}$ $(i,j=1, \cdot\cdot, n,i<j)$ $\hslash=\sum_{j=1}Lijpj-kn\frac{q^{i}}{r}$ $(i=1, \cdot\cdot,n)$

が存在し、 Li’が角運動量、 R,が Runge-Lenz ベクトルの各成分に対応している。 一般に
$n$次元の中心力系の可積分性を示す保存量の構成については、参考文献 [1] を参照のこと。
なお、 Kepler運動は、有界な軌道はすべて閉軌道となる。

2 Kepler 問題の拡張

本節では、 自由度 3の力学系で非線形の超可積分系の例として、 前節のKepler運動の拡
張である、MIC-Kepler運動、 Taub-NUT計量に付随した力学系、多重 Kepler運動、一般
化多重Kepler運動について、簡単に述べる。 $\text{ケフ^{}6}\text{ラ_{ー}運動_{の}拡張としては、}$ 当然、 閉軌
道性をもち、 しかも Runge–Lenz ベクトルに対応する保存ベクトルが、存在することが要
求される。 以下に述べる、力学系はこれらの性質をすべて満たしている [2, 3, 4, 5, 6]。
まず最初に、MIC-Kepler運動について述べる。MIC-Kepler運動とは、 $T^{*}(\mathrm{R}^{3}-\{0\})\cong$

$(\mathrm{R}^{3}-\{0\})\mathrm{x}\mathrm{R}^{3}$で定義された力学系で、Hamiltonian HMIC と symplectic 形九
$\mu$
は、 座

標 $(q,p)\in(\mathrm{R}^{3}-\{0\})\cross \mathrm{R}^{3}$ を用いて、 次の式であたえられる。

$H_{MI}c= \frac{1}{2}\sum_{=j1}p_{j}32+\frac{\mu^{2}}{2r^{2}}-\frac{k}{r’}$ (2.1)

56



$\omega_{\mu}=\sum_{j=1}^{3}dp_{j}$ A $dq^{j}- \frac{\mu}{r^{3}}$ ( $qdq^{2}1\wedge dq^{3}+$ cyclic). (2.2)

ただし、 $r=|q|$ で、 $\mu,$
$k$ は実定数 $(k$

.
$>0)$ . $\mu=0$ のときが普通の Kepler 問題である。

この系には 2つの保存ベクトル、 角運動量ベクトル $J$ と Runge-Lenz ベクトル $R_{MIC}$

$J=q \cross p+\mu\frac{q}{r}$ , $R_{MIC}=p \mathrm{x}j-k\frac{q}{r}$ , (2.3)

が存在し、そのことから、解軌道が円錐曲線になることが結論できる。すなわち、$J$ と $q/r$

の内積 $(J\cdot q/r)=\mu$ から、解軌道は角運動量ベクトル Jを軸とする円錐上にのっている

ことがわかり、 また

$N_{MIc}=\mu RMIC+kJ$ , (2.4)

とおくとき、 $(N_{MIC} , q)=\mu(|J|^{2}-\mu^{2})$ から、 軌道は平面曲線をなすことがいえるので、

結局解軌道は、 円錐と車面との交線である円錐曲線であることがわかる。特に、有界な軌

道はすべて閉軌道となることがわかる。可積分性を示す保存量は、 HMIC, $J_{3}$ , $\Sigma_{i=1}^{3}f_{i}$で、

超可積分性を示す付加的な保存量は、例えば RMICのうちの 2 っの成分である。

次に、Taub-NUT計量に付随する力学系について述べる。本力学系は、MIC-Kepler 運

動と同じ記号で、 $(T^{*}(\mathrm{R}^{3}-\{0\}), \omega_{\mu})$ 上の力学系であり、 Hamiltonian

$H_{T\mathrm{A}^{\gamma}}= \frac{1}{2f(r)}\sum_{1k=}^{3}p_{k}^{2}+\frac{\mu^{2}}{2g(r)}$ , (2.5)

をもつものである。 ただし、 $n\mathrm{z}$ を定数として、 関数 $f(r),$ $g(r)$ は

$f(r)=1+ \frac{4_{7}n}{r}$ , $g(r)= \frac{(4m)^{2}}{1+4m/r}$ , (2.6)

で与えられる。 このとき、保存ベクトルは、 (2.3) に対応して

$J=q \cross p+\mu\frac{q}{r}$ , $R_{TN}=p \cross J-4m(H\tau N^{-}\frac{\mu^{2}}{16m^{2}})\frac{q}{r}$ , (2.7)

で与えられる。やはり、 これらの保存ベクトルから軌道は閉軌道性を示すことがわかる。

可積分性を示す保存量は、MIC-Kepler 運動の時と同様に、ハミルトニアンと角運動量ベ

クトルであり、超可積分性を示す保存量はやはり、 $R_{TN}$である。

次に、 ケプラー運動の 3番目の拡張として多重ケプラー運動について述べる。前述の

Taub-NUT 計量に付随する力学系と同じ記号で、 $(\tau^{*}(\mathrm{R}^{3}-\{0\}), \omega_{\mu})$ 上の力学系で式 (2.5)

で与えられる Hamiltonian $H_{TN}$に現れる関数 $f(r),$ $g(r)$ が

$f(r)=r-\nu 2(1/a+br)1/\nu$ , $g(r)= \frac{r^{1^{\prime_{U}}}’(a+br^{1^{f}})/^{\nu}}{1+cr^{1^{\prime_{\nu}}}\cdot!+dr2,/_{\nu}}.$ , (2.8)
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で与えられる力学系である。 ここで、 $a,$ $b,$ $c,$
$d$ , \nu は定数であり、 また特に定数 \nu は有理数

である。 具体的に Hamiltonian を書き下すと、

$H_{MK}= \frac{r^{2-1./\nu}}{2(a+br^{1}/\nu)}.\sum_{k=1}^{3}p^{2}k+.\frac{\mu^{2}(1+Cr^{1}’+\mathcal{U}d\prime r^{2}/\nu)}{2r^{1/\nu}(a+br^{1}/\mathcal{U})}.$ , (2.9)

となる。 保存ベクトルも、 $\nu=1$ の時は $\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{u}\mathrm{t}\succ \mathrm{N}\mathrm{U}\mathrm{T}$ 計量に付随する力学系に対応して

$J=q \cross p+\mu\frac{q}{r}$ , $R_{MK}=p \cross J-(aH_{MK}-\frac{c\mu^{2}}{2})\frac{q}{r}$ , (2.10)

で与えられる。 多重ケプラー運動は、MIC-Kepler運動やTaub-NUT計量に付随した力学

系の拡張になっていることが容易にわかる。全く同様に、多重ケプラー運動は閉軌道性を

示して、超可積分系であることがわかる。

ケプラー運動の拡張の最後として、 一般化多重ケプラー運動について述べる。本力学

系は、多重ケプラー運動のさらなる拡張であり、守瓜積分系である。 一般化多重ケプラー
運動は、Taub-NUT 計量に付随する力学系と同じ記号で、 $(T^{*}(\mathrm{R}^{3}-\{0\}), \omega_{\mu})$ 上の力学系

で Hamiltonian

$H_{GMK}=. \frac{r^{2}}{2f_{2}(r)}j=1\sum p_{j}^{\mathit{2}}3+\frac{1}{2}(\frac{f_{2}(r)-r^{\mathit{2}}f1(r)}{2r^{2}f_{1}(r)f2(r)})(q\cdot p)2+\frac{\mu^{2}}{2f\mathrm{s}(\prime r)}$ (2.11)

を持つものである。 ただし、 関数 $f_{1}(r),$ $f_{2}(r),$ $f_{\backslash }’3(r)$ は

$f_{1}(r)= \frac{r^{1,/\nu-\mathit{2}}f(a_{0}+a_{1}r^{1}/’\nu)}{(1+a_{2}r^{1}/\nu+a3r)^{2}2/\nu}.$,

$f_{2}(r)=’ \frac{r^{1_{!}’\iota \text{ノ}}(a_{0}+a_{1}r1/_{\nu}!)}{1+a_{2}r^{1_{/}’\nu}+a3r2/\nu}$, (2.12)

$f_{3}(r)= \frac{r^{1/\nu}(a0+a1r/\nu)1}{1+a_{4}r^{1/\nu}+a5r^{\mathit{2}}/\nu}$ ,

で与えられ、 $a_{0},$
$\ldots,$

$a_{5}$は定数であり、 さらに定数 l は有理数である。 $a_{2}=a_{3}=0$ のとき、

多重ケプラー運動と -致することがわかる。角運動量ベクトルは Jで与えられ、 $\iota\ovalbox{\tt\small REJECT}=1$ の

時の保存ベクトルは、

$R_{GMK}=p \cross J+(-a_{0}H_{G}MK+\frac{J^{2}-\mu^{2}}{2}a_{2}+\frac{\mu^{2}}{2}a_{4})\frac{q}{r}+\frac{a_{2}+a_{3}r}{r}(q\cdot p)q\cross J$ (2.13)

で与えられる。 ここで、 $J=|J|$ である。 この保存ベクトノレ R\eta MKはRunge-Lenzベクト

ルと呼ぶことができ、多重ケプラー運動の時の RMK の拡張となっている。 さらに、

$N= \mu R_{cMK}-(-a_{0}H_{GMK}+\frac{J^{2}-\mu^{\mathit{2}}}{2}a2+\frac{\mu^{2}}{2}a_{4)J}$ (2.14)
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と –定のベクトルを定義すると、

$(N\cdot q)=\mu(J^{2}-\mu^{2})$ (2.15)

が成立して軌道は平面曲線となることが解る。 つまり、 $\nu=1$ のときはMIC-Kepler運動

の時と同様に、軌道は角運動量ベクトル Jを軸とした円錐上にありかっ平面曲線なので円

錐曲線となる。 更に、運動方程式から

$\frac{dq}{dt}\cross\frac{d^{2}q}{dt^{2}}=(\frac{1+a_{2}r+a3r^{2}}{a_{0}+a_{1}r})^{3}N$ (2.16)

なる関係も示され、軌道の陪法線ベクトルの方向が-定であることが分かる。

以上ここで示した、力学系は超可積分系の例であり、 しかも自由度 4の力学系から、

簡約化の手続きを通して導かれる力学系でもある。従って、背後にある 4次元計量との関

係も詳しく調べられてきた。 また、力学系の配位空間の拡張の点からも、定曲率空間のケ

プラー運動や調和振動子も調べられている。 これらも超可積分系の例となっている。

3 調和振動子の拡張と付加的な保存量の構成

本節では、調和振動子の拡張として、 $n$次元の超可積分系を構成して、 さらに、超可積分

性を特徴付ける付加的な $n-1$個の保存量が構成できることを示す。従来、保存量の構成

方法および発見は、保存量の形をたとえば運動量の 2次式であると仮定して、運動に沿っ

て–定である条件から微分方程式を解くことより導かれた。 または、第 2節で示した、–

連のケプラー運動の拡張系における、Runge-Lenz ベクトルは閉軌道性を示した後、配位

空間の基本ベクトルを位置ベクトルや運動量ベクトルで表すことにより、導かれたもので

ある。 ここでは、 閉軌道性がある力学系では、つまり筆端積分系では、その超可積分性を

示す付加的な $7\mathrm{t}-1$個の保存量を、容易に構成できることを示す。

まず、 デカルト座標 $(x,y)$ で、 Hamiltonian が次の式 $H_{1}$で与えられる、 自由度 2の力

学系を考える。
$–$ 1. $\Omega$ $\circ \mathrm{s}$ . . $\Omega$ $\Omega_{\mathrm{s}}$

$B$ $C$

$H_{1}=\overline{2}\perp(p_{x}^{2}+p_{y}^{2})+A(x^{2}+y^{2})+-x^{2}-+-y^{2}$ . (3.1)

ここで、 $A,$ $B,$ $C$ は定数である。 この力学系は、変数分離系であり Hamiltonian以外に、

次の保存量を持っている。

$I_{1}=p_{x}^{2}+2Ax^{2}+2 \frac{B}{x^{\mathit{2}}}$ , $I_{\mathit{2}}=p_{y}^{2}+2Ay^{2}+2 \frac{C}{y^{2}}$ . (3.2)

もちろん、 $I_{1}+I_{2}=2H_{1}$である。 これらの保存量により可積分系であることがわかるが、

さらに、 次の関数を運動は保存する。

$I_{3}= \frac{1}{2}(p_{x}y-p_{y}x)^{2}+B\frac{y^{\mathit{2}}}{x^{2}}.+C\frac{x^{2}}{y^{\mathit{2}}}$ . (3.3)
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保存量 $I_{3}$は、微分方程式の解としてしめされた [7] 。ここでは、保存量 $I_{3}$を以下に示すよ

うに閉軌道性と密接に関係することを示しながら導出する。 まず、 保存量 $I_{1}$ より、

$p_{x^{X^{2}}}^{\mathit{2}}+2A(x2- \frac{I_{1}}{4A})^{2}=\frac{I_{1}^{2}-16AB}{8A}$ , (3.4)

と変形でき、 $A>0$ の条件のもとで、軌道は有界となり、上式の右辺の正の定数を $K^{2}$ と
おく。 このとき、角変数\mbox{\boldmath $\chi$}を用いて、

$p_{x}x=K\cos\chi$ $\sqrt{2A}(_{X^{\mathit{2}}}-\frac{I_{1}}{4A})=K\sin\chi$ , (3.5)

とパラメータ表示できる。 変数 $y$についても、 同様に保存量 $I_{2}\text{より定数}\tilde{K}$ と角変数\mbox{\boldmath $\phi$}を用
いて、

$p_{y}y=\overline{K}\cos\phi$
$\sqrt{2A}(y^{\mathit{2}}-\frac{\mathit{1}2}{4A})=\tilde{K}\sin\phi$ , (3.6)

と表示できる。 ここで、

$\tilde{K}^{2}=\frac{I_{2}^{\mathit{2}}-16AB}{8A}$

である。 さて、 $x$ , yの運動方程式は (3.5) と (3.6) より角変数\mbox{\boldmath $\chi$}, \mbox{\boldmath $\phi$}の方程式に変換されて次の
ようになる。

$\frac{d\chi}{dt}=2\sqrt{2A}$ , $\frac{d\phi}{dt}=2\sqrt{2A}$ . (3.7)

つまり、

$\frac{d\chi}{dt}=\frac{d\phi}{dt}$ , (3.8)

より \mbox{\boldmath $\chi$}--\mbox{\boldmath $\phi$}=定数となる。 従って、 次の保存量を得る。

$\cos(\chi-\phi)=\frac{-1}{K\tilde{K}}(\frac{1}{2}(p_{x}y-p_{y}X)^{\mathit{2}}+B(\frac{y^{2}}{x^{2}})+c(\frac{x^{2}}{y^{\mathit{2}}}))$. (3.9)

$K$ と Kは、 保存量なので (3.9) より (3.3) の保存量が導かれる。 $I_{1}$ と $I_{\mathit{2}}$は、 ポアソン可換な
保存量であり、 $I_{1},$ $I_{2},$ $I_{3}$が関数的独立な保存量である。 また、 式 (3.7) は $(x, y)$ の軌道を 2

次元トーラス上で表したことになりもとの軌道の閉軌道性を示している。
いま、 もし式 (3.8) が互いに素な整数 n と $7n$ を用いて、

$m \frac{d\chi}{dt}=n\frac{d\phi}{dt}$ , (3.10)

と表されたとすると、 $7n\chi$ –n\mbox{\boldmath $\phi$}=定数となる。 つまり、

$\cos(m\chi-n\phi)=\cos(m\chi)\cos(n\phi)+\sin(mx)\sin(n\phi)$ , (3.11)

が保存量となる。もちろん、 (3.11) は、 $\mathrm{c}\circ \mathrm{s}(\chi),$ $\mathrm{c}\circ \mathrm{s}(\phi),$ $\sin(\chi),$ $\sin(\phi)$ で表されるので、$x,$ $y,p_{x}$ , $p_{y}$

で表される。 (3.10) は、 閉軌道性をも示している。
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これらの結果から、 自由度 $n$ の全等積分系 (調和振動子の拡張) を構成する 麦ず、
一般化座標を $x_{i},$ $(i=1, \cdot\cdot, n_{1}),\tilde{x}_{j},$ $(j=n_{1}+1, \cdot\cdot, n)$ として、 それぞれに共役な望動量そ

$p_{i},$ $(i=1, \cdot\cdot,n_{1}),\tilde{p}_{i},$ $(i=n_{1}+1, \cdot\cdot, n)$ とする。 さらに、 Hamiltonianが次式で与えられろ皇
由度 $n$の力学系を考える。

$H= \frac{1}{G_{0}}(^{\frac{1}{2}(\sum_{=}^{n}p_{i}+\sum_{j1}^{n}}i1=n_{1}+212pj)\sim+i=1\sum^{n_{1}}CiX_{i}^{\mathit{2}}+\sum i=1n1\frac{d_{i}}{x_{i}^{\mathit{2}}}+\sum_{j=n1+1}\gamma nj^{\tilde{X}_{j^{\mathit{2}}}+}j=1+1\sum_{n}\delta_{j}\tilde{x}_{j}+n$

(3.12)
ただし、

$G_{0}= \sum_{=l1}rl1aix_{i^{+}}2i=\sum_{1}\frac{b_{i}}{x_{i}^{2}}+\sum^{n}\alpha j\tilde{X}_{j^{2}}n_{1}j=n1+1+\sum_{=jn_{1}+1}^{n}\beta_{jj}\tilde{x}+f$ ,

である。 ここで、 $x=(x_{i},\tilde{x}_{i}),$ $p=(p_{i},\tilde{p}_{i})$ とおくとき、正門座標 $(x_{\text{、}}p)\in((\mathrm{R}-\{0\})^{n}1\cross$

$\mathrm{R}^{n-n_{1}})\cross \mathrm{R}n)$以外は定数とする。 ここで、 包合盛をなす $7l$個の保存量は、

$I_{i}= \frac{1}{2}p_{i}^{2}+$ ( $\mathrm{q}-$ 果 $H$) $x_{i}^{2}+ \frac{d_{i}-b_{i}H}{x_{i}^{2}}$ , $(i=1\cdots\cdot n_{1})$ , (3.13)

$1\sim$

$\tilde{I}_{j}=p_{j}^{2}\overline{2}+(\gamma_{j}-\alpha_{j}H)\tilde{x}_{j}^{2}+(\delta_{j}-\beta_{j}H)\tilde{X}_{j}$, $(j=n_{1}+1\cdots\cdot n)$ , (3.14)

で与えられる。

次に、 角度変数によるパラメータ表示を行う。 (3.13) から、 つぎの関係を得る。

$p_{i}^{2}x_{i}^{2}.+2( \mathrm{q}-a_{i}H)(x_{i}2+\frac{I_{i}}{2(\mathrm{q}-aiH)})^{\mathit{2}}c=2(b_{i}H-di)+\frac{I_{i}^{\mathit{2}}}{2(\mathrm{q}-a_{i}H)}$. (3.15)

ここで、 $c_{i}-a_{i}H>0$ と仮定する。 (3.15) の右辺の正の定数を $K_{i}^{2}$ とおく。 つまり、

$K_{i}^{2}=2(biH-di)+ \frac{I_{i}^{2}}{2(\mathrm{q}-a_{i}H)}$ , (3.16)

とする。 (3.15) から有界軌道をなす条件のもとで、角度変数\mbox{\boldmath $\chi$}’を用いてパラメータ化を行
うと、

$p_{iii}x=K\cos(\chi i)$ , $(i=1\cdots\cdot n_{1})(3.17)$

のようにおくことが出来る。 この時 $x_{i}$についての運動方程式は ‘

$\frac{d\chi_{i}}{dt}=\frac{2\sqrt{2(c_{i}-a_{i}H)}}{G_{0}}$ , $(i=1 . . . .n_{1})$ (3.18)

となる。 全く同様に、 保存量ろより角変数\mbox{\boldmath $\phi$},を用いて x\sim j をパラメータ化すれば、

$\tilde{K}_{7}=2I_{7}+\frac{(\delta_{j}-\beta_{j}H)^{2}}{2(\gamma_{j}-\alpha_{j}H)}$ , (3.19)
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$\text{の正の定数_{}\tilde{K}_{j}}$を用いて、

$\tilde{p}_{j}=\tilde{K}_{j}\cos(\phi_{j})$ , (3.20)

$\sqrt{2(\gamma_{j}-\alpha_{j}H)}(\tilde{x}_{j}+\frac{\delta_{j}-\beta_{j}H}{2(\gamma_{j}-\alpha_{j}H)})=\tilde{K}_{j}\sin(\phi_{j})$ . $(j=n_{1}+1\cdots\cdot 7\iota)$ (3.21)

とかける。 $\tilde{x}_{j}$についての、運動方程式は\mbox{\boldmath $\phi$},についての次に微分方程式となることが容易に
示される。

$\frac{d\phi_{j}}{dt}=\frac{\sqrt{2(\gamma_{j}-\alpha_{j}H)}}{G_{0}}$ , $(j=n_{1}+1\cdots\cdot n)$ (3.22)

従って、

(3.23)

となる。

以上をまとめると、本力学系においては、 $I_{i},\tilde{I}_{j}$ , $(i=1, \cdot. n_{1},j=7\iota_{1}+1, *\cdot 7|_{\ovalbox{\tt\small REJECT}})$ が

ポアソン可換な $7l$個の保存量であり、 しかも、 $7l$個のパラメータ $2\sqrt{c_{i}-a_{i}H},$ $(i=1,$ $\cdot\cdot$

$n_{1}),$ $\sqrt{\gamma_{j}-\alpha_{j}H}(j=7l_{1}+1, \cdot\cdot\uparrow x)$ が、 有理数四民 1次従属であれば、局所的な意味で超

可積分系であると言える。 ここで、 局所的とは初期条件に依存して超可積分性が成り立

つことによる。 もちろん、 $a_{i}=0,$ $\alpha_{j}=0(i=1, \cdot. n_{1},i=\uparrow?\mathit{1}1+1, \cdot\cdot n)$ であるならば、

$2\sqrt{\mathrm{Q}},$ $(i=1, \cdot\cdot n_{1}),$ $\backslash \Gamma\gamma_{j}(j=n_{1}+1, \cdot\cdot 7l)$ が有理数体上で–次従属であれば、超可積分系

となる。

さて、残りの $7\iota-1$個の保存量は次のようにして求められる。今、 $\psi_{i}=\chi_{i},$ $\psi j=\phi_{j}(i=$

$1,$ $\cdot$ . $n_{1},j=n_{1}+1,$ $\cdot\cdot n$ ) とおいて、角度はすべて、 $\psi$で表すと超可積分性の条件より、互い

に素な正の整数 nい $m_{j}$を用いてすべての $i,$ $j(1\leq i<j\leq n)$ に対して、 $\psi_{i}(t)mj-\psi_{j}(t)ni=$

定数が成立する。 したがって、 (3.17), (3.20) や (3.21) からきまる、 $\mathrm{c}\circ \mathrm{s}(\psi_{i}),$ $\sin(\psi_{i})$ を用い

て次の式 (3.24) で計算される馬, $(i,j=1, \cdots\cdot, n)$ が保存量となるがそのうち、例えば超

可積分系を特徴付ける保存量は、 $F_{1j},$ $(j=2, \cdots\cdot, n)$ の $n-1$個である。

$F_{ij}=\cos(m_{j}\psi_{i})\cos(n_{i}\psi_{j})+\sin(7|l_{j}\psi i)\sin(71i\psi j)$ . (3.24)

もちろん、 このとき有界な軌道は全て閉軌道となる。

4 自由度 2の自然ハミルトン系の超可積分系

本節では、前節の結果を再び自由度 2の自然ハミルトン系に適用する。 ここで、 自由度 2

の自然ハミルトン系とは、デカルト座標 $(x, y)$ を用いて、 ハミルトニアンが

$H= \frac{1}{2}(p_{x}^{2}+p_{y})2+V(_{X}, y)$, (4.1)
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で与えられる系である。ハミルトンーヤコビの方程式が変数分離となる座標系として、直

角座標、極座標、放物線座標、楕円座標が知られている。放物線座標は-様な重力のもと

でのケプラー運動で用いられ、楕円座標は重力 2点中心問題に用いられることはよく知ら

れている。超可積分系となる力学系として、以下の 3個の例が知られている [7]。

$H_{1}= \frac{1}{2}(p_{x}^{2}+p^{\mathit{2}}y)+\frac{a}{r}+\frac{b\sqrt{r+x}}{r}+\frac{c\sqrt[\wedge]{r-x}}{r}$ , (4.2)

$H_{2}= \frac{1}{2}(p^{2}x+p^{\mathit{2}}y,)+\frac{a}{r}+\frac{1}{r}(\frac{b}{r+x}+\frac{c}{r-x})$ , (4.3)

$H_{3}= \frac{1}{2}(p_{x}^{\mathit{2}}+p_{y}^{2})+\frac{a}{r}+\frac{b}{y^{\mathit{2}}}+\frac{cx}{y^{2}r}$ , (4.4)

ここで、 $r=\sqrt{x^{2}+y^{2}}$であり、 $a,$ $b,$ $c$は定数である。 $H_{1}$ と $H_{2}$は、放物線座標で変数分離で

き $H_{3}$は極座標で変数分離できる。

まず、 $H_{1}$から考察する。放物線座標の変数\xi と $\eta$を次のようにおく。

$\xi=\frac{r+x}{2}$ , $\eta=\frac{r-x}{2}$ . (4.5)

逆に、 $(x, y)$ を $(\xi, \eta)$ で表すと、

$x=\xi-\eta$ , $y=2\sqrt{\xi_{7|}}$ , (4.6)

となる。 このとき、 Hamiltonian $H_{1}$ は次のようになる。

$H_{1}= \frac{\xi p_{\xi\eta}^{2}+r|p^{2}}{2(\xi+\eta)}+\frac{a}{\xi+\eta}+\frac{b\sqrt{2\xi}}{\xi+\eta}+\frac{c\sqrt{2\eta}}{\xi+\eta}$ . (4.7)

変数分離系であるので、 分離定数を\alphaとすると次の式を得る。

$\xi p_{\xi}^{2}+2b\sqrt{2\xi}-2H_{1}\xi+a=\alpha$ , (4.8)

$\eta p_{\eta}^{\mathit{2}}+2c\sqrt{27|}-2H1\eta+a=-\alpha$. (4.9)

式 (4.8) は次のように変形される。

$( \sqrt{\xi}p_{\xi})^{2}+(-2H1)(\sqrt{\xi}-\frac{\sqrt{2}b}{2H_{1}})^{\mathit{2}}=\alpha-a-\frac{b^{\mathit{2}}}{H_{1}}$ . (4.10)

軌道が有界という条件より、上式の (4.10) の右辺を $K_{1}^{2}$ とおくとき ( $K_{1}$は正の定数) 、次

のように角変数\mbox{\boldmath $\chi$}でパラメータ化出来る。

$\sqrt{\xi}p_{\xi}=K_{1}\cos(x)$ , $\sqrt{-2H_{1}}(\sqrt{\xi}-\frac{\sqrt{2}b}{2H_{1}})=K_{1}\sin(x)$ . (4.11)
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\xi についての微分方程式は、 \mbox{\boldmath $\chi$}についての微分方程式

$\underline{d\chi}\underline{\sqrt{-2H_{1}}}=$

(4.12)
$dt$ $2(\xi+\eta)$

’

となる。全く同様に、 (4.9) より $\eta$ について角変数\mbox{\boldmath $\phi$}によるのパラメータ化を行うと、 (4.12)
に対応して、

$\frac{d\phi}{dt}=\underline{\sqrt{-2H_{1}}}$ (4.13)2 $(\xi+\eta)$
’

を得る。 軌道について考えるとき、 \xi が最小値\xi 1から隣り合う最大値\xi 2まで変化するとき
の、 \eta の変化に対応するする角度\mbox{\boldmath $\phi$}の増分\Delta \mbox{\boldmath $\phi$} を、

$\triangle\phi=\int_{\xi_{1}}^{\xi 2}\frac{d\phi}{d\xi}d\xi$ , (4.14)

と定義するとき、

$\triangle\phi=\pi$ (4.15)

となる。 他方保存量については、 $\chi-\phi=$定数より $\mathrm{c}\circ \mathrm{s}(\chi)\mathrm{c}\circ \mathrm{s}(\phi)+\sin(\chi)\sin(\phi)$ は保存量

であるから、定数倍ののち

$I= \sqrt{\xi\eta}p\xi p_{\eta}+(-2H1)(\sqrt{\xi\eta}-\frac{\sqrt{2\xi}b}{2H_{1}}-\frac{\sqrt{2\eta}c}{2H_{1}})$ , (4.16–1)

の保存量が得られる。 これらをデカルト座標で表わすと

$I=(p_{x}(xpy-yp_{x})- \frac{a}{r}y)+\frac{r+y}{r}(b\sqrt{r+x}+c\sqrt{r-x})$ , (4.16–2)

を得る。 これが、超可積分系を特徴付ける保存量である。 もちろん、可積分系を示す保存
量は (4.8) と (4.9) で与えられている関数である。 また、 $b=c=0$ とすると (4.2) は 2次元

ケプラー運動を与えており、 (4.16) からは 2次元ケプラー運動のRunge-Lenzベクトルの
成分を与えていることも分かる。

次に、 (4.3) で与えられる力学系を考える。 (4.2) で与えられる力学系と同様にして、放
物線座標 $(\xi, \eta)$ を導入する。 このとき、 Hamiltonian $H_{\mathit{2}}$ は次のようになる。

$H_{\mathit{2}}= \frac{\xi p_{\xi}^{2\mathit{2}}+\eta p_{\eta}}{2(\xi+7|)}+\frac{a}{\xi+r_{7}}+\frac{1}{\xi+\eta}(\frac{b}{2\xi}+\frac{c}{27|})$. (4.17)

やはり変数分離系であるので、分離定数を\alphaとすると次の式を得る。

$\xi p_{\xi}^{2}-2H2\xi+a+\frac{b}{\mathrm{t}_{3}c}=\alpha$ , (4.18)

$\eta p_{\eta}^{2}-2H_{2}\eta+a+\frac{c}{\eta}=-\alpha$ . (4.19)
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式 (4.18) と式 (4.19) より、角変数\mbox{\boldmath $\chi$} と\mbox{\boldmath $\phi$}でパラメータ化ができる。結果は次のように与えら
れる。

$\backslash t_{p_{\xi}}=K_{1}\cos(\chi)$ , $\xi+\frac{a-\alpha}{-4H_{2}}=K_{1}\frac{1}{\sqrt{-2H_{2}}}\sin(\chi\rangle$ . (4.20)

$\eta p_{\eta 2}=K\cos(\psi)’$ , $\eta+\frac{a+\alpha}{-4H_{2}}=K_{\mathit{2}}\frac{1}{\sqrt{-2H_{2}}}\sin(\phi)$ . (4.21)

ただし、 正の定数 $K_{1},$ $K_{\mathit{2}}$は次の形をとる。

$K_{1}^{2}= \frac{(a-\alpha)^{2}}{-8H_{2}}-b$ , $K_{\mathit{2}}^{2}= \frac{(a+\alpha)^{2}}{-8H_{2}}.-c$ (4.22)

従って、 $\xi$ と $\eta$についての微分方程式は、 次のような\mbox{\boldmath $\chi$} と $\phi$についての微分方程式に変換さ
れる。

$\frac{d\chi}{dt}=\frac{\iota\overline{-}2H_{1}}{\xi-\tau\eta 1}$ , (4.23)

$\frac{d\phi}{dt}=\frac{\sqrt{-2H_{1}}}{\xi+\eta}$ . (4.24)

つまり、 2次元トーラス上の微分方程式となる。 (4.23) と (4.24) から閉軌道性もいえる。
超可積分性を示す保存量については、 $\chi$ –\mbox{\boldmath $\phi$}=定数より $\mathrm{c}\circ \mathrm{s}(\chi)\mathrm{c}\circ \mathrm{s}(\phi)+\sin(\chi)\sin(\phi)$ から

$I= \xi\eta p_{\xi}p_{\eta}-2H_{2}\xi\eta+\frac{a+\alpha}{2}\xi+\frac{a-\alpha}{2}\eta$, (4.25)

が得られる。

最後に、極座標で変数分離できる超可積分系として、 (4.4) で与えられる力学系を考え
る。 極座標 $(r, \theta)$ を用いると, Hamiltonian $H_{3}$ は次のようになる。

$H_{3}= \frac{1}{2}(p^{2}7^{\cdot}+\frac{p_{\theta}^{2}}{r^{2}})+.\frac{h}{r^{2}\sin^{2}(\theta)}-+\frac{a}{r}+\frac{c\cos(\theta)}{r^{2}\sin^{2}(\theta)}$. (4.26)

やはり変数分離系であるので、分離定数を\alphaとすると次の式を得る。

$\frac{p_{\theta}^{2}}{2}+\frac{b}{\sin^{\mathit{2}}(\theta)}+\frac{c\cos(\theta)}{\sin^{\mathit{2}}(\theta)}=\alpha$ , (.4.27)

$\frac{p_{7}^{2}}{2}$

.
$+ \frac{\alpha}{r^{2}}+.\frac{a}{r}=H_{3}$ . (4.28)

式 (4.27) と式 (4.28) より、上の 2 っの例と同様に角変数\mbox{\boldmath $\chi$}と $\phi$を用いてパラメータ化ができ
る。 結果は次のようになる。

$p_{\theta}\sin(\theta)=K\mathrm{l}\cos(\chi)$ , $\cos(\theta)+\frac{c}{2\alpha}=R_{1^{\frac{1}{\sqrt{2a}}}}’\sin(\chi)$ . (4.29)

$p_{r}=K_{2}\cos(\phi)$ , $\frac{1}{r}+\frac{a}{2\alpha}=K_{\mathit{2}}\frac{1}{\sqrt{2\alpha}}\sin(\phi)$ . (4.30)
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ここでの、 正の定数 $K_{1},$ $K_{2}$は次の形をとる。

$K_{1}^{2}=2 \alpha-2b+\frac{c^{2}}{2\alpha}$ , $K_{\mathit{2}}^{2}=2H_{3}+ \frac{a^{2}}{2\alpha}$ . (4.31)

従って ‘ $r$ と $\theta$についての微分方程式は、 次のような\mbox{\boldmath $\chi$} と $\phi$についての微分方程式に変換さ

れる。
$\frac{d\chi}{dt}=-\frac{\backslash ^{\Gamma 2\alpha}}{r^{\mathit{2}}}$ , (4.32)

$\frac{d\phi}{dt}=-\frac{\sqrt{2\alpha}}{r^{\underline{)}}}‘$ . (4.33)

つまり、 この時も 2次元トーラス上の流れとして表されたことになる。やはり、 (4.32) と

(4.33) から閉軌道性がいえる。超可積分性を示す保存量については、 $\chi-\dot{\phi}$ =定数より

$\cos(\chi)\cos(\phi)+\sin(x)\sin(\phi)$ から

$I=p_{r}p_{\theta} \cos(.\theta)+2\alpha\frac{\cos(\theta)}{r}+\frac{c}{r}+a\cos(\theta)$ , (4.34)

が得られる。

以上 3個のこれまでに知られている、 自由度 2の自然ハミルトン系の超可積分系では

すべて角変数 $(\chi, \phi)$ を導入することにより、簡単に閉軌道性と超可積分系を特徴付ける保

存量が構成できることが分かった。

5 自由度 2の中心力系の拡張と超可積分系

本節では、極座標で分離できる 2次元の力学系を超可積分系の性質を保ったまま拡張する
ことを考える。前節のHamiltonian (4.4) を再び考え本節では $H_{3}$を Hで表す。 極座標で表

した (4.26) を再記する。

$H= \frac{1}{2}(p_{r}^{2}+\frac{p_{\theta}^{\mathit{2}}}{r^{2}})+\frac{b}{r^{2}\sin^{2}(\theta)}+O7^{\cdot}+\frac{C\mathrm{C}\mathrm{O}_{\vee}^{\mathrm{Q}}(\theta)}{r^{2}\sin^{\mathit{2}}(\theta)}$ . (5.1)

前節と同様に、 分離定数を\alphaとすると次の式を得る。

$\frac{p_{\theta}^{2}}{2}+\frac{b}{\sin^{\mathit{2}}(\theta)}+\frac{c\mathrm{c}\mathrm{o}_{\vee}^{\sigma}\mathrm{i}(\theta)}{\sin^{2}(\theta)}=\alpha$. (5.2)

$2Hr^{2}=p_{r}^{2}r^{2}+2\alpha+2ar$. (5.3)

r方向の式 (5.3) を第 2節で示した多重ケプラー運動の式に対応するように拡張すると、 定

数。, $c_{1},$ $c_{2,3}c$ と有理要\mbox{\boldmath $\omega$}を用いて次のようにに書けるとする。

$2\tilde{H}_{C}0^{r^{1.\nu}}|/’\perp_{2H++c}c_{1}r^{2’\text{ノ}}=p_{r}^{\mathit{2}}r+9\alpha c_{\mathit{2}}r^{1/\text{ノ}}3/\iota 2\simeq\iota 2r’/_{\mathcal{U}}$ . (5.4)
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このとき、 もとのHamiltonianはつぎのように拡張される。

$\tilde{H}=\frac{r^{\mathit{2}-1/\nu}}{c_{0}+C_{1^{\Gamma^{1}}}/\nu}(\frac{p_{r}^{2}}{2}+\frac{p_{\theta^{\mathit{2}}}}{2r^{2}})+\frac{c_{2}+c_{3}r1/\nu}{c_{0}+c_{1}r1’\nu},+\frac{r^{-1/\nu}}{c_{0}+c_{1}r^{1’\nu}},(\frac{b}{\sin(\theta)^{2}}+\frac{c\cos(\theta)}{\sin(\theta)^{2}})$. (5.5)

上式 (5.5) で与えられる力学系はやはり 2次元の多重ケプラー運動の拡張となっており、半

径 rが有界だけでなく、角度変数\thetaの動く範囲も有界となることにより、配位空間の軌道は

原点を含まない閉曲線となる。

半径方向をこのように多重ケプラー運動の形に拡張することは、他の 2次元の極座標

で変数分離可能な超可積分系へ適用する事は可能である。一般に n次元の中心力系では半

径方向と $n-1$個の角度方向に運動は分離されるので、 ここで述べた多重ケプラー系への

拡張は可能と思われる。

6 結言

以上の考察から、 これまでに見いだされた超可積分系の多くは、角変数によるパラメータ

化により対応するトーラス上の微分方程式で表され、付加的な保存量も容易に見いだされ

ることがわかった。 同時に排熱積分系の閉軌道性も示され為 また、極座標で分離される

2次元の超可積分系はその半径方向を、多重ケプラー化できて-般化されることが分かっ

た。 今後は、保存量の導出方法がCalogero系等の超可積分系に適用できるかを検討する

予定である。
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