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1. はじめに
$X$ をある与えられた集合とし, $T$ を $X$ から $X$ への写像とするとき, $T(X_{0})=x_{0}$ とな

る点 $x_{0}$ を $T$ の不動点 (fixed point) という. いわゆる 「うこかない点」である. 不動点の
存在は, 写像 $T$ の持つ性質と作用する空間 $X$ の性質によって決まってくるが, 不動点に

関する定理がいわゆる不動点定理である. 不動点定理は形が単純であるがゆえに幅広い
応用をもち, いろいろな分野で有効に用いられている. とくに存在に関する定理は, $\cdot$ こ

の定理の特別な場合であることが多く, 不動点定理を通して, 自然科学や社会科学の世
界を眺めることは興味深いことである. .

. つぎに挙げる 3つの定理は, 非線形作用素に関する不動点定理として非常に重要なも
のである.

定理 (Caristi の不動点定理) $X$ を完備距離空間とし, $\phi$ を $X$ から $(-\infty, \infty)$ に値をとる

下に有界な下半連続関数とする. $T$ を $X$ から $X$ への写像で

$d(x, T(X))\leq\phi(x)-\emptyset(T(X))$ , $\forall x\in X$

を満たすものとする. このとき, $T$ は $X$ の中に不動点をもつ.

定理 (Lim の不動点定理) $E$ を–密語な Banach 空間とし, $C$ を $E$ の有界閉凸集合とす
る. $T$ を $C$ から $C$ への集合値写像で, $C$ の点 $x$ を, $C$ の空でない compact集合 $Tx$ にう

つすものとする. もし

$H(Tx, \tau_{y})\leq||x-y||$ , $\forall x,$ $y\in C$

ならば, $x_{0}\in Tx_{0}$ となる点 $x_{0}$ が存在する. ただし, $H$ は Hausdorff の距離である.

定理 (Fan-Browderの不動点定理) $E$ を線形位相空間とし, $X$ を $E$ の compact で凸な $E$

の部分集合とする. $T$ を $X$ から $X$ への集合値写像で, つぎの条件を満たすものとする.

(1) 任意の $y\in X$ に対して, $T^{-1}y$ は空でない凸集合である;

(2) 任意の $x\in X$ に対して, $Tx$ は開集合である.

このとき, $x_{0}\in Tx_{0}$ となる $x_{0}\in X$ が存在する.
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ここではこれら 3つの定理について, 2変数関数の立場からその存在定理を議論してみ
たい.

$X$ をある集合とする. このとき $X\cross X$ から $[0,1]$ への 2変数関数 $F(x, y)$ を考える.
2変数関数 $F$ に対して, $F(z, z)$

. $.=1$ となる $X$ の点 $z$ を $F^{\urcorner}$

.
の不動点という、 $T$ を $X$ か

ら $2^{X}$ ( $X$ の部分集合あ全体) への写像とするとき, $\dot{X}$ 上の 2変数関数 $F$ を

$F(x, y)=1_{Ix},(y)$

とすれば, $F$ の不動点 $z$ は, 実際 $z\in Tz$ となり, $T$ の不動点となる. ただし, $1_{A}$ は $A\subset X$

の特性関数である。 ここではまず初めに) 完備距離空間上で 2変数関数に対する不動点定
理をを証明する : $X$ を完備距離空間とし、 $F$ を $X\cross X$ から $[0,1]$ への 2変数関数とす
る. また, $\phi$ : $Xarrow(-\infty, \infty]$ を proper で下に有界な下半連続関数とする. このとき, 任
意の $x\in X$ に対して

$F(x, y)=1$ , $\phi(y)+d(x, y)\leq\phi(x)$

となる $y\in X$ が常に存在するならば, $F$ の不動点, すなわち $F(z, z)=1$ となる点 $z\in X$

が存在する. これは Caristi の不動点定理 [3] の–般化になっている. 実際この定理から
Ekeland の変分不等式 [5] や Nadler の不動点定理 [11] 等が証明される. つぎに局所凸線形
位相空間上で 2変数関数に対する不動点定理を証明する: $X$ を局所凸線形位相空間 $E$ の

コンパクトな凸集合とし, $F$ を $X\cross X$ から $[0,1]$ への上半連続な 2変数関数とする. こ

のとき, 任意の $x\in X$ に対して, $F(x, y)=1$ となる $y\in X$ が常に存在するならば, $F$ の

不動点, すなわち $F(z, z)=1$ となる点 $z$ が存在する. この後, この定理を用いて, いくつ
かの定理を得る. 最後に, Banach 空間における集合値写像の不動点定理 (Lim の不動点
定理) を fflter の議論を用いて証明する. Lim の定理は現在なお 2変数関数の立場から議
論されていないが, ここでの証明がその議論に役立てば幸いである.

2. 完備距離空間での不動点定理
この節では, 2変数関数に関する不動点定理を完備距離空間の場合で議論しよう. その

前に, 最近, 加田-寸木-高橋 [8] によって導入された距離空間上の新しい距離の概念 “弱距
離” について述べておこう.
定義 (X, $d$ ) を距離空間とし, $P$ を $X\cross X$ 上で定義された非負の値をとる実数値関数と
する. このとき, $P$ がつぎの 3つの条件 (1), (2), (3) を満たすならば $X$ 上の w-distance
といわれる.

(1) $p(X, Z)\leq p(x, y)+P(y, z)$ が $x,$ $y,$ $z\in X$ についていえる;

(2) 任意の $x\in X$ に対し, $p(x, \cdot)$ : $Xarrow[0, \infty)$ は下半連続である;

(3) 任意の $\in>0$ に対して, $\delta>0$ が存在して, $p.(.x, Z)|.\leq\delta,$
$p(x, y)\leq\delta$ ならば $d(z, y)\leq\in$

である.
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距離空間 $(X, d)$ の $d$ は $X$ 上の w-distance である. $X$ 上の $w$-distance の例は他にも
いろいろとあるが, ここでは 4つの例をあげておこう,

例 1 $X$ を線形ノルム空間とし, $P^{\prime X}.\cross Xarrow[0, \infty)$ を

$p(x, y)=||y||$ , $\forall x,$ $y\in X$

で定義しよう. このとき, $P$ は $w$ -distance である.

例 2 (X,のを距離空間とし, $T$ を $X$ から $X$ への連続写像としよう. このとき

$p(x, y)= \max\{d(\tau x, y), d(TX, Ty)\}$ , $\forall x,$ $y\in X$

で定義される $P$ は $X$ 上の $w$ -distance である.

例 3 (X, $d$ ) を距離空間とし, $F\subset X$ を 2点以上を含む有界な閉集合とする. $c\geq\delta(F)$

とし, p を

$p(x, y)=\{$
$d(x, y)$ , $\forall x,$ $y\in F$,

$c$ , $\forall x\not\in F$ or $y\not\in F$

で定義すると, $P$ は $X$ 上の $w$ -distance である. ただし, $\delta(F)$ は $F$ の直径を表す.

例 4を書く前に, 定義を 1つしておこう. $\epsilon>0$ とする. 距離空間 $(X, d)$ が $\in$-chainable
であるとは, 任意の $x,$ $y\in X$ に対して, $X$ の有限集合 $\{u_{0}, u_{1}, \cdots, u_{k}\}$ が存在し

$u_{0}=x,$ $u_{k}=y,$ $d(u_{i}, u_{i+1})<\in(i=0,1, \cdots : k-1)$

となるときをいう. $\{u_{0}, u_{1}, \cdots , u_{k}\}$ を $x,$ $y$ の $\in$-chain という.

例 4 $\in i>0$ とし, 距離空間 (X, $d$) を $\epsilon$:-chainable であるとする. このとき, $p:X\cross Xarrow$

$[0, \infty)$ を $x,$ $y\in X$ に対して

$p(x, y)= \inf\{=\sum_{i0}^{k-1}d(ui, ui+1)$ : $\{u_{0}, u_{1}, \cdots, u_{k}\}$ は $x,$ $y$ の $\epsilon- \mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}\}$

で定義すると, $p$ は $X$ 上の $w$ -distance である.

w-distance $P$ を用いて述べられるつぎの定理 (定理 2.1) は Caristi の不動点定理を拡張
したものである.

定理 2.1 $X$ を完備距離空間とし) $F$ : $X\cross Xarrow[0,1]$
.
を 2変数関数とする. $f$ : $Xarrow$

$(-\infty, \infty]$ を下から有界な proper で下半連続な関数とする. $.P$ : $X\mathrm{x}.Xarrow[0, \infty)$ を

w-distance とし

$M(x)= \sup_{y\in X}F(x, y)$ , $\forall x\in X$
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とする. このとき, 任意の $x\in X$ に対して

$F(x, y)=M(x)$ , $f.(y)+p(x, y)\leq f.(x)$

を満たす $y\in X$ が存在するならば

$F(z, z)=M(z)$

となる $z\in X$ が存在する.

定理 2.1の直接の結果として, つぎの定理が証明できる.

定理 2.2 $X$ を完備距離空間とし, $F$ : $X\cross Xarrow[0,1]$ を 2変数関数とする. $f$ : $Xarrow$

$(-\infty, \infty]$ を下に有界な proper で下半連続な関数とし, $p:x\cross xarrow[0, \infty)$ を w-distance
とする. このとき, 任意の $x\in X$ に対して

$F(x, y)=1$ , $f(y)+p(x, y)\leq f.(x)$

を満たす $y\in X$ が存在するならば

$F(z, z)=1$

となる $z\in X$ が存在する.

定理 2.2において, 特に $p=d$ とおくと, つぎの定理が得られる.

定理 2.3 $X$ を完備距離空間とし, $f$ : $Xarrow(-\infty, \infty]$ を下に有界な ProPer で下半連続

な関数とする. $F$ : $X\cross Xarrow[0,1]$ を 2変数関数とする. このとき, 任意の $x\in X$ に対

して

$F(x, y)=1$ , $f.(y)+d(_{X}, y)\leq f(x)$

を満たす $y\in X$ が存在するならば

$F(x_{0}, X_{0})=1$

となる $x_{0}\in X$ が存在する.

定理 23を用いて) 完備距離空間上の定理として重要で, かつよく知られているつぎの

2つの定理を証明してみよう. その前に定義を 1つ与えておく. (X, $d$ ) を距離空間とし,

$CB(X)$ を空でない有界閉集合の全体とする. このとき, $CB(X)$ 上の Hausdorffの距離を

$H(A, B)= \max\{\sup_{u\in A}d(u, B),$ $\sup_{v\in B}d(v, A)\},$ $\forall A,$ $B\in CB(X)$

で定義する. ただし, $d(x, A)= \inf\{d(x, y) : y\in A\}$である.
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系 $2.4(\mathrm{N}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{r})$ $X$ を完備距離空間とし, $T$ : $Xarrow CB(X)$ をつぎの条件を満たす集合
値写像とする.

$H(Tx, \tau_{y})\leq kd(x, y)$ , $\forall x,$ $y\in X$

となる $k(0\leq k<1)$ が存在する. このとき, $x_{0}\in Tx_{0}$ となる $x_{0}\in X$ が存在する.

証明

$F(x, y)=1_{\tau_{x}}(y)$ , $\forall x,$ $y\in X$

とし, $\Xi$ を $0< \epsilon<\frac{1}{k}-1$ となる実数としよう. ここで定理の結論を否定すると, すべての
$x\in X$ に対して $d(x, T_{X})>0$ となる. これより任意の $x\in X$ に対して

$F(x, y)=1$ , $d(x, y)\leq(1+\in)d(X, \tau_{x})$

となる $y\in X$ の存在がいえる.

$d(y, Ty)\leq H(Tx, \tau_{y})\leq kd(x, y)$

であるので

$d(x, Tx)-d(y, Ty) \geq\frac{1}{1+1^{5}}d(x, y)-kd(x, y)$

$=(_{\overline{1+\epsilon \mathrm{i}}}-k)d(_{X}, y)$

を得る. ここで

$f(x)=( \frac{1}{1+\in}-k)^{-1}d(X, T_{X})$

とおくと, 上の不等式は

$f(y)+d(_{X}, y)\leq f(x)$

となる. 定理 23を用いると $F(X_{0}, x_{0})=1$ , i.e., $x_{0}\in Tx_{0}$ となる $x_{0}\in X$ が存在する. こ

れは矛盾であるので定理は証明されたことになる 口

定理 2.5(Ekeland) $X$ を完備距離空間とし, $\varphi$ : $Xarrow(-\infty, \infty]$ を下に有界な proper で
下半連続な関数とする. このとき

$\varphi(u)\leq\inf_{x\in X}\varphi(x)+\mathcal{E}$

となる $\epsilon j>0$ と $u\in X$ に対して, つぎの条件 (1), (2), (3) を満たす $x_{0}\in X$ が存在する.

(1) $\varphi(x\mathrm{o})\leq\varphi(u)$ ;
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(2) $d(u, x_{0})\underline{<}1$ ;

(3) $\varphi(w)>\varphi(x_{0})-\in d(x_{0}, w)$ が $w\neq x_{0}$ となる任意の $w\in X$ について成り立つ.

証明 $\varphi(u)\leq\inf_{x}\varphi(x)+\in$ となる $\epsilon i>0$ と $u\in X$ に対して

$X’=\{x\in X : \varphi(x)\leq\varphi(u)-\in d(u, x)\}$

とおく. このとき, $X’$ は閉であり, $X’\ni u$ である. $x\in X’$ に対して

$Sx=\{y\in X : y\neq x, \varphi(y)\leq\varphi(x)-\epsilon id(x, y)\}$

とおくと, $y\in Sx$ ならば $y\in X’$ である. ここで 2変数関数 $F:X’\mathrm{x}x’arrow[0,1]$ をつぎ
のように定義する :

$s_{x=}\emptyset$ のとぎ $F(x, y)=\{$
$0$ $(y\neq x)$

1 $(y=x)$ ,

$Sx\neq\phi$ のとき, $F(x, y)=\{$
$0$ $(y\not\in s_{X}\cdot)$

1 $(y\in Sx)$ .

すると, 任意の $x\in X’$ に対して

$F(x, y)=1$ , $\varphi(y)+\epsilon jd(x, y)\leq\varphi(x)$

となる $y\in X’$ が存在する. ここで定理 23を用いると $F(x_{0}, x_{0})=1$ となる $x_{0}\in X’$ の

存在がわかる. すなわち $Sx_{0}=\phi$ となる $x_{0}\in X’$ の存在がいえる. だから

$\varphi(w)>\varphi(x_{0})-\epsilon d(x0, w)$ , $\forall w\in X(w\neq x_{0})$

である. また $x_{0}\in X’$ であるので

$\varphi(x_{0})\leq\varphi(u)-\in d(u, X_{0})\leq\varphi(u)$

がいえる. さらに

$\in d(u, X_{0})\leq\varphi(u)-\varphi(x_{0})\leq\varphi(u)-\inf_{x}\varphi(x)\leq\in$

であるので $d(u, x_{0})\leq 1$ もわかる. 口

w-distance を用いて, Nadler の不動点定理を拡張する不動点定理が得られる. 定理を
述べる前に, 定義を 1つ与えておく. (X, $d$ ) を距離空間とし, $T$ を X から $X$ への集合値
写像とする. このとき, $\mathrm{T}$ が weakly contractive または $P$-contractive であるといわれる
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ためには, ある $w$-distance $P$ と $r(0\leq r<1)$ が存在し, 任意の $x_{1},$ $x_{2}\in X$ と $y_{1}\in Tx_{1}$ に

対して, $p(y_{1}, y_{2})\leq rp(X1, X2)$ となる $y_{2}\in Tx_{2}$ がつねに存在するときをいう.

定理 26 (X, $d$) を完備距離空間とし, $T$ を X から $X$ への $P$-contractive な集合値写像
で, 任意の $x\in X$ に対して $Tx$ は空でない閉集合とする. このとき, $Tx_{0}\ni x_{0}$ かっ

$p(x0, x0)=0$ となる $x_{0}\in X$ が存在する.

この定理を用いると, Nadler の不動点定理と Edelstein の不動点定理を同時に拡張する
つぎの定理 (定理 2,7 [14]) が得られる. 定理を述べる前に定義を 1つ与えておく. (X, $d$)
を距離空間とし, $T$ を $X$ から $CB(X)$ への写像とする. このとき $\in>0$ に対して $T$ が
$(\in \mathrm{i}, \sigma)$ -uniformly locally contractive であるといわれるためには, ある $\sigma\in[0,1)$ が存在し,
$d(x, y)<\in$ となる $x,$ $y\in X$ に対して

$H(Tx, \tau_{y})\leq\sigma d(x, y)$

が成り立つときをいう.

定理 2.7 $\in\in(0, \infty]$ とする. (X, $d$) を $\in \mathrm{i}$-chainable な完備距離空間とし, $T$ を $X$ から
$CB(X)$ への $(\epsilon, \sigma)$-uniformly locally contractive な写像とする. このとき, $Tx_{0}\ni x_{0}$ とな
る $x_{0}\in X$ が存在する.

定理 27において $\epsilon i=\infty$ の場合が Nadler の不動点定理であり, $T$ が–価の場合が
Edelstein の不動点定理である.

3. 線形位相空間での不動点定理
つぎに, 局所凸線形位相空間での 2変数関数の不動点定理を述べることにしよう.

定理 3.1 $E$ を局所凸線形位相空間とし, $X$ を $E$ のコンパクトで凸な集合とする. $F$ :
$X\cross Xarrow[0,1]$ を上半連続な 2変数関数とし, 任意の $x\in X$ に対して\dashv \mapsto F(x, $y$ ) は
quasi-concave を満たすものとする. さらに

$M(x)= \sup\{F(x, y):y\in X\}$ , $\forall x\in X$

で定義される関数 $M$ : $Xarrow[0,1]$ は下半連続を満たすものとする. このとき

$F(x_{0}, x_{0)}=M(x_{0})$

となる $x_{0}\in X$ が存在する.

定理 3.1より, つぎの定理がただちに得られる.

定理 32 $E$ を局所凸線形位相空間とし, $X$ を $E$ のコンパクトで凸な集合とする. $F$ :
$X\cross Xarrow[0,1]$ を上半連続な 2変数関数とし, 任意の $x\in X$ に対して, $y\vdash+F(x, y)$ は

quasi-concave を満たすものとする. さらに, 任意の $x\in X$ に対して, $F(x, y)=1$ となる
$y\in X$ が存在するならば, $F(x0, x\mathrm{o})=1$ となる $x_{0}\in X$ が存在する.
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定理 3.1を用いると, Fan[7] によって証明されたっぎの 2つの結果も得られる.

系 3.3(Fan) $E$ を線形ノルム空間とし, $X$ を $E$ のコンパクトで凸な集合とする. もし
$T:Xarrow E$ を連続な写像とするならば

$||x_{0}- \tau_{X_{0}}||=\min_{y\in X}||y-Tx_{0}||$

となる $x_{0}\in X$ が存在する.

証明

$\Lambda I=\sup\{||y-Tx|| : x, y\in X\}$ ,

$F(x, y)=1-||y-\tau_{X}||/M$, $\forall x,$ $y\in X$

とする. このとき, $F:X\cross Xarrow[0,1]$ は連続であり, 任意の $x\in X$ に対して $y-\Rightarrow F(x, y)$

は concave となる. また $M(x)= \sup_{y\in X}F(x, y)$ は下半連続となる. ここで定理 3.1を用
いると $F(X_{0}, X_{0})=M(x_{0})$ となる $x_{0}\in X$ が存在する. これは

$1- \frac{||_{X_{0^{-Tx_{0}}}}||}{M}=1-\inf_{y\in \mathrm{x}}$
.

$\frac{||y-T_{X_{0}}||}{M}$

を意味するので, $||x_{0^{-Tx}}0||= \inf y\in X||y-Tx0||$ を得る. 口

上の系 3.3で, $T:Xarrow X$ とすると, 有名な Schauder の不動点定理が得られる.

系 $3.4(\mathrm{F}\mathrm{a}\mathrm{n})$ $E$ を局所凸線形位相空間とし, $X$ を $E$ のコンパクトで凸な集合とする.
$T:Xarrow E$ を連続な写像とするとき, つぎの (1) または (2) が成立する.

(1) $Ty_{0}=y\mathrm{o}$ となる $y\mathrm{o}\in X$ が存在する;

(2) $0<p(x0-\tau_{X)}0=\mathrm{r}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{n}_{y\in XP(y}-\tau X\mathrm{o})$ となる $x_{0}\in X$ と $E$ 上の連続なセミノルム

$P$ が存在する.

証明 任意の $x\in X$ に対して, $Tx\neq x$ を仮定しよう. $x\in X$ に対して $Tx\neq x$ なので

$p_{x}(x-T_{X})>0$ となる連続なセミノルム $p_{x}$ が存在する. ここで

$Gx=\{y\in X : p_{x}(y-\tau_{y})>0\}$ , $\forall x\in X$

とおくと, $\{Gx : x\in X\}$ は $X$ の開被覆となる. $X$ はコンパクトなので, $X$ の開被覆
$\{Gx_{1},$ $Gx2,$ $\ldots$ ,
$Gx_{n}\}$ がとれる. この開被覆に対応する 1の分解を $\{\beta_{1}, \beta_{2)}\ldots, \beta_{r\iota}\}$ とし, この 1の分解
を使って

$M= \sup_{x,y\in^{x}}\sum_{i=1}^{n}\beta_{i}(X)px_{i}(y-Tx)$
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を定義する. また, $x,$ $y\in X$ に対して

$F(x, y)=1- \frac{1}{M}\sum_{i=1}^{n}\beta i(x)pxi(y-^{\tau X})$ ,

$M(x)= \sup_{y\in X}F(x, y)$

とすると, 定理 3.1より $F(x_{00}, x)--M(x0)$ となる $x_{0}\in X$ の存在がわかる. ここで

$p= \sum^{n}\beta i(i=1x_{0})p_{x}i$

とおくと

$0<p(_{X}0- \tau X_{0})=\inf_{y\in x}p(y-\tau_{x}0)$

を得る 口

つぎの定理は集合値写像に関する Fan-Browder の不動点定理である.

定理 3.5 $X$ を線形位相空間 $E$ (Hausdorffは仮定する) のコンパクト凸集合とする. $A$

をつぎの条件 (1) と (2) を満たす $X$ から $X$ への集合値写像とする.

(1) 任意の $y\in X$ に対して, $A^{-1}y$ は開集合である ;

(2) 任意の $x\in X$ に対して, $Ax$ は空でない凸集合である.

このとき, $x_{0}\in Ax_{0}$ となる $x_{0}\in X$ が存在する.

これを 2変数関数 $F$ を用いて書き表すとつぎのようになる.

定理 36 $X$ を線形位相空間のコンパクトな凸集合とし, $F$ をつぎの条件 (1), (2) $,(3)$ を

満たす $X\mathrm{x}X$ 上の実数値関数とする.

(1) 任意の $y\in X$ に対して, $x$ の関数 $F(x, y)$ は上半連続である ;

(2) 任意の $x\in X$ に対して, $y$ の関数 $F(x, y)$ は quasi-convex である ;

(3) $F(x, x)\geq 0(\forall x\in X)$ となるような実数 $c$ が存在する.

このとき, $F(x_{0}, y)\geq 0(\forall y\in X)$ となるような $x_{0}\in X$ が存在する.

定理 3.1は Fan の集合値写像の不動点定理 [6] を 2変数関数で表現したものであるが,

Fan-Browder の不動点定理 (定理 3.5) を 2変数関数の不動点定理の形で表現したらどのよ
うになるだろうか. 興味のあることである.

4. Banach空間での不動点定理
この節では, 集合値写像に関する Lim の不動点定理を中心に議論する. $X$ を空でない

集合とし, $\mathrm{F}$ を $X$ の部分集合からなる空でない族とする. このとき, $\mathrm{F}$ が $X$ 上の fflterで

あるとは, つぎの 3つの条件を満たすときである.
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(1) $\emptyset\not\in \mathrm{F}$ である ;

(2) $A\subset B$ でかつ $A\in \mathrm{F}$ ならば $B\in \mathrm{F}$ である ;

(3) $A,$ $B\in \mathrm{F}$ ならば $A\cap B\in \mathrm{F}$ である.

$\mathrm{F}_{1},$ $\mathrm{F}_{2}$ が $X$ 上の filters で, $\mathrm{F}_{1}\subset \mathrm{F}_{2}$ を満たすならば, $\mathrm{F}_{2}$ は $\mathrm{F}_{1}$ より finerであるといわれ
る. $X$ 上の fflter A は, A以外に A を含む $X$ 上の丘 lterが存在しないとき ultrafflter であ
るといわれる. $X$ の部分集合からなる空でない族 $\mathrm{B}$ が $X$ 上の fflterbase であるとは, $\text{つ}$

ぎの 2つの条件を満たすときである.

(1) $\emptyset\not\in \mathrm{B}$ である ;

(2) $A_{1},$ $A_{2}\in \mathrm{B}$ に対して, $A_{3}\subset A_{1}\cap A_{2}$ となる $A_{3}\in \mathrm{B}$ が存在する.

$\mathrm{B}$ が $X$ 上の丘 lterbase であるとき, $\mathrm{F}=\{A\subset X : B\subset A, B\in \mathrm{B}\}$ は $X$ の fflter になる.
このとき, $\mathrm{B}$ は $\mathrm{F}$ の base であるといわれる. X を位相空間とし, $\mathrm{B}$ を $X$ 上の fflterbase
としよう. $\mathrm{B}$ が $X$ の点 $x$ に収束するとは, $x$ の任意の近傍 $V$ に対して, $A\subset V$ となる

$\mathrm{B}$ の元 $A$ が存在することである. A がコンパクト集合 $X$ 上の ultra且 lter であるとき, A
は $X$ のある点に収束することが知られている. また Aが集合 $X$ 上の ultrafflter で, $P$ が
$X$ から $D$ への写像であるなら $P(\mathrm{A})$ は $D$ 上の fflterbase になる. さらに, この $P(\mathrm{A})$ は
$D$ 上の ultrafilter を生成する. 実際, A が $X$ 上の ultrafflterであるから, $P(\mathrm{A})$ が $D$ 上の

fflterbase となることは明らかである.

$\mathrm{B}=$ { $B\subset D$ : $P(A)\subset B$ for some $A\in \mathrm{A}$}

とし, $\mathrm{K}$ を $\mathrm{K}\supset \mathrm{B}$ となる $D$上の filter としよう. $K\in \mathrm{K}$ なら $P^{-1}K\in \mathrm{A}$ または $P^{-1}K^{\mathrm{c}}\in \mathrm{A}$

である. $A=P^{-1}K^{c}\in$ A とすると, $P(A)=P(P^{-1}K^{c})\subset K^{c}$ であるから $K^{c}\in \mathrm{B}$ とな
る. これは矛盾である. よって $P^{-1}K\in \mathrm{A}$である. $P(P^{-1}K)\subset K$ なので, $K\in \mathrm{B}$ を得
る. だから $\mathrm{K}=\mathrm{B}$ となる. これは $\mathrm{B}$ が $D$ 上の ultra丘 lter であることを意味する.

$E$ を–様な凸な Banach 空間とし, $\mathrm{B}$ を有界集合を少なくとも 1つ含むような $E$ 上の
丘 lterbase とする. ここで $D(\subset E)$ 上の実数値関数

$r(x, \mathrm{B})=\inf_{A\in \mathrm{B}}\sup_{y\in A}||_{X}-y||$ , $\forall x\in D$

を考えると

$|r(x, \mathrm{B})-r(y, \mathrm{B})|\leq||x-y||$ , $\forall x,$ $y\in D$

を満たすから, $D$ 上で連続となる. また $D$ を閉凸集合とすると, $r(\cdot, \mathrm{B})$ は凸関数となり,
$||x_{n}||arrow\infty$ ならば $r(x_{n}, \mathrm{B})arrow\infty$ をも満たすから

$r(u_{0}, \mathrm{B})=\min_{x\in D}r(x, \mathrm{B})$

78



となる $u_{0}\in D$ が存在する. ここで空間 $E$ の–様延性を使うとこのような $u_{0}$ が–意であ
ることがわかる. この結果を用いて Lim の定理を証明しよう.

定理 4.1 $X$ を–様凸 Banach 空間 $E$ の有界閉凸集合とする. $T$ を $X$ から $X$ への集合
値非拡大写像で, 任意の $x\in X$ に対して, $Tx$ が空でないコンパクト集合であるとする.
このとき, $X$ の中に $T$ の不動点が存在する.

証明 $x_{0}\in X$ とする. $n=2,3,$ $\cdots$ に対して

$T_{n}x= \frac{1}{n}x_{0}+$ $($ 1 – $\frac{1}{n})Tx$ , $\forall x\in X$

を定義する. このとき, Nadler の不動点定理 (系 24) を用いると $T_{n}x_{n}\ni x_{n}$ となる $T_{n}$ の

不動点 x。が存在する. この点前 $\{x_{n}\}$ は $d(x_{n}, Tx_{n})arrow 0(narrow\infty)$ を満たす. ここで

$A_{n}=\{_{X_{n}}.’ X_{n}+1, X+2n’\cdot\cdot..\}$

を定義する. こめとき, $\{A_{n}\}$ は $X$ 上の丘 lterbase となる. $\mathrm{F}$ を $\{A_{n}\}$ によって生成される
丘 lter とし, A を $\mathrm{F}$ より finer な ultrafilter とする. 明らかに

$\inf_{A\in \mathrm{A}x}\sup_{\in A}d(X, Tx)=0$

である. ここで $u_{0}\in X$ を $r(u_{0}, \mathrm{A})=\inf_{x\in x^{r}}(x, \mathrm{A})$ を満たす–意の元とすると, 任意の
元 $x\in X$ に対して, $Tx$ が空でないコンパクト集合であることより

$||x-S_{X}||=d(x, T_{X}),$ $||Sx-Px||=d(s_{X}, Tu\mathrm{o})$

を満たすような $Sx\in Tx,$ $Px\in Tu_{0}$ を得ることができる. $X$ から $Tu_{0}$ への写像 $P$ に

対して, $P(\mathrm{A})$ は $Tu_{0}$ 上の丘 lterbase になり, さらに $P(\mathrm{A})$ によって生成される丘 lter は
ultrafilter になる. $Tu_{0}$ はコンパクトなので, $P(\mathrm{A})$ は $Tu_{0}$ の中に極限 $P\mathrm{o}$ をもつ. この $p_{0}$

に対して $H$ を Hausdorffの距離とすると

$r(p_{0}, \mathrm{A})=\inf_{A\in \mathrm{A}x}.\sup\in A||p_{0-}x||$

$\leq\inf_{A\in \mathrm{A}}\sup_{x\in A}\{||p\mathrm{o}-PX||+||PX-Sx||+||SX-x||\}$

$= \inf_{A\in \mathrm{A}}$

.
$\sup_{Ax\in}\{||p0-PX||+d(SX, \tau u_{0})+d(X, Tx)\}$

$\leq\inf_{A\in \mathrm{A}}\sup_{x\in A}\{||p0-PX||+H(\tau_{x}, Tu_{0})+d(X, Tx)\}$

$\leq\inf_{A\in \mathrm{A}}\sup_{x\in A}\{||p0-PX||+||X-u_{0}||+d(X, Tx)\}$

$= \inf_{A\in \mathrm{A}}\sup_{Ax\in}||x-u_{0}||$

$=r(u_{0}, \mathrm{A})$

を得る. だから $u_{0}=p\mathrm{o}\in Tu_{0}$ を得る. これで証明は完了する. 口

Lim の不動点定理は 2変数関数の存在定理の形で表せないのだろうか. この問題は現
在なお解けていない.
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