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1. はじめに.

代数多様体の cohomology 論は、大きく分けて位相構造によるものと微分構造から定まるものとがある。
正回数 (標数 $p>0$ ) 代数多様体の場合は、前者としては $l$ -進理論、後者としては crystalline cohomology
など P-進 cohomology と総称されるものがある。本稿では、か進 cohomology、特に、Berthelot の導入し
た rigid cohomology の解説と vanishing cycle について書く $0$

P-進 cohomology の数論への利用の始まりは、 1960年の Dwork による合同 $\zeta-$関数の有理性の証明 [9]
に始まる。彼は、 $P$-進周期の研究にもこれを利用した。 60年代後半に Monsky と Washnitzer は、 Dwork
の仕事に刺激されて、正標数 affine smooth variety に対して新しい cohomology 理論を導入した。 [18] この
cohomology 論を Monsky-Washnitzer cohomology と呼び、 合同 $\zeta-$関数の有理性などが証明される。 [17]

70年代はじめに Berthelot は crystalline cohomology を導入した。 [1] crystalline cohomology は、proper
smooth の場合には $\mathrm{Z}_{P}$ 係数の良い理論を与えるが、そうでない場合にはうまく働かない。 (2節・例 1)

80年代に入り Berthelot tよ、 de Rham cohomology の–般化 [12] に類似する方法で、Dwork からの流
れを汲む Monsky-Washnitzer cohomology の–般化である rigid cohomology を定義した。その定義におい
て、Tate や Raynaud らによる rigid analytic space とその中での tube の理論 (3節) が重要な役割を果
たしている

$\circ$ rigid cohomology は affine smooth の場合には Monsky-Washnitzer cohomology と、 proper
smooth の場合には crystalline cohomology と同型になり、有限次元性や Poincar\’e 双対性、固定点公式等
を満たす良い cohomology 論である。 (5節を見よ。固定点公式については、 [21] [17] [11] を見よ。) 係数
付き rigid cohomology については overconvergent unit-root $F$-isocrystal の場合 [22] [23] を除いて未解明
な部分が多い。

本稿では、Berthelot の理論のもう -つの柱である coherent D沖加群については触れない。 [3]
6節では、具体的な例で vanishing cycle をどう考えるべきか考察する。

講演においては $\text{「}\mathrm{O}\mathrm{n}$ vanishing cycles in rigid $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{y}\text{」}$ とタイトルを付けたが、本稿のタイトルは
実際に講演の中で話した rigid cohomology の紹介が主なので 「 $\mathrm{R}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{d}$ cohomology 入門」 とした。

記号 : $k$ を標数 $p>0$ の体、 $V$ を $k$ を剰余体に持つ混標数完備離散付値環、 $K$ をその商体とする。 $||$ を
$K$ の絶対値、 $|K^{\cross}|$ で値群 (乗法的) を表す。 $V$ 加群 $M$ に対して、 $M_{K}=M\otimes_{V}K$ とする。

2. Monsky-Washnitzer cohomology.

この節では、Monsky と Washnitzer が導入した cohomology 論 (彼らは formal cohomology と名付け
た。今は、Monsky-Washnitzer cohomology と呼ばれる。) について述べる。詳しくは [ $18|[16|[17][20]$ を

見よ。

$X$ を $k$ 上の affine smooth $\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{y}_{\text{、}}\mathrm{s}_{\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}}A$ を $X$ の $V$ 上への有限型 smooth な持ち上げとする。 こう
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いう $\mathrm{s}_{\mathrm{P}^{\mathrm{e}\mathrm{c}}}A$ は、 [10] により必ず存在する。 $A$ の $V$ 上での有限表示 $V[\underline{x}]arrow A$ を固定し、その核を $I_{\text{、}}$

$V[\underline{x}]$
\dagger

$=$ $\lambdaarrow 1+1\mathrm{i}_{\mathrm{l}}\mathrm{n}\{\sum a_{\underline{m}^{\underline{X}^{\underline{m}}\in V[[_{\underline{X}}}}]]||a_{\underline{m}}|\lambda^{|\underline{m}|}arrow 0(|\underline{m}|arrow\infty)\}$

$A^{\uparrow}$

$=$ $V[\underline{x}]^{\uparrow}/IV[\underline{x}]^{\uparrow}$

とおく。ただし、 $| \underline{m}|=\sum m_{i}$ とする。 $A\dagger$ は $A$ の $V$ 上の weak completion となり、 同型を除いて有限表
示の取り方によらない。 $A^{\uparrow}$ は noether であり、 $A$ のか進完備化を $\hat{A}$ とおくと、V-代数の自然な包含関係
$A\subset A^{\uparrow}\subset\hat{A}$ が存在する。

$K$-微分 $d:A_{K}arrow A_{K}\otimes_{A}\Omega_{A/V}^{1}$ は、 $d:A_{K}^{\uparrow}arrow A_{K}^{\uparrow}\otimes_{A}\Omega_{A/V}^{1}$ に延び、K-複体

$0arrow A_{K}^{\uparrow}arrow A_{K^{\otimes_{A}\Omega_{A}}}^{\dagger 1}/Varrow A_{K^{\otimes_{A}\Omega_{A}}}^{\dagger 2}/Varrow\cdots$

( $A_{K}^{1}$ の次数を $0$ とする。) は導来圏の中では $X$ のみで決まる。この複体の cohomology を $X$ の $K$ 上の

Monsky-Washnitzer cohomology (以後、MW-cohomology) といい、 $H_{MW}^{l}(X/K)$ と表す。 $H_{MW}^{l}(x/K)$

は $X$ に関して関曾比である。
$K$ に Frobenius 写像 $\sigma$ ( $k$ 上の $p$ 乗射の持ち上げ) が存在するとする。このとき、 $X$ の絶対 Frobenius

射は $A\dagger$ 上に持ち上がり、 $H_{MW}^{l}(X/K)$ 上に $\sigma$-線形写像を導く。この写像を Frobenius 射と呼び、 $X$ と $\sigma$

のみによる。

例 1. $X=\mathrm{A}_{k}^{1}-\{S_{1}, \cdots, S_{r}\}_{\text{、}}\hat{s}_{l}$ を $s_{l}$ の $V$ への持ち上げ、 $A=- V[x, \prod_{l}\frac{1}{x-\hat{s}_{l}}]$ とする。すると、

$A\dagger=$ { $\sum_{m_{()}\geqq 0}a_{m}x^{m}00+\sum_{l=1m}\sum_{0\iota>}\frac{a_{m_{l}}}{(_{X-\hat{s}_{l}})m\iota}|a_{m_{l}}\in V,$
$\exists\lambda>1$ such that $|a_{m_{l}}|\lambda^{m_{l}}arrow 0(m_{l}arrow\infty)$ }

と表せる。 $\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{p}(n)=o(\log(n))(narrow\infty)$ より

$H_{NIW}^{l}(X/K)=\{$
$K \bigoplus_{l=1}^{r}K\overline{(\frac{dx}{x-\hat{s}_{l}})}$

$(l=0)$

$(l=1)$

$0$ $(l\geqq 2)$

となる。Frobenius は、 $H^{0}$ には 1で、 $H^{1}$ には $P$ で作用する。 $K$ を絶対不分岐とする。 $X$ の crystalline
cohomology $H_{c\gamma sy}^{l}(x/V)$ は、 $A\dagger$ を $P$-進完備化 $\hat{A}$ に変えた剛体の cohomology になり、 $H_{crys}^{1}(x/V)\otimes_{V}K$

は $K$ 上有限次元でない。

Monsky と Washnitzer は、彼らの定義した cohomology が良い cohomology 論ならば当然持っている
べき幾つかの性質、例えば、 $H_{N}^{\iota_{Iw(\cross \mathrm{A}_{k}^{1}}}Xk/K$ ) $\cong HlMw(X/K)$ や固定点公式などが成り立つことを示し
た。 しかし、その有限次元性は Berthelot [5] や Mebkhout [15] の証明まで長い間知られていなかった。 (5
節で Berthelot lこよる証明を見る。)

3. Tubes.

弱完備化の定義から解るように、半径 1の閉球を少し膨らませたところで収束する級数を解析関数とし
て Monsky-Washnitzer cohomology は定義される。この少し拡げるという操作において、 $k$ 上の scheme
を $V$ 上に持ち上げるということは避けて通ることが出来ない。そのため、 このままの形では貼り合わせと
いう操作がうまく働かず、大域化することが困難である。Berthelot は、Tate や Raynaud らによる formal
schelne に伴う rigid analytic space の言葉を用いて、これらの概念を大域化した。以下、Berthelot による
tube とその strict neighborhood について解説する。詳しくは、 [4] を見よ。
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$P$ を $V$ 上の局所有限型銑進 formal schelne、 $P\mathit{0}$ をその special $\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{r}_{\text{、}}p_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}$
を $P$ に伴う Raynaud’s

generic fiber $[$ 14, Chap. 2, Sect. $3]_{\text{、}}\mathrm{s}\mathrm{p}:P_{\mathrm{r}}\mathrm{i}\mathrm{g}arrow P$ を specialzation 写像 (位相空間の射としては $[14, 17]$

における還元射で、環付空間の射になっている。) とする。

$X$ を $P0$ の $k$ 上の部分 scheme で、 $\Gamma(P, O_{\mathcal{P}})$ の元 $f_{i},$ $\cdots,$
$f_{r’ \mathit{9}}1,$

$\cdots,$ $g_{S}$ で $Z=( \bigcap_{i}V(fi))\mathrm{n}(\bigcup_{j}D(g_{j}))$

と定義されているものとする。

$]X[_{\mathrm{p}=}sp(-1x)=\{x\in \mathrm{p}_{\mathrm{r}}\mathrm{i}\mathrm{g}||f_{i}(x)|<1(\forall i), |g_{j}(X)|=1(\exists j)\}$

は
$P_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}$ の開部分集合になっていてる。これを、$X$ の $P$ における tube と言う。また、$0<\lambda\leqq 1,$ $\lambda\in|K^{\cross}|\otimes \mathrm{Q}$

に対して
$]X[_{P}\lambda=\{X\in]X[_{\mathrm{p}}||f_{i}(x)|<\lambda(\forall i)\}$

を、 $X$ の半径 $\eta$ の開 tube という。 ] $X[_{P}1=]X$ [ $\mathrm{p}$ であり、 $\lambdaarrow 1^{-}$ とすると、] $X$ [ は] $X[\mathrm{p}$ の admissible

covering [14, Chap. 3, Sect. 1] になる。

以下、$Y$ を $P0$ の閉部分 $\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{e}\text{、}X$ を $Y$ の開部分 $\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{e}\text{、}j$ : $Xarrow Y$ を対応する埋め込み、$Z=Y-X$

とする。

定義 1. ] $Y$ [ $p$ の開集合 $V$ が] $X$ [ $\mathrm{p}$
の strict neighborhood であるとは、 ] $X$ [ $V$ かつ $\{V,$ ] $Z$ [ $\}$ が] $Y[\mathrm{p}$

の admissible covering になることをいう $\circ$

$Y=\mathcal{P}0$ とする。 $0<\lambda<1,$ $\lambda\in|K^{\cross}|\otimes \mathrm{Q}$ に対して、

$U_{\lambda}=]Y[_{P}-]Z[_{P\lambda}$

とすると、 $\{U_{\lambda}\}_{\lambda<1}$ は] $X[\mathrm{p}$ の基本 strict neighborhood 系になる $\circ$

$]Y[p$ 上の $Z$ に沿った過収束関数の層を

$j \dagger o_{][p}Y=\lim_{V}\alpha_{V*}\mathit{0}_{V}$

で定める。ここで、右辺は ] $X$ [ $\mathrm{p}$ の] $Y[_{\mathcal{P}}$ の中での strict neighborhood $V$ 全体を走る帰納極限で、 $cxv$ :

$Varrow]Y[\mathrm{p}$ は構造射、 $\mathit{0}_{v}$ は rigid analytic space $V$ の構造層を表す $\circ$

例 2. $X$ を $k$ 上の有限型 affine smooth $\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{e}_{\text{、}}\mathrm{s}_{\mathrm{P}^{\mathrm{e}\mathrm{c}}}A$ を $X$ の $V$ 上への有限型 smooth な持ち上げ、

閉埋め込み $\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{A}arrow \mathrm{A}_{V}^{n}$ を $-$つ固定して、 $\mathrm{P}_{V}^{n}$ の中での $\mathrm{s}_{\mathrm{P}^{\mathrm{e}\mathrm{c}}}$ A の Zariski closure のか進 completion

を $\mathcal{P}_{\text{、}}P$ の special fiber を $\overline{X}$ とする。 このとき、 $\lambda<1$ に対して $U_{\lambda}=\{x\in p_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}||t_{i}(X)|\geqq\lambda^{-1}\}(t_{i}$ は

$\mathrm{A}_{V}^{n}$ の座標) なので、
$\mathrm{r}(]\overline{X}[\mathrm{p},j\dagger_{O)\overline{\mathrm{x}}A}\dagger][_{p}K=$

となる。

4. Rigid cohomology.

この節では、Berthelot が導入した rigid cohomology の定義 [2] [4] [5] を振り返る。

以下、 $X$ を $k$ 上の有限型 separated scheme、刃を $k$ 上の $X$ の compact 化、 $j$ : $Xarrow\overline{X}$ を対応する

開埋め込み、 $\mathcal{P}$ を $V$ 上の有限型か進 formal scheme で $k$ 上の閉埋め込み $\overline{X}arrow \mathcal{P}_{0}$ を持ち、 $’\rhoarrow \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{f}V$

は $X$ の近傍で formally smooth とする。

上の状況で、$K$ 上の ] $\overline{X}$ [ の smooth な点 [14, Chap. 3, Sect. 2] の全体は ] $X[\mathrm{p}$ の strict neighborhood

になる。従って、 de Rham 七体

$0arrow j^{\dagger}O_{]\overline{X}[\mathcal{P}}arrow j^{\uparrow}O_{]\overline{x}}[p\otimes_{\mathit{0}_{\mathrm{l}\overline{X}}}(_{P}\Omega_{\mathrm{J}^{\overline{X}}[_{\mathcal{P}/K}}^{1}arrow j^{\uparrow \mathit{0}_{]\overline{X}[}}P\otimes \mathit{0}_{\mathrm{l}\overline{X}\mathrm{I}_{p}}\Omega_{]\overline{x}[_{\mathcal{P}/K}}^{2}arrow\cdots$
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が定義される。ただし、 $j^{\uparrow}O_{]\overline{X}[p}$ を次数 $0$ におく。この複体の hyper cohomology は、 $X$ の compact 化や

formal scheme への埋め込みの取り方によらない。実際、 $\overline{X}$ が 2つの formal scheme $P_{\text{、}}.P’$ に埋め込まれ

ているとする。 $X$ のまわりで formally smooth な埋め込みと可換な射 $u:P”arrow P$ があるとしてよく、 こ

の写像が導 $\langle$ analytic space の写像は ] $X[p$ ’のある strict neighborhood 上局所的に $W\cross D(\mathrm{o}, 1^{-})^{r}arrow W$

というものになる。ただし、 $W$ は] $X[p$ の strict neighborhood の admissible open で、 $D(\mathrm{O},$ $1^{-)}$ は単位

開円板とする。 よって、 自然な複体射

$j^{\uparrow \mathit{0}_{]\overline{X}[p}\otimes}o\mathrm{l}\overline{X}\mathrm{I}\mathcal{P}\Omega_{]\overline{X}[\mathcal{P}/K}^{\cdot}arrow \mathrm{R}u\mathrm{i}\mathrm{g}*(\mathrm{r}(j’)\dagger_{O]\overline{X}}[_{P}’\otimes_{\mathit{0}_{\mathrm{l}\overline{X}(\prime}}\mathrm{p}\Omega_{]\overline{X}[_{p’}}^{\cdot})/K$

は同型になる。 compact 化によらないことは、 [5] を参照せよ。

平体 $i^{\dagger}O_{]}\overline{X}[p\otimes \mathit{0}_{\mathrm{l}\overline{X}\mathrm{l}_{\mathrm{p}}}\Omega_{]\overline{X}[_{P/K}}$
の hyper cohomology を $X$ の $K$ 上の rigid cohomology と言い $\text{、}$

$H_{rig}^{l}(X/K)$ で表し、 $X$ に関して関手短である。

$Z$ を $X$ の $k$ 上の閉部分 $\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{e}_{\text{、}}ju$ : $U=X-Zarrow\overline{X}$ を対応する開埋め込み、 $\overline{Z}$ を $Z$ の $\overline{X}$ の中で

の Zariski closure とする $\circ Z$ に support を持つ過収束 section の層を

$\Gamma_{]\overline{Z}[}^{\uparrow(}j\uparrow O]\overline{X}[p)=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(j^{\uparrow \mathit{0}}]\overline{X}[parrow j_{U]\overline{x}[_{\mathcal{P}}}^{\dagger \mathit{0})}$

とすると、 $Z$ に support を持つ rigid cohomology は

$H_{Z,ri_{\mathit{9}}}l(x/K)=\mathrm{H}\iota_{(]\overline{X}[_{\mathrm{p}}},$ $\Gamma\dagger(j\uparrow]\overline{Z}[]O\overline{X}[_{P}\otimes_{\mathit{0}_{\mathrm{l}\overline{X}\iota \mathrm{p}}}\Omega_{]\overline{X}[_{P}}^{\cdot}))/K$

で定義される。 $H_{Z,ri_{\mathit{9}}}^{l}(X/K)$ は、 $X$ の compact 化や formal schelne への埋め込みによらず $X$ と $Z$

の support だけで決まり、 $X$ と $Z$ に関して関手的である。 また、 $H_{X,ri}^{l}(gX/K)=H_{rig}^{l}(X/K)$ かつ

$H_{\emptyset,rig}^{l}(X/K)=0$ である。

$K$ に Frobenius 写像 $\sigma$ が存在するとする。 このとき、 $X$ の絶対 Frobenius 射の $P$ への持ち上げは、

$H_{z_{r}i_{\mathit{9}}}^{l},(X/K)$ 上に $\sigma$-線形写像を導く。この写像を Frobenius 射と呼び、 $X_{\text{、}}Z$ と $\sigma$ のみによる。

ここで、 rigid cohomology の幾つかの性質を紹介する。

(i) $K’$ を $K$ の有限次拡大、 $k’$ を $K’$ の剰余体、 $X’=x\cross_{\mathrm{s}_{\mathrm{P}}\mathrm{C}k}\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{e}k^{J}\mathrm{C}\text{、}Z’$ を $Z$ の $X’$ への引き戻

しとする。 このとき、
$H_{z}^{l\prime}(X/K)\cong H_{z}^{\downarrow},(riX/K)\otimes_{K}K’$

となる。 (実は、任意の離散付値体の拡大に対して同型が成り立つことが知られている。)
(ii) $T$ を $Z$ に含まれる $X$ の $k$ 上の閉部分 scheme とする。 このとき、

. . . $arrow H_{T,ri}^{l}(gx/K)arrow H_{Z,ri}^{l}(gx/K)arrow H_{Z-T,rig}^{l}((x-^{\tau)}/K)arrow\cdots$

は完全列になる。

(iii) $X$ を $k$ 上の affine smooth variety とする。 このとき、例 2の同型から

$H^{l}(rigX/K)\cong HlMw(X/K)$

が導かれる。実際、例 2の] $X[\mathrm{p}$ は、 affinoid space からなる基本 strict neighborhood 系を持つから、

$H\iota(]\overline{X}[p,j\uparrow \mathit{0}]\overline{X}[\otimes\Omega^{*})]\overline{X}[]\overline{X}[/K=0$ より同型が示される。

(iv) $X$ を $k$ 上の proper smooth variety とする。 $W(k)$ を $k$-係数 Witt vector 環とすると

$H_{ri_{\mathit{9}}}\iota(x/K)\cong H_{Cr}\iota ys(X/W(k))\otimes_{W(k)}K$
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となる。

$K$ が Frobenius 射を持つとき、上の (i) -(iv) は Frobenius 射と可換になる $0$

$\iota:]\overline{X}-x[parrow]\overline{x}$ [ とする。 ] $X$ [ に support を持つ section の層を

$\mathrm{r}_{]X[}(j^{\dagger}o_{]\overline{X}[P})=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(o_{][_{\mathcal{P}}}\overline{x}arrow\iota_{*}O_{]\overline{\lrcorner \mathrm{Y}}X[}-\mathcal{P})$

とおくと、 compact support rigid cohomology は

$H_{C}^{\iota},(ri_{\mathit{9}}/xK)=\mathrm{H}l(]\overline{x}[\mathrm{p}, \mathrm{r}_{][}X(j\uparrow \mathit{0}_{]}\overline{X}[\mathcal{P}^{\otimes_{\mathit{0}}}\mathrm{l}\overline{x}\mathrm{f}\mathcal{P}\Omega_{]\overline{X}[p/}^{\cdot})K)$

で定義される。 $H_{c,\text{ゲ}i_{\mathit{9}}}^{l}(X/K)$ は、 $X$ の compact 化や formal scheme への埋め込みによらず $X$ だけで決ま

り、 $X$ に関して脂手的である。 また、 $X=\overline{X}$ のとき、 $H_{C,\text{ゲ}^{}l}(ig/XK)=H_{\text{ゲ}^{}\iota}gi(x/K)$ である。

$K$ に Frobenius 写像 $\sigma$ が存在するとき、$H_{C,ri}^{l}g(x/K)$ 上に $\sigma$-線形写像が導かれる。この写像を Frobenius
射と呼ぶ $\circ$ compact support rigid cohomology に関しても、上の (i) と (ii) と同様の性質が成り立つ $\circ$

補足 1. [19] から、 $k$ 上の有限型 separated scheme $X$ に対して compact 化は存在するが、 $V$ 上の formal

scheme への埋め込みがあるわけではない。一般には、 $X$ の適当な有限開被覆をとると compact 化およ

び formal scheme が存在して、 \v{C}ech 重複体を構成することが出来る。この重複体は、 compact 化および

formal scheme の取り方によらない。 この骨体の hyper cohomology で rigid cohomology を定義する。

補足 2. Berthelot は、 $P$-進局所系として overconvergent $(F)$-isocrystal を導入して、それらを係数とする

rigid cohomology も定義した。 [4] overconvergent $(F)$-isocrystal は l4理論における smooth sheaf に対
応する概念と思われていて、 これらの係数の rigid cohomology に対しても上の (i) -(iv) と同様の性質が

成り立つ。

5. Finiteness theorem.

rigid cohomology は、 有限次元性や Poincar\’e 双対性等を満たす良い cohomology であると期待されて

いた。 しかし、 これらのことが証明されるまで、Berthelot が 80年代初頭に rigid cohomology を導入して
から 10年忌待たなければならなかった。de Jong による alteration の理論 [13] が登場して、初めて–般

に証明できるようになった。 [5] [6] ( $k$ が有限体のとき、 [15] では別な方法で有限次元性を証明している。)

係数付きの場合は、 まだ–般には解っていない。 (補足 5を見よ。 )

定理 1. ([5], [6]) $X$ を $k$ 上の有限型 separated $\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{e}\text{、}Z$ を $X$ の $k$ 上の閉部分 scheme とする。

(1) $X$ が $k$ 上 smooth とすると、 support 付き rigid cohomology $H_{z_{r}i_{\mathit{9}}}^{l},(X/K)$ は $K$ 上有限次元で

ある。

(2) compact support rigid cohomology $H_{C,\text{ゲ}^{}l}ig(X/K)$ は $K$ 上有限次元である。

(3) (Poincar\’e 双対性) $X$ の $k$ 上の次元を $n$ とすると、 trace 射 $\mathrm{T}\mathrm{r}_{X}$ : $H_{C}^{2n},(\text{ゲ}igx/K)arrow K$ が存在する。

さらに、 $X$ が $k$ 上 smooth ならば、 canonical な非退化 pairing

$H_{Z,rig}^{l}(x/K)\otimes_{K}H_{c,\text{ゲ}^{}2l}n-(igz/K)arrow H_{c,ri}^{2n}(\mathit{9}x/K)\mathrm{T}\mathrm{r}_{c_{K}}s$

が存在する。

(1) Berthelot による証明は、次の二つの命題
$(\mathrm{a})_{d}$ : $\dim X\leqq d$ ならば $H_{rig}^{l}(X/K)$ は $K$ 上有限次元である。

$(\mathrm{b})_{d}$ : diln $Z\leqq d$ ならば $H_{Z,\text{ゲ}i}^{l}(gx/K)$ は $K$ 上有限次元である。
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を帰納的に示すことによる。 $(\mathrm{a})_{0}$ は明らか。 $(\mathrm{a})_{d}\Rightarrow(\mathrm{b})_{d}$ は、 support 付き rigid cohomology の性質と下

の Gysin 同型を用いる。

定理 2. $([5|, [6])X$ を $k$ 上の有限型 slnooth separated $\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{e}\text{、}Z$ を $X$ の $k$ 上の余次元 $e$ である smooth

閉部分 scheme とする。 このとき、 canonical な同型

$H_{z_{\text{ゲ}}ig}l,(x/K)\cong Hl-2e(rigZ/K)(-e)$

が存在する。これを Gysin 同型という。ただし、 $(-e)$ は $-e$ 次 Tate twist、すなわち、Frobenius の作用
が $p^{e}$ 倍されるこを表す。

次元に関する帰納法から、Gysin 同型は $X$ が affine で global な座標を持ち、 $Z$ が座標の共通零点で定義

されている場合に証明されていれば十分である。実際に、定理 2はまずこの場合に証明され、一般の場合
は Poincar\’e 双対性を用いて示される。 $(\mathrm{b})_{d}\Rightarrow(\mathrm{a})_{d+1}$ は、 de Jong による alteration を用いて、 crystalline

cohomology の有限次元性 [1] に帰着する。

(2) は (1) と同様。

(3) (2) から $X$ が幾何的既約のとき、 $H_{C,\text{ゲ}^{}2n_{i_{\mathit{9}}}}(x/K)\cong K(-n)$ となる。 よって、 trace 射の存在が解る。

pairing は、 de Rham 複体 $i^{\uparrow O}$

] $\overline{X}[\mathcal{P}\otimes \mathit{0}_{\mathrm{l}\overline{x}\mathrm{l}_{P}}\Omega_{]\overline{X}[_{P}/K}$ 上の自然な pairing から導かれるもので定める。非退

化であることは、 (1) と同様に 2つの命題を帰納的に示す。

補足 3. Monsky は、 affine smooth variety とその超平面の場合に Monsky-Washnitzer cohomology の

Gysin 同型を [16] で証明している。

補足 4. Chiarellotto は、 $Z$ の余次元を $e$ とすると $H_{Z,\text{ゲ}i}^{l}(\mathit{9}X/K)$ への Frobenius の作用の weight lよ

$[l-2e, \iota]$ に含まれることを示した。 [7]

補足 5. [23] で、overconvergent isocrystal 係数の rigid cohomology の Gysin 同型を、本文中で十分と言っ

た局所的な場合に証明した。rigid cohomology の有限次元性や Poincar\’e 双対性は、局所有限モノドロミ一

性が知られている overconvergent unit-root $F$-isocrystal の場合に証明される $\circ[22][23]$ -般の場合には、

rigid cohomology の有限次元性等は証明されていない。

補足 6. Crew は代数曲線の場合に、境界での接続のある種の正則性の仮定の下で overconvergent isocrystal

係数の rigid cohomology の有限次元性や Poincar\’e 双対性を crystalline cohomology の場合に帰着しない

別な方法で証明している。 [8]

6. Vanishing cycles.

$R=k[[t]]_{\text{、}}T=V[[t]]$ をそれぞれ、 $k$-係数、およひ、 $V$-係数の形式的巾級数環とし、 $\eta_{\text{、}}s$ を $\mathrm{s}_{\mathrm{P}^{\mathrm{e}\mathrm{c}}}R$

の generic $\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\text{、}$ special point とする。 また、 $V_{\eta}\text{を}V[[t]][t^{-1}]$ のか進完備化、 $K_{\eta}$ を $V_{\eta}$ の商体とする $0$

$K_{\eta}$ は $k((t))$ を剰余体、 $V$ の心元を素元とする完備離散付値体である。

Vanishing cycle とは、 $\mathrm{s}_{\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{C}}R$ 上の family の generic fiber と special fiber での cohomology のずれを

表すものである。以下、具体的な例で、どうやって 2つの cohomology の間のずれを調べるかについて述

べる。 (今のところ完全な理論が出来ているわけでなく、以下は–つの考察である。 )

$X=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{C}R[x, y]/(xy-t)_{\text{、}}X_{\eta\text{、}}X_{s}$ を $X$ の generic $\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{r}_{\text{、}}$ special fiber とする $\circ R[x, y]/(xy-t)$ の

$T$ 上への持ち上げ $A=T[x, y]/(xy-t)$ を –つ固定し、 $B=A/tA$ とする。 $A^{\uparrow}$ で $A$ の $T$ 上での weak
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completion を表すと、 $B$ の $V$ 上の weak completion は、 $B\dagger=A^{\uparrow}/tA\dagger$ である。

$\Omega_{A/\tau}^{1},log=(A\frac{dx}{x}+A\frac{dy}{y})/A\frac{dt}{t}$

$( \frac{dt}{t}=\frac{dx}{x}+\underline{d}\mathrm{g}y)$ とする。 このとき、 $X$ の $T_{K}$ 上の $\log$ Monsky-Washnitzer cohomology を

$H_{l- MW}^{l}og(x/T_{K})=H^{l}(A_{K}^{\dagger}arrow A_{K}^{\uparrow}\otimes_{A}\Omega_{A/\tau,l}^{1})og$

とする。簡単な計算から、 $H_{log^{- wI}W}^{l}$ (X/Tのは $T_{K}$ 上の階数が 1 $(l=0,1)_{\text{、}}0(l\neq 0,1)$ の自由加群にな

り、 自然な写像により同型

$H_{Mw}^{l}(x_{\eta}/K_{\eta})\cong H^{\downarrow X}-W(logM/\tau_{K})\otimes_{T_{K}}K_{\eta}$

を得る。 また、複体 $A_{K}^{\uparrow}\otimes_{A}\Omega_{A/\tau},log$ を lnod $t$ して得られる複体 $B_{K}^{\dagger}\otimes_{B}\Omega_{B/V,log}$ は、 $X_{s}$ の $K$ 上の $\log$

Monsky-Washnitzer cohomology $H_{log-}(Mwx_{s}/K)$ を定め、

$H_{lMW}^{l}(og^{-}/x_{S}K)\cong H^{\iota}log^{- MW}(x/T_{K})\otimes_{T_{K}}K$

が存在する。上の同型は、Frobenius 射と可換になる。

さて、 $X_{s}$ の $K$ 上の rigid cohomology は、 2重複体

$V[x]_{K}^{\uparrow}\oplus V[y]_{K}^{\dagger}$ $arrow$ $K$ $(a, b)\mapsto a(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} X)-b(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} y)$

$\downarrow$

$V[x]_{K}^{\dagger}dx\oplus V[y]_{K}\dagger dy$

の cohomology として得られる。 $H_{\text{ゲ}i_{\mathit{9}}}^{l}$ ( $x$
。$/K$ ) は、 $0$ 次が $K$ で、他は消える。自然な写像 $V[x]_{K}^{\dagger}\oplus V[y]_{K}^{\uparrow}arrow$

$A_{K}^{\uparrow}$ から

$H_{rig}^{l}(X_{S}/K)arrow H_{lMW}^{l}-(\circ gx_{S}/K)$

を得る。 この写像は $l\neq 1$ のとき同型で、 $l=1$ のとき単射かつ cokernel は $K(-1)$ と同型になる。 ここ

で、 $K(-1)$ には Frobenius が $P$ 倍で作用する。

以上の考察を、proper semi-stable な $R$ 上の相対次元 1の family $X$ で、 $T$ 上に持ち上がり. etale local
には上の $A$ のように $T$ 上に持ち上がっているものの場合について考える。 $\log$-rigid cohomology を $\log$

Monsky-Washnitzer cohomology の貼り合わせで定義する (現在のところ筆者は $\log$-rigid cohomology の

定義を持っていないので、便宜上このように定める。) と、 $H_{li}^{l}og-\Gamma g(X/\tau_{K})$ は $T_{K}$ 上の階数有限自由加群

で上の考察と同様の base change が成り立ち、Frobenius 射とモノドロミー作用 (Gauss-Manin 系と思っ

たときの微分作用 $t \frac{d}{dt}$ から定まる作用) を持つ。 さらに、 $H_{\text{ゲ}ig}^{0}$ ( $x$
。$/K$ ) $=H_{lo}^{0}(g^{-r}igX_{S}/K)_{\text{、}お}f$び、完全列

$0$ $arrow$ $H_{rig}^{1}(X_{s}/K)$ $arrow$ $H_{log^{-_{ri}}g}^{1}(X_{s}/K)$ $arrow$ $\oplus$ $K(-1)$
$\mathrm{d}_{0\prime}1\mathrm{b}:\mathrm{e}$ poillts in $X_{\theta}$

$arrow$ $H_{rig}^{2}(X_{S}/K)$ $arrow$ $H_{l_{\mathit{0}}ig}^{2}(g- \text{ゲ}X_{S}/K)$ $arrow$ $0$

が存在する。
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