
Raynaud による Abhyankar予想の解決 I
諏訪紀幸 (中央大学理工学部)

1. Abhyankar予想
1.1. $k$ を標数 $p>0$ の代数的罪体, $D=\mathrm{A}_{k}^{1}$ を $k$ の上の affine 直線とする. $U$ を $D$ の上

の連結な Galois 不分岐被覆, $G$ を被覆 $U/D$ の Galois 群とする. このとき, $G$ は p-Sylow
群によって生成される. 実際, $N$ を $P$-Sylow群によって生成される $G$ の部分群とすれば,
$N$ は $G$ の正規部分群で, $G/N$ の位数は $p$ と素. $V=U/N$ とすれば, $V$ は $G/N$ を Galois
群とする $D$ の連結な不分岐被覆. $\tilde{V}arrow \mathrm{P}_{k}^{1}$ を $Varrow D=\mathrm{A}_{k}^{1}$ の完備化とすれば, $V/\mathrm{P}_{k}^{1}$ は
$G/N$ を Galois群とする tamely ramified covering. したがって, Riemann-Hurwitz の公式
から, $\deg\tilde{V}/\mathrm{P}_{k}^{1}=1$ . . .
有限群 $G$ 力 S $p$-Sylow部分群によって生成されるとき, $G$ は quasi-p-群であるということ
にする.

Abhyankar は次の予想を提出した.
(Abh) $G$ が quasi-p-群なら, $G$ を Galois 群とする $D=\mathrm{A}_{k}^{1}$ の連結な Galois 不分岐被覆
$Uarrow D$ が存在する.

Abhyankar 自身様々な例を構成し ([1], [2]), また, 多くの研究がなされたが, Raynaud
[3] が次のような形で完全に解決した.

$G$ を有限群, $S$ を $G$ の $p$-Sylow部分群とする. $p$-Sylow部分群が $S$ に含まれるような $G$

の quasi-p-部分群 $\neq G$ によって生成される部分群を $G(S)$ によって表わす.
$-G$ を quasi-p-群, $S$ を $G$ の $p$-Sylow部分群とする. このとき,

(1) $N$ を $G$ の正規 $p$-部分群とする. $G/N$ が $D$ の連結な Galois不分岐被覆の Galois群とし
て実現できれば, $G$ もまた $D$ の連結な Galois 不分岐被覆の Galois群として実現できる.
(2) $G$ のすべての quasi-p-部分群 $\neq G$ が $D$ の連結な Galois 不分岐被覆の Galois 群として
実現できれば, $G(S)$ もまた $D$ の連結な Galois 不分岐被覆の Galois群として実現できる.
(3) $G(S)\neq G$ で $G$ が {1} 以外に正規か部分群を含まなければ, $G$ は $D$ の連結な Galois
不分岐被覆の Galois群として実現できる.

(1) (2) $(3)$ を組み合わせて $G$ の位数に関する帰納法によって (Abh) を示す. (1) から $G$が正

規か部分群を持たない場合に (Abh) を示せばよい. $S$ を $G$ の $p$-Sylow群とする. $G(S)=G$
なら帰納法の仮定と (2) から $G$ に対する (Abh) を得る. $G(S)\neq G$ なら (3) から $G$ に対す
る (Abh) を得る. $\cdot$

(1) は Serre [4] による次の結果の–部である.
$-G$ を quasi-p-群, $N$ を $G$ の正規部分群とする. $N$ が可解群で $G/N$ が $D$ の連結な Galois
不分岐被覆の Galois 群として実現できれば, $G$ もまた $D$ の連結な Galois 不分岐被覆の
Galois 群として実現できる.

(2) (3) は Raynaud による結果で, (2) は rigid geometry の理論を, (3) は stable curve の
理論を援用する. 本稿では (1)(2) については概略を解説する. また, (3) については本報告
集所収の中島幸喜氏による論稿を参照されたい.

補註 12.1. p群は qu8si.p-群.
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補註 122. $G$ が単純群で $G$ の位数力 “‘ $p$ で割り切れるなら $G$ は quasi-銑群.
例 13.1. $\mathfrak{S}_{n}$ は quasi-2-群. しかし, $p>2$ なら $\mathfrak{S}_{n}$ は quasi-p-群ではない.
例 132. $n>p$ なら $n=4,$ $p=2$ の場合を除いて $\mathfrak{U}_{n}$ は quasi-P-群.
例 14.1. $G=\mathfrak{S}_{n},$ $S$ を $G$ の 2-Sylow部分群とする. $n=3$ のとき, $G(S)=s,$ $n>3$ の
とき, $G(S)=G$.
例 142. $G=\mathfrak{U}_{n},$ $S$ を $G$ の 3-Sylow部分群とする. $n=4$ のとき, $G(S)=S,$ $n>4$ の
とき, $G(S)=G$.

2. Case I
まず, よく知られた事実を振り返っておく.

定理 21. $k$ を代数的閉体, $X$ を有限型 $k$-scheme, $N=\dim X$ , また, $F$ を $X$ の上の

constructible sheaf とする.

(1) $X$ が affine なら, $H^{j}(X, F)=0(j>N)$ .
(2) $k$ が標数 $p>0$ で $F$ が $P$-torsion なら, $H^{j}(X, F)=0(j>N)$ .

補題 22. $k$ を代数的書体, $X$ を $k$ の上の affine曲線 垣を $X$ の基本群とし, $N$ を discrete
finite $\Pi$-module, $F$ を対応する $X$ の上の locally constant constructible sheaf とすれば,
$H^{j}(X, F)$ は $H^{j}(\square , N)$ に同型.

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ を $X$ の普遍被覆とすれば, Hochshild-Serre の specral sequece

$E_{2}^{ij}=H^{i}(\square , Hj(\tilde{X}, F))\Rightarrow H^{i+j}(X, F)$

を得る. $X$ が affine で $\dim x=1$ なので, $j>1$ なら $H^{j}(\tilde{X}, F)=0$ . また, $H^{0}(\tilde{X}, F)=$

$N,$ $H^{1}(\tilde{X}, F)=0$ . これから, $-$ 同型 $H^{j}(\square , N)arrow H^{j}(\sim X, F)$ を得る.

2.3. (1) の証明 $D=\mathrm{A}_{k}^{1}$ の基本群を 垣で表わす. $G$ を $\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{i}-P^{-}\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{u}_{\mathrm{P}},$ $N$ を $G$ の正規
$P$-部分群, $\Gamma=G/N$ とし, $\varphi$ : $\Piarrow\Gamma$ を準同型とする. $\varphi$ が全射であると仮定する. こ

のとき, 全射 $\tilde{\varphi}$ : $\Piarrow G$ が存在して

$\tilde{\varphi}$ 垣

$\swarrow$ $\downarrow$

$\varphi$

$Garrow$ $\Gamma$

が可換となることを示す.
$N$ が $(p, \ldots,p)$ 型で, $\Gamma$-加群として既約であると仮定してよい. 垣は準同型 $\varphi$ : $\Piarrow\Gamma$

を通して $N$ の上に作用する. $N_{\varphi}$ を $\Pi$ の $N$ の上への作用によって定義される $D$ の上の

locally constant constructible sheaf, $U$ を $\Gamma$ を Galois群とする $D$ の連結な不分岐被覆とす
る. このとき, $U$ の基本群を垣 U で表わせば 垣 u $=\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}[\varphi:\Piarrow\Gamma]$

.
で, Hochschild-Serre

の完全列

$\mathrm{O}arrow H^{1}(\Gamma, N)arrow H^{1}(\Pi, N)arrow H^{1}(\Pi_{U}, N)^{\Gamma}arrow H^{2}(\Gamma, N)arrow H^{2}(\Pi, N)$
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を得る. $e$ を群の拡大 $1arrow Narrow Garrow\Gammaarrow 1$ の $H^{2}(\Gamma, N)$ における類とする. ここで, 補
題 22から $H^{2}(\Pi, N)=H^{2}(D, N_{\varphi})=0$ . したがって, $f\in H^{1}(U, N_{\varphi})^{\Gamma}=H^{1}(\Pi_{U}, N)^{\Gamma}$ が
存在して $f\vdash\Rightarrow e$ となる. さらに, 群の拡大の射

$1arrow\Pi_{U}arrow\Piarrow\varphi\Gammaarrow 1$

$\downarrow f$ $\downarrow\tilde{\varphi}$ $||$

$1arrow Narrow Garrow\Gammaarrow 1$

を得る. このとき, $\tilde{\varphi}$ : $\Piarrow G$ が全射 $\Leftrightarrow f$ : $\Pi_{U}arrow N$ が全射. ここで, $N.\text{が}$ \Gamma -計群とし
$\text{て既約なので},,..f$ : $\Pi_{U}arrow.N-$

が全射
$\Leftrightarrow f\neq.\cdot 0$

. $e\neq 0$ なら
.

$f.\neq 0$ なので, $\tilde{\varphi}:$

.
$\square arrow G$

.

は
全射.

$e=0$ の場合. 以下の補題から, $\dim_{\mathrm{F}_{p}}H^{1}(D, N)\varphi=\infty$ . $H^{1}(\Gamma, N)$ は有限群なので,
$H^{1}(D, N_{\varphi})\neq \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}[H^{1}(D, N)\varphiarrow H^{1}(U, N_{\varphi})^{\Gamma}]$ . したがって, $f\in H^{1}(U, N_{\varphi})^{\Gamma}$ が存在して
$f\neq 0$ で $f\vdash\Rightarrow \mathrm{O}$ となる.

補題 24. $k$ を標数 $P>0$ の代数的閉体, $F$ を $D=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{C}k[\tau]$ の上の locally constant
constructible $\mathrm{F}_{p}$-module とする. このとき, 埋め込み $k[T]\subset k((T^{-1}))$ によって定義され
る写像 $H^{1}(D, F)arrow H^{1}(\eta, F)$ は全射.

$x–\mathrm{p}_{k}1=D\cup\{\infty\}$ とし, $j$ : $Darrow X$ を canonical immersion, $\tilde{N}=j_{*}N_{\varphi}$ とする. こ

のとき, local cohomology の完全列 ..

$H^{1}(D, N_{\varphi})arrow H_{\infty}^{2}(X,\tilde{N})arrow H^{2}(X,\tilde{N})$

を得る. $\dim x=1$ で $\tilde{N}$ が $P$-torsion なので, $H^{2}(X,\tilde{N})=0$ . したがって, $H^{1}(D, N_{\varphi})arrow$

$H_{\infty}^{2}(X,\tilde{N})$ は全射. ここで, $H^{1}(D, N_{\varphi})arrow H_{\infty}^{2}(X,\tilde{N})-$ は $H^{1}(D, F)arrow H^{1}(\eta, F)$ に他なら
ない.

補題 25. $k$ を引数 $P>0$ め代数的四体, $F$ を $\eta=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{C}k((\tau.))$ の上の locally constant
constructible $\mathrm{F}_{p}$-module とする. このとき, $F\neq 0$ なら $\dim_{\mathrm{F}_{p}}H^{1}(\eta, F)=\infty$ .

$F$ が $\Pi_{\eta}$-\not\supset D群として既約であると仮定して\Delta :い. $I_{1}$ を $\Pi_{\eta}$ の wild rami丘 cation subgroup と
する. $I_{1}$ が垣\eta の normal $\mathrm{P}^{\mathrm{r}\mathrm{o}-}P$-subgroupなので, $I_{1}$ は $F$ に自明に作用する. したがって, $F$

が $k((T))$ の $m$次巡回拡大 $k((T^{1/m}))$ の上で自明になるような $(m,p)=1$ が存在する. $q=$

$p^{m}$ とおけば $F$ は指標 $\chi$ : $\mathbb{Z}/m\mathbb{Z}arrow \mathrm{F}_{q}^{\cross}$ によって定義される. $\tilde{\eta}=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{C}k((\tau^{1/m})),$ $I_{m}=$

$\mathrm{G}\mathrm{a}1(\tilde{\eta}/\eta)$ とし, $\zeta_{m}$ を 1の原始 $m$乗根とする. このとき, $\gamma(\tau^{1/m})=\zeta_{m}\tau^{1}m$ によって $\gamma\in I_{m}$

を定義すれば, $I_{m}$ は $\gamma$ によって生成される. さらに,

$H^{1}(\eta, F)=H^{1}(\tilde{\eta}, F)I_{m}$

ここで, Artin-Schreier 理論から

$H^{1}( \tilde{\eta}, F)=\{_{i<0,h}\sum_{q}aiTi/m$ ; $a_{i}\in k\}$
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で, \mbox{\boldmath $\gamma$} は
$\sum a_{i}T^{i/m}\vdasharrow\sum ai\chi(\gamma)\zeta imi\tau/m$

によって作用する. これから, $\chi(\gamma)=\zeta_{m}^{r}$ なら

$H^{1}(\eta, F)=\{_{i<0},$ $q \dagger|(i+r)a_{i}\sum_{i,m}\tau^{i}/m;a_{i}\in k\}$

したがって, $\dim_{\mathrm{F}_{p}}H^{1}(\eta, F)=\infty$ .
補註 26. 上記の議論の原型は $\mathrm{W}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{t}[5]$ に見られる.

補註 27. $N$ が $(l, \ldots, l)$ 型の場合, $\mathrm{s}_{\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{r}\mathrm{e}}[4]$ は $\mathrm{O}\mathrm{g}\mathrm{g}- \mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{V}\mathrm{i}\mathrm{C}^{- \mathrm{G}\mathrm{t}}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{C}\mathrm{k}$ の公式を用い
て $\dim_{\mathrm{F}_{l}}H1(D, N_{\varphi})$ の評価をして, 定理の結論を導出している.

3. Case II
Raynau旧ま次の精密な形で (2) を示している.

定理 31. $k$ を標数 $p>0$ の代数的隠亡とする. $G$ を有限群, $Q$ を $G$ の $p- \text{部分群},$
$..\{G_{i}\}_{i\in I}$

を $G$ の部分群の族とし, 各 $i$ に対して $Q_{i}=G_{i}\cap Q$ とする. さらに,

(a) $G$ は $\{G_{i}\}_{i\in I}$ と $Q$ で生成される,

(b) 各 $i\in$ 月こ対して, 無限遠点における惰性群が $Q_{i}$ であるような, $G_{i}$ を Galois群とす
る $\mathrm{A}_{k}^{1}$ の連結な Galois不分岐被覆が存在する,
と仮定する. このとき, 無限遠点における惰山群が $Q$ であるような, $G$ を Galois群とする

$\mathrm{A}_{k}^{1}$ の連結な Galois 不分岐被覆が存在する.

$R=k[[t]],$ $K=k((t))$ とし, 72を $K$ の上の rigid projective line, $\{x_{\mathrm{i}}\}_{i\in I}$ を 72の相異な
る有理点, $t_{i}$ を $x_{i}$ における局所座標とする. $x_{i}$ を中心とする円板 $v(t_{i})\geq-1$ が互いに交
わらないように $\{x_{i}\}_{i\in I}$ を選ぶ. $D_{i}$ を $x_{i}$ を中心とする閉単位円板 $v(t_{i})\geq 0$ とする.

$P_{i,k}$ を $k$ の上の射影直線, $D_{i,k}$ を $t_{i}$ を座標とする affine直線 $\infty_{i}$ を無限遠点とする.
仮定から, $\infty_{i}$ 以外では不分岐で, $\infty_{i}$ における惰性群が $Q_{i}$ であるような, $G_{i}$ を Galois
群とする連結な有限被覆 $\tilde{X}_{i,k}arrow P_{i,k}$ が存在する. $X_{i,k}$ を $X_{i,k}$ における $D_{i,k}$ の逆像とす
れば, 不分岐被覆 $X_{i,k}arrow D_{i,k}$ は formal scheme の不分岐被覆 $\mathfrak{X}_{i}arrow \mathfrak{D}_{i}=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{f}$ R仏} に–

意的に持ち上げられる. $\text{さらに},$
$.\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{C}$ fiber への移行によって rigid space の不分岐被覆

よ $arrow D_{i}$ を得る.
命題 32から, $n>0$ が存在して鵡 $arrow D_{i}$ が円板 $D_{i}’$ : $v(t_{i})\geq-1/n$ の上の $G_{i}$ を

Galois 群とする不分岐被覆 $\mathcal{X}_{i}’arrow D_{i}’$ に延長できる. $n$ を充分大きく取れば, 半開円環
$0>v(t_{i})\geq-1/n$ の上の型の連結成分が $\tilde{X}_{i,k}$ の $\infty_{i}$ の上の点と–対一対応する. 鑑を
半開円環 $0>v(t_{i})\geq-1/n$ の上の勘’ の連結成分の–つとすれば, $\mathcal{U}_{i}$ は $Q_{i}$ を Galois 群
とする半開円環 $0>v(t_{i})\geq-1/n$ の上の不分岐被覆. $C_{i}’$ : $v(t_{i})=-1/n$ とすれば, $G_{i}$ を

Galois群に持つ被覆の同型
$\mathcal{X}_{i}’|_{c_{i}’}arrow G_{i}\wedge^{Q}\sim \mathcal{U}_{i}i|c_{i}’$
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を得る.
$P- \bigcup_{i\in I}Di$

に無限遠点 $\infty$ を取る.

$\mathcal{V}_{i}=Q\wedge^{Q_{i}}\mathcal{U}_{i}|C^{J}i$

とおけば, $\mathcal{V}_{i}$ は $Q$ を Galois群とする $C_{i}$ の不分岐被覆. 命題 33から, $\infty$ と $x_{i}(i\in I)$ 以

外では不分岐な, $Q$ を Galois群とする, $K$ の上の射影直線 $P$ の連結な有限被覆 $Y$ が存在

して, 各 $i$ に対して $Y|_{C_{i}’}$ は鳩に $Q$ を Galois群とする不分岐被覆として同型になる. さ

らに, $Q$ は $\infty$ における惰性群であると仮定してよい.
$\mathcal{W}$ を $P$ における開円板 $\{t_{i} ; v(t_{i})>-1/n\}(i\in I)$ の補集合, $\mathcal{Y}$ を $\mathcal{W}$ の $Y$ における

逆像とする. $Q$ が無限遠点における惰性群なので, $\mathcal{Y}$ は連結.

$Z=G\wedge Q\mathcal{Y}$

とすれば, $Z$ は $G$ を Galois群とする $\mathcal{W}$ の有限被覆. また, 各 $i$ に対して

$Z_{i}’=G\wedge i\mathcal{X}_{i}’G$

とすれば, $\mathcal{Z}_{i}’$ は $G$ を Galois群とする $D_{i}’$ の不分岐被覆. さらに, $Z|_{c_{i}^{J}},$ $Z_{i}’|c’i$ は $G\wedge^{Q_{i}}\mathcal{U}i|C_{i}$’

に $G$ を Galois群とする $C_{i}’$ の不分岐被覆として同型. これから, $Z$ に島を $C_{i}$ に沿って貼

り合わせて, $\infty$ 以外では不分岐で, $\infty$ における惰性群が $Q$ であるような, $G$ を Galois群
とする rigid space の有限被覆 $\mathcal{M}arrow P$ を得る. $\mathcal{X}_{i}’,$ $\mathcal{Y}$ が連結で, $G$ が $G_{i},$ $Q$ によって生

成されるので, $\mathcal{M}$ は連結.

Kiehl の比較定理から $\sqrt \mathrm{t}4$ は $G$ を Galois群とする $\mathrm{P}_{K}^{1}$ の有限被覆 $M$ に代数化される. $M$

は有理点を持つので, 絶対連結. $k$ への特殊化によって, 無限遠点以外では不分岐で, 無限

遠点における惰性群が $Q$ であるような, $G$ を Galois群とする $\mathrm{P}_{k}^{1}$ の連結な有限被覆を得る.

命題 3.2. $K$ を剰余体が代数的閉体である完備離散付値体, $D$ を $K$ における単位円板

: $v(T)\geq 0,$ $\mathcal{U}arrow D$ を rigid space の不分岐有限被覆とする. このとき, $\epsilon>0$ が存在して

$\mathcal{U}arrow D$ は円板 $D’$ : $v(T)\geq-\in$ の上の不分岐有限被覆 $\mathcal{U}’arrow D’$ に延長できる.

rigid affim line あるいは rigid projective line における円板あるいは円環については本報
告集所収の加藤文元氏による概説を参照されたい.

以下, 定理 3.1の証明における記号をそのまま用いる. $U=\mathrm{P}_{K}^{1}-\{x_{i} : 1\in I\}\cup\{\infty\},$ $\mathcal{U}=$

$\cup C_{i}’(\succeq\vee \mathcal{T}$る. $U$ の基本群を垣で, $\{C_{i}’\}$ の基本群を凪で表わす. また, $\rho_{i}$ : $\square _{i}arrow$ 垣を自
$i\in I$

$\phi_{\backslash \backslash }fs\# l$ $C_{i}’arrow U$ から誘導される準同型とする.

命題 33. $Q$ を $p$-群, $h_{i}$ : $\Pi_{i}arrow Q$ を準同型とする. このとき, 全射 $h$ : $\Piarrow Q$ および

$q_{i}\in Q$ が存在して各 $i$ に対して $h\circ\rho_{i}=\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{t}(qi)\circ h_{i}$ となる. ここで, Int $(q_{i})$ は隣によっ
て定義される $Q$ の内部自己同型.

$Q$ の位数に関する帰納法による. $Q$ の中心に含まれる位数 $P$ の巡回部分群が存在するの

で, 次の補題を示せばよい. .
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補題 34. $G$ を $P$-群, $N$ を $Q$ の中心に含まれる位数 $P$ の巡回部分群, $\Gamma=Q/N$ とし,
$\varphi$ : $\Piarrow\Gamma$ を準同型とする. $\varphi$ が全射で, 各 $i\in I$ に対して $\varphi$ 。$\rho_{i}$ : $\Pi_{i}arrow\Gamma$ の持ち上げ
$\tilde{\varphi}_{i}$ : $\Pi_{i}arrow G$ が存在すると仮定する. このとき, $\varphi$ の持ち上げ $\tilde{\varphi}$ : $\Piarrow G$ および $q_{i}\in N$

が存在して, $\tilde{\varphi}$ は全射で, 各 $i$ に対して $\tilde{\varphi}\circ\rho_{i}=\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{t}(q_{i})\circ\tilde{\varphi}_{i}$ となる. ここで, Int $(q_{i})$ は $q_{i}$

によって定義される $N$ の内部自己同型.
垣は準同型 $\varphi$ : $\Piarrow\Gamma$ を通して $N$ の上に作用するが, $N$ は $\Gamma$-加群として自明. した

がって, 垣の $N$ の上への作用によって定義される $U$ の上の locally constant constructible
sheaf は constant sheaf ]$\beta_{p}$ に他ならない. 補題 22と同様にして

$H^{1}(\Pi, N)arrow H^{1}(\sim U, \mathrm{F}_{p}),$ $H^{2}(\Pi, N)=0$

また,
$H^{1}(\Pi_{i}, N)arrow H^{1}(\sim \mathcal{U}_{i}, \mathrm{F}_{p})$

$H^{2}(\Pi, N)=0$ なので, $\varphi$ : $\Piarrow\Gamma$ の持ち上げ $\tilde{\varphi}$ が存在する. また, 他の $\varphi$ の持ち上げ
は $f\tilde{\varphi},$ $f\in Z^{1}(\square , N)$ の形をしている. ここで, 補題 35から

$H^{1}( \square , N)arrow\bigoplus_{i\in I}H^{1}(\Pi i, N)$

は全射なので, $\tilde{\varphi}$ を適当な $f\tilde{\varphi}$ で置き換えることによって各 $i$ に対して $\tilde{\varphi}\circ\rho_{i}=f_{i}\tilde{\varphi}_{i},$ $f_{i}\in$

$B^{1}(\Pi_{i}, N)$ が成立する. このとき, $f_{i}(\pi)=\pi(qi)-1q_{i}$ とすれば, $\tilde{\varphi}\circ\rho_{i}=\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{t}(qi)$ 。$\tilde{\varphi}_{i}$ .
さらに, 補題 3.5から

$\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}[H^{1}(\Pi, \mathrm{F}_{p})arrow\bigoplus_{i\in I}H^{1}(\Pi_{i}, N)]$
は無限群. –方, $H^{1}(\Gamma, N)$ は有

限群なので, $H^{1}(\Gamma, N)arrow H^{1}(1\mathrm{I}, N)$ の像に属さない
$\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}[H1(\Pi, \mathrm{F})parrow\bigoplus_{i\in I}H^{1}(\Pi_{i}, N)]$

の元

$[f],$ $f\in Z^{1}(\Pi, N)$ が存在する. $\tilde{\varphi}$ が全射でなければ $\tilde{\varphi}$ を $f\tilde{\varphi}$ に取り換えればよい.

補題 3.5. 制限写像 $H^{1}(U, \mathrm{F}_{p})arrow H^{1}(\mathcal{U}, \mathrm{F}_{p})$ は全射で, $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}[H^{1}(U, \mathrm{F})parrow H^{1}(\mathcal{U}, \mathrm{F}_{p})]$ は $\mathrm{F}_{p}$

の上に無限次元.
$D=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{C}K[\tau],$ $D=\mathrm{S}_{\mathrm{P}}\mathrm{f}K\{T\}$ に対して補題が成立することを示す. $\mathcal{U}$ の affinoide 環
の元が $U$ の affine代数の元によって近似されることに注意すれば同様の議論が進行する.

Artin-Schreier 理論から

$H^{1}(D, \mathrm{F}_{p})=\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}[F-1 : K[T]arrow K[T]]$ ,
$H^{1}(D, \mathrm{F}_{p})=\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}[F-1 : K\{T\}arrow K\{T\}]$

$f(T)\in K\{T\}$ とすれば,

$f(T)=g(T)+h(T),$ $g(T)\in K[T],$
$h(t)= \sum_{i>0}a_{i}\tau^{i}$ , 各 $i$ に対して $v(a_{i})>0$

と表わせる. このとき,

$u(T)=- \sum j\geq 0h(T)^{\nu}$

とすれば, $u(T)\in R\{T\}$ で $u(T)^{p}-u(T)=h(T)$ なので, $\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}[F-1 : R\{T\}arrow R\{T\}]$

において $[f]=[g]$ . したがって, 制限写像 $H^{1}(D, \mathrm{F}_{p})arrow H^{1}(D, \mathrm{F}_{p})$ は全射.
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次に, $a\in R,$ $v(a)>0,$ $i>0$ なら, $\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}[F-1:K\{\tau\}arrow K\{T\}]$ において $[aT^{i}]=0$ .
方, $\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}[F-1 : R[T]arrow R[T]]$ において $[aT^{i}]\neq 0$ . したがって, $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}[H1(D, \mathrm{F})parrow$

$H^{1}(D, \mathrm{F}_{p})]$ は $\mathrm{F}_{p}$ の上に無限次元.

補註 36. 原論文では Raynaud は命題 33. より非常に–般の事実を示している.
$X$ を $K$ の上の非特異射影曲線, $(U, \mathcal{U})$ を $X$ の Runge couple, $V$ を $U$ の $G$ を Galois 群
とする連結不分岐被覆, $\varphi$ : $\Piarrow\Gamma$ を $V/U$ に対応する全射とする. $\{u\}_{i\in I}$ を $\mathcal{U}$ の連結成
分とし, $U$ の基本群を垣で, 必の基本群を $\Pi_{i}$ で表わす. $\rho_{i}$ : $\Pi_{i}arrow\Pi$ を自然な射躍 $arrow U$

から誘導される準同型とし, $\varphi_{i}=\varphi\circ\rho$ とおく. さらに, $G$ を $\Gamma$ の p-群 $N$ による拡大と
する. $\tilde{\varphi}_{i}$ : $\Pi_{i}arrow G$ を $\varphi_{i}$ の持ち上げとする. このとき, 全射 $\tilde{\varphi}$ : $\Piarrow G$ および $q_{i}\in N$ が
存在して各 $i$ に対して $\tilde{\varphi}\circ\rho_{i}=\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{t}(q_{i})\circ\tilde{\varphi}_{i}$ となる.

これを示すために原論文では次の補題を準備している.
$-k$ を標数 $p>0$ の代数面責体, $K=k((t)),$ $X$ を $K$ の上の連結な smooth curve, (U, $\mathcal{U}$)-
を Runge couple, $M$ を $U$ の上の locally constant constructible $\mathrm{F}_{p}$-module とする. この
とき,

(1) 制限写像 $H^{1}(U, M)arrow H^{1}(\mathcal{U}, M)$ は全射.
(2) $M\neq 0$ なら $\dim_{\mathrm{F}_{p}}\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}[H^{1}(U, M)arrow H^{1}(\mathcal{U}, M)]=\infty$ .
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