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1 はじめに

ネヅトワークにおける応用上重要な問題の–つとしてスパニングツリー問題がある。そのうち、 枝の
コストの和を最小にする問題を最小スパニングヅリー問題と呼び、費用が確定値で与えられている場合
の解法については、 [1, 2, 3, 4, 5] によって効率的なアルゴリズムが与えられている。
コストが確率変数で与えられている場合については、 H.Ishii らによって研究されており、総和コスト

に関する機会制約条件計画問題として定式化したモデル [6] や目標値とともに確率レベルも同時に最大
化しようとするモデル [7] に対し多項式時間で解く効率的なアルゴリズムを提案している。
また、 コストが可能性変数で表される場合における解法は伊藤ら [8] によって導入され、 片桐らによっ

てより効率的なアルゴリズムが提案されている [9]。
従来、不確実性が存在する場合の意思決定法として、大きく分けて確率計画法によるアプローチとファ
ジィ数理計画法によるアプローチが研究されてきたが、現実にはコストが確率的に変動する場合でもそ
の実現値を完全に知る事が出来ないこともあり、 ファジィ性とランダム性が同時に現れることも多い。
本研究では、 このような確率とファジィの両性質をもつ要素をファジィランダム変数で表し、 ファジィ
性とランダム性が存在する状況下での意思決定法の–つを提案する。
まず、 2節でファジィランダム変数について簡単に述べた後、 3節で総和コストに対するファジィ目標

を設定し、 そのファジィ目標を満たす可能性測度がある値 $h$ 以上である確率があるレベル $\alpha$ 以上である
という制約の下で、 $h$ を最大化する問題として定式化する。 4節で元の問題を解くための部分問題を導
入し、 さらに 5節でその部分問題を解くためにパラメータを含むスパニングヅリー問題を導入し、元の
問題の最適解を多項式時間で求めるアルゴリズムを示す。

2 ファジィランダム変数

事象の発生にかかわる不確かさを扱うものとして確率があり、 -方、人間の主観や言葉、意味の曖昧
さを表現するものとしてファジィ集合は、 これらの曖昧さあるいは不確かさは基本的に異なるものであ
り、 現実には曖昧な事象がランダムに観測されるといった場合など同時に 2つを考慮にいれる必要があ
る場合も多い。 このような状況に適用できる数学的概念として、 1978年に Kwakernaak によって最初
に導入されたファジィランダム変数がある [10]。その後、 Puri と $\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{l}\epsilon \mathrm{s}\mathrm{C}\mathrm{u}$がランダム集合を拡張する形
で別の定義を与えると共に理論的な土台を構築した [11]。その他にも何人かの研究者がファジィランダ
ム変数を定義している [12, 13, 14]。ファジィランダム変数はひとことで言えば確率変数の実現値がファ
ジィ集合になる変数のことである。例えば、 ある集団に対し、明日の天候をたずねた時、「暑い」や「涼
しい」 といった言葉で回答する場合、 ある集団における回答は、 ファジィランダム変数の実現値の集ま
り (標本) とみなすことが出来る。
本研究では、 ファジィ数における中心が確率変数であるようなファジィランダム変数を扱っており、こ

の場合には Kwakernaak の定義と Puri, Ralescu の定義は–致することが知られている [15]。
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3 定式化

$G^{\mathrm{Y}}=(N, E)$ を点集合 $N=\{v_{1}, v_{2}, \ldots, v_{n}\}$ と枝集合 $E=\{e_{1}, e_{2}, \ldots, e_{m}\}\subseteq N\mathrm{x}N$ からなる無向グ

ラフとし、 $e_{\dot{*}}$ にはコスト果が設定されているものとする。 $G$ におけるスパニングヅリー $T=\tau(N, s)$ は

$S\underline{\subseteq}E$ かつ閉路を含まない連結部分グラフである。
$T$は次のように 0–1変数の $x_{1},$ $x_{2},$ $\ldots,$ $x_{m}$ で表すことができる。

$T$ : $x_{i}=1$ , $e_{i}\in S$

$x_{i}=0$ , $e_{i}\not\in S$

以下では $X$ を $T(N, S)$ に対応する 0–1 ベクトルの集合とし、 $X$ をスパニングツリ一の集合とみなす。
このとき、 最小スパニングヅリー問題は以下のように定式化される。

$P_{1}$ : $7r\iota i7\iota imizecx$

subject to $x\in X$

本稿ではコスト $c_{i}$ が次のようなメンバシヅプ関数をもつ可能性分布 $\mu C\dot{.}(\omega)$ で制限されるファジィランダ

ム変数である場合について考察する。

$\mu_{C\dot{.}(\omega)}(\mathrm{q})=\max\{L(\frac{c_{i}-d_{i(\omega)}}{\alpha_{i}}),$ $0\}$

ここで型関数 $L$ は $\mathrm{R}arrow[0,1]$ である単調減少連続関数で $L(x)=L(-X)\forall x\in \mathrm{R}$ かつ $L(\mathrm{O})=1$ を満た

すものとする。 また、 &(\mbox{\boldmath $\omega$}) は平均 $\mu_{i}$ , 分散 $\sigma_{i}^{2}$ をもつ正規分布に従う互いに独立な確率変数とする。 す
なわち、 可能性変数において中心が確率変数になっている場合であり、 $d_{i}(\omega)$ に伴って $\mu_{C\dot{.}(\omega)}(\alpha)$ も確率

的に変動する。
$y=\mathrm{c}x$ とすると $y$ を表すファジィランダム変数 $\mathrm{Y}(\omega)$ は D.Dubois と H.Prade [17] によるファジィ数
の演算を適用して

$\mu_{Y(d)\backslash }‘:y)’\max=\{L(\frac{y-\sum_{i=}^{m_{1}}d_{i}(\omega)X_{i}}{\sum_{--1}^{m}\alpha_{i}X_{i}}.),$ $0\}$

となる。次に目的関数値にファジィ目標 $G$ を「Y(\mbox{\boldmath $\omega$}) がだいたい $y_{1}$ 以下である」 とし、 $G$ を次のような
メンバシヅプ関数に特性づけられるファジィ集合で表す。

$\mu_{G}(y)=\{$

1, $y\leq y_{1}$

$g(y)$ , $y_{1}<y<y_{2}$

$0$ , $y\geq y_{2}$

ここで、 $g$は単調減少連続関数とする。さらにファジィ目標 $G$ を満たす可能性測度を次のように定義する。

$\Pi_{Y(\omega\}}(G)=\sup_{v}\triangle\min\{\mu_{Y(}\omega)(y), \mu_{G}(y)\}$

$\mathrm{n}_{Y(\omega)}$ は $\mu_{Y(\omega)}$ に伴って確率変数となる。従来、不確実性が存在する状況下での意思決定法として確率
計画法やファジィ数理計画法が考えられており、種々の意思決定法が研究されている。確率計画法に関
しては [18] に、 またファジィ数理計画法に関しては $[19, 20]$ に詳しく述べられている。また、 ファジィ数
理計画法と確率計画法の比較やその類似性についての研究も行われている [21, 22, 23]。近年、 ファジィ
性とランダム性を同時に考慮した意思決定法も多く研究されている [24, 25, 26, 27, 28, 29]。ファジィラ
ンダム変数を数理計画に応用した研究には [30, 31, 32] らがあるが、我々は $P_{1}$ に対する意思決定法とし
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て、 確率計画法における $P$ モデルとファジィ数理計画法における可能性計画法をあわせた形の次のモデ
ルを提案する。

$P_{2:}$ maximize $h$

subject to $Pr(\mathrm{I}\mathrm{I}_{Y(\omega})(G)\geq h)\geq\alpha$

$x$ $\in X$

である。 ここで $Pr$は確率測度を表し、確率レベル $\alpha$ は $\alpha>\frac{1}{2}$ を満たす確定値とする。
$\mathrm{I}\mathrm{I}_{Y(y)}(G)\geq h$ を変形すると

$\sup_{y}\min\{\mu Y\mathrm{t}\omega)(y), \mu_{G}(y)\}\geq h$

$\Leftrightarrow$ $\exists y$ : “
$\mu_{\mathrm{Y}(\omega}$ ) $(y)\geq h,$ $\mu_{G}(y)\geq h$

”

$\Leftrightarrow$ $\exists y$ : “
$L( \frac{y-\sum_{i1}^{m}=d_{i}(\omega)X_{i}}{\sum_{i=1}^{m}\alpha_{1X_{i}}}.)\geq h,$ $\mu_{G}(y)\geq h$

”

$\Leftrightarrow$ $\exists y$ : “
$y \geq\sum_{1i=}^{m}\psi(\omega)x:-L*(fl)\sum_{i=}m1\alpha\dot{|}X_{1}.,$ $y\leq\mu_{G()}^{*}h$

”

$\Leftrightarrow$ $\sum_{i=1}^{m}d_{i}(\omega)Xi-L^{*}(h)\sum_{=i1}\alpha iX:\leq\mu_{G}^{*}(h)m$

となるので $P_{2}$ は次の角のように変形される。

$P_{3}$ : maximize $h$

subjed to $Pr[ \sum_{i=1}^{m}\{d_{i}(\omega)-L^{*}(h)\alpha:\}xi\leq\mu_{G}^{*}(h)]\geq\alpha$

$x\in X$

ただし、 $L^{*}(\cdot),$ $\mu_{G}^{*}(\cdot)$ は次のような擬逆関数である。

$L^{*}(h_{I}^{\backslash }$ $=$ $\{$

$\sup\{r|L(\Gamma)>h, r\geq 0\}$ $(0<h\leq 1)$

$\infty$ $(h=0)$

$\mu_{G}^{*}(h)$ $=$ $\sup\{r|\mu_{G}(\Gamma)\geq h\}$

正規分布の性質から

$\frac{\sum_{i=1}^{m}d_{i}(\omega)X_{i}-\sum^{m_{1}}i=\mu_{i^{X_{i}}}}{\sqrt{\sum_{i--1\mathrm{t}}^{m2}\sigma x_{l}}}$

は標準正規分布 $\mathrm{N}(\mathrm{O},1)$ に従うので、 $K_{\alpha}$ を $\alpha$ 分位点とすると次のような等価確定条件に変換される。

となる。ゆえに解くべき問題は次の $P$ となる。

$P$ : $-arrow m*\cdot-*\cdot\sim-L$
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4 部分問題の導入

以下では

と定義し、 次の部分問題を考える。

$P_{4}$ : minimize $z(x, h)$

subject to $x\in X$

この問題と元の問題 $P$ に対して次の補題が成り立つ。

補題 1 $P$ の最適値 $h^{*}$ が $0<h^{*}<1$ であるとき、高の最適解が $P$ の最適解である必要十分条件は $P_{4}$

における最適解げに対して $z(x^{*}, h^{*})=\mu_{G}^{*}(h^{*})$ が成り立つことである。

証明 $0<h<1$ のとき、 $\mu_{G}$ の定義から、 $\mu_{G}^{*}(h)=g^{-1}(h)$ となる。 $P$ の最適解と最適値をそれそれ
$x^{*},$ $h^{*}(0<h^{*}<1)$ とし、 $z(x^{*}, h*)=_{\mathit{9}^{-}}(1h^{*})$ でないと仮定する。 このとき、 $h^{*}$ における $x^{*},$ ) の実行
可能性より $z(x^{*}, h^{*})<g^{-1}(h^{*})$ , すなわち

が成り立つ。 ところが $L^{*}(h)$ と $g^{-1}(h)$ の単調減少性と連続性から $z(x^{*}, h)$ に対して $h^{*}<h^{r}$ が存在す
る。 このことは $h^{*}$ の最適性に矛盾する。
逆に凸の最適解を $(x^{*}, h^{*})$ とし、 $z(x^{*},’ h^{*})=g^{-1}(h^{*})$ を満たすものとする。 $-$

.れが $P$ の最適解で
ないとすると、 以下の関係式を満たす $(x, h’)$ が存在する。

$h^{*}<h^{l}$. (1)

かっ (2)

ところが $(x^{*}, h^{*})$ の最適性と $L^{*}(h),$ $g^{-1}(h)$ の単調減少性により以下の関係式が成り立つ。

$<$

$<$

これは (2) 式に矛盾する。 口

次に

$f1(X$} $= \sum_{i=1}\Delta Lm\{\mu_{i}-*(h)\alpha i\}Xi,$ $f_{2}(_{X)}$ 全 $\sum_{i=1}^{m}\sigma_{i}^{2}x_{1}$
.
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$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ を解くために補助問題として $h$ 一定の下で 2目的問題

$P_{4}’$ : minimize $f1(x)$

miminize $f_{2}(x)$

subject to $x\in X$

を考える。

補題 2 $P_{4}$ の最適解であるための必要条件は $P_{4}’$ の雲譲解であることである。

証明 $P_{4}$ の最適解げが $P_{4}’$ の非読解でないとする。このとき、げは 2目的問題 $P_{4}’$ の非劣解ではないの
で、 $i\neq j$ に対して

$f_{i}(_{X^{*}})>f_{i}$ (3)
$f_{j}(x^{*})\geq f_{j}$ (4)

を満たすある $x’$ が存在する。 $x^{*}$ の最適性より $z(x^{*}, h^{*})=g^{-1}(h^{*})$ であるが、 (3), (4) より $x’$ に対し
ては $z(x’, h^{*})<g^{-1}(h^{*})$ が成り立つ。 このとき、 $z(x’, h’)<g-1(h’)$ を満たす $h^{*}<h’$ が存在すること
になり $h^{*}$ の最適性に矛盾する。 口

5 解法とアルゴリズム

補題 2より、 $P$ の最適解を求めるには、効率よく非劣解を列挙し、可能性測度を最大化するスパニン
グツリーを求めればよいことがわかる。
また、 $P_{4}’$ に対しては、スカラー化して– 目的にすることにより、異なる全ての非劣解を求めることが

できる。 したがって、 次の問題を考える。

$P_{4}^{l}(\lambda)$ : minimize $\sum_{\mathrm{i}=1}^{m}(\mu_{i}-L^{*}(h)\alpha i+\lambda K_{\alpha}\sigma_{i}^{2})x_{i}$

subjed to $x\in X$

$h$ 一定のとき、 $P_{4}’(\lambda)$ は–つのパラメータ $\lambda$ をもつパラメトリヅク最小スパニングツリー問題となり、
[33] による効率的な解法が提案されている。
したがって、 目的関数の係数部分を

$c_{i}’=\mu i-L*(h)\alpha i+K_{a}\sigma_{i}^{2}\lambda$

とおくと、 $c_{i}$, は枝 $e_{i}$ に付随するコストであり、 $h$ と $\lambda$ の 2つのパラメータによって変化する。 $P_{4}’$ の非
劣解のうち、異なるものを全て求めるには、最小スパニングツリーを求めるアルゴリズムを考慮に入れ
ると, $c_{\acute{i}}$ の順序が入れ替わるところを全て調べれば十分であることがわかる。 (5) 式は 2つのパラメータ
$h,$ $\lambda$ をもつことから $L$“ $(h)=q$ とおくとこれは 3次元空間 ( $h,$ $\lambda$ , 果) における平面を表している。 $c_{\dot{l}}’=c_{\acute{j}}$

を満たす $\lambda$ を $\lambda_{i\mathrm{j}}$ とすると

$\lambda_{ij}=\frac{\mu_{i}-\mu_{j}+q(\alpha j-\alpha i)}{K_{\alpha}(\sigma_{j}^{2}-\sigma^{2})i}$ (5)

であり、 $\mu_{i},$ $\sigma_{i}$ , K。は定数であるから、 $(q, \lambda)$ 平面における直線になる。ゆえに $q$ が固定されれば $\lambda_{\dot{\iota}j}\text{の}$

順序は–意に決まる。ここで次の補題が成り立つ。

補題 3異なる 2平面の交わりの $\lambda$ 座標の順序が–定ならば、 $c_{i}’$ 座標の順列の集合は –意に決まる。
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証明 2平面 $k,$ $l$ の交わりの直線を $\lambda_{kl}$ とすると 2平面の $c_{i}’$ 座標の順序は $\lambda_{kl}$ の前後のみで変わる。 $\mathrm{A}\mathrm{a}$

ま、 平面 $\lambda=0$ との交わりである直線の $c_{i}’$ 切片の順序が $i(i=1, \ldots, m)$ であるとする。 2平面の交点
$\lambda_{kl}$ の中で $0$ より大きい値の中でうち–番小さい値を $\lambda_{st}$ とすると $0<\lambda<\lambda\epsilon t$ において $m$本の平面の $\mathrm{c}_{1}’$

座標の順序は–定であり、 平面 $\lambda=\lambda_{st}$ において直線 $s,$ $t$ が交わり、 その 2直線の $c_{1}’$. 座標の順序のみが

入れ替わる。以下、 順に $\lambda$ 座標の小さいものから順に考えていけば交点間では $c_{\acute{i}}$座標の順序は–意に決
まり、 その前後では交わった 2平面の順序が入れ替わるだけである。よって、 2直線の交点の順序が
定ならば現れる順序の集合は –意に決まる。口

補題 4から次の定理が導かれる。

定理 12目的スパニングヅリー問題の非劣解の数はせいぜい $O(m^{4})$ である。

証明 2平面 $k,$ $l$ の交線は $c_{\acute{k}}=c_{l}’$ より

$\lambda=\frac{\mu\iota-\mu_{k}+q(\alpha k-\alpha\iota)}{K_{o}(\sigma^{2}-k\sigma_{l}^{2})}$

となるため、 $q$ が決定されれば交点の値は定まり、 交点の順序は–意に決まる。逆に 2平面同士の交線
の順序が–致する (その前後で入れ替わる) $q$ はもし存在するならばただ–つに決まる。また 2平面 $i,$ $j$

の交わる直線 \mbox{\boldmath $\lambda$}毎と 2平面 $j,$ $k$ の交わる直線 \mbox{\boldmath $\lambda$}鈎の交点、 すなわち 3平面の交点も、 もし存在するなら
ば、 ただ $-$つに決まる。4平面以上が交点を持つ場合は少なくとも 3平面が交点をもつ必要があるため、
考慮する必要はない。残りは平面 $\lambda=0$ , すなわち $c_{i}’$ 切片における順序が入れ替わる場合があり、

$h= \frac{\mu_{k}^{l-\mu l}}{\alpha_{k}-\alpha_{l}}$

によって求まる。 2平面の交線の数は $o(m^{2})$ あり、 交線の $\lambda$ 座標が–致する $q$ の数は高々$O(m^{4})$ であ

る。 3平面については $o(m^{3})$ , また $c_{\acute{i}}$ 切片の順序については $O(m^{2})$ であるため、全体としては $O(m^{4})$

で抑えられる。 口

これまでのことを考慮して以下のようなアルゴリズムを示す。アルゴリズム内において最適値 $h^{*}$ の上

限、 下限をそれぞれ、 $\overline{h},$
$\underline{h}$ で表す。

アルゴリズム

手順 1: 次の 3つについて $h=L(q)$ の計算し、 ソートする。

1. $\mu_{i}-\beta\alpha_{i}$ の順序が入れ替わる $q$ の計算をおこなう。
2. $y_{i},$ $y_{j},$ $y_{k}$ $(i, j, k=1, ... , m)$ の交点を求め、かつ $\lambda>0$ を満たす組を保持
する。

3. $y_{i}$ と防の交線 $\lambda_{1j}$
. と、 脈と坊の交線 $\lambda_{kl}$ を求め、 それらの順序が変わるところ

を求める。

ソートした結果を $h_{1}<f\iota_{2}<\cdots<h_{q}$ とし、 手順 2へ進む。

手順 2: $\overline{h}=$ んならば手順 5へ進む。そうでなければ中央値 $\hat{h}$ で $h=\hat{h}$ を固定し非劣解を求め
る。 さらにそれらの非劣解のうちで $z(x, h)\leq g^{-1}(h)$ を満たすものが存在するかどう
か調べる。 $z(x, h)>g^{-1}(h)$ ならば手順 3へ進む。 $z(x, h)=g^{-1}(h)$ ならば終了し、

そのときの解が最適解となる。 $z(x, h)<g^{-1}(h)$ ならば手順 4へ進む。

手順 3: $h=\underline{h}$ とし、 手順 2へ戻る。

手順 4: $h=\overline{h}$ とし、 手順 2へ戻る。
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手順 5: 求めた $h$ での最適なスパニングツリーの候補をすべて求め $\min_{:\in K}c_{i}^{;}$ を求めて、
$z(x, h)\leq g^{-1}(h)$ を満たす最大の $h$ を与えるスパニングヅリーが最適解である。

定理 2 $P_{4}$ の最適解はせいぜい $O(m^{4}\log m)$ の計算量で求まる。

証明 手順 1においては、 $\mu_{\dot{\iota}}$ -\beta 砺の数が $m$個存在するために $O(m^{2})$ の計算を、 また、 $m$個のうち 3つを
選んで交点を求めるため $O(\pi l^{3})$ , さらに $\lambda_{ij}$ の数は多くとも $O(m^{2})$ で抑えられるため、 $O(m^{4})$ の計算を
必要とする。そして求めた $h$ が全体で $O(m^{4})$ 個存在し、 それらをソートするため、全体で $O(m^{4}\log m)$

の計算時間を必要とする。手順 2においては、 ソートしたものに対しその中央値を選択しその $h$ の下

で非劣解を求めるが、繰り返し毎に多くとも $O(mn^{1/3})$ 個の非劣解が存在し、 一回あたりスパニングヅ
リーを求める計算時間を $O(SP\tau)$ とすると、 全体で $O(mn^{1/3})\mathrm{x}O(SPT)=O(mn1/3o(sPT))$ の計
算時間がかかる。手順 5においては最適な $h$ が存在する範囲を見つけた後、 その範囲での最適なスパ
ニングヅリーの候補を全て求めるのに、 ( $O(n^{2.5}\mathrm{x}O(SPT))$ の計算時間を要し、 さらにを求めるのに
$(O(n^{2.5}\log n))$ の計算時間を要する。 よって全体で計算時間は多くとも $O(m^{4}\log m)$ になる。 口

6 結言

本稿では可能性測度最大化モデルについて述べたが、必然性測度最大化モデルについても同様の方法
で解くことができる。
本研究で考案したアルゴリズムでは、 (3) 式においてコストの順序が変わる可能性のあるところを全て

求めている、、 しかし、パラメータが–つである場合のパラメトリックスパニングヅリー問題の最適解のう
ち異なるものを全て効率よく列挙する方法が [33] で提案されており、 この方面からのアプローチによっ
てさらにアルゴリズムの効率化がはかられると思われる。また、本研究は組合せ幾何学における $k$-set 問
題、 特に 3次元空間における $k$-set 問題とも関わりが深い。なお、 この研究は文部省科学研究費基盤研
究 $(\mathrm{c})(2)10680428$ によるものであることを付記しておく。
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