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1 はじめに

人間や生物個体群の動態を数学的に記述しようという試みは長い歴史をもっており、 少

なくとも 13世紀のフィボナッチ (Fibonacci, 1202) による兎の増殖モデルにまで遡ること

ができる。その後 17世紀にはグラントやハレー等によって生命表が作製されて人間の寿

命や死亡の法則性があきらかにされるようになった。 さらにオイラー (Euler, 1760) は年齢

構造のある人口の増加モデルを考察して、 それが漸近的に幾何学的な成長をおこなうこと

を初めて示した。人口の幾何学的な成長という概念は有名なマルサスの 「人口論」 (初版、

1798) によって広く受容されるようになった。

今世紀にはいって年齢構造のある人間人口の数理モデルはボルトキヴィッチやロトカ (1907)

などによって再び研究されるようになり、 Sharp and Lotka (1911) によって初めて更新過

程 (renewal process) として明確に定式化された。 この後、 シャープ ロトカのモデルはロ

トカ自身によって様々に発展させられ、 またフェラー (1941) によって主要命題に厳密な数

学的証明が与えられるに至り、安定人口理論 (stable population theory) として数理人口

学 (mathematical demography) における基本的なフレームとなった。 ロトカ等はその理論

をもっぱら積分方程式によって定式化していたが、後に $\mathrm{M}\mathrm{c}\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{r}\mathrm{i}_{\mathrm{C}}\mathrm{k}(1926)\text{、}$ Von Foerster

(1959) はそれぞれ独立に年齢分布関数に対する偏微分方程式を提出し、これによって連続時

間の安定人ロモテルは偏微分方程式の初期値境界値問題として考察される道が開かれた。

安定人ロモデルは人口学の分野において実用的にも非常な有効性を示してきたが、その

線形性、 単性という隆路を突破する試みについては以外にも 70年代に至るまでほとんど

見るべきものがなかった 2 $\circ$ しかし 1974年に Gurtin and $\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{y}$による非線形モデルの

研究が出現すると様相は–変し、数学者、数理生物学者によって年齢構造、空間構造や様々

な生理的な内部構造をもつ人口集団の数理モデル (structured population dynamics) が組織

的に研究されるようになった $($ Metz and Diekmann 1986, Iannelli 1995, Cushing $1998)_{\circ}$ こ
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の過程でエポックメイキングであったのはWebb (1984) によるシャープ. ロトカ・フェラー

の古典的結果の半群理論による現代的な証明の提出であった。Webb (1985) はさらに非線

形の年齢構造化人ロモデルに対して半群による組織的な研究をおこなった。一般に構造化

人ロモデルに典型的に現れる発展方程式の微分作用素が半群を生成することを示すのは必

ずしも容易ではない。 さらに解の線形化安定性や分岐を扱うために、 こうした非線形半群

を線形半群の摂動として構成する (一般化された定数変化法の公式) ことに関心がもたれ、

こうした観点から摂動論的な方法が様々に提案され、半群理論の発展に対するひとつの動

機付けを提供した (Clement, et al. 1987-1989; Desch, Schappacher and Kang Pei Zhang

1989; Diekmann, et al. 1993, 1995; Greiner 1989, Thieme 1990, 1991)。しかしながら微

分可能性という現象にとっては必ずしも必然的ではない数学的要請を回避するために、 最

近では Diekmann, et al. (1998) はモデル構成の段階から微分方程式を用いないというアプ

ローチを提案している。 こうした点には立ち入れないが、本報告では線形の古典的人ロモ

デルおよび非線形モデルの例としてペア形成モデルを紹介する。

方、伝染病モデル (epidemic models) は人口論とともに数理生物学のなかでも最も長い研

究の伝統があり. 18世紀のベルヌーイの研究に遡ると言われる (Bernoulli 1760, Anderson

1991)。今世紀初頭のロス卿によるマラリア流行に関する閾値定理の発見、 Kermack and
$\mathrm{M}\mathrm{c}\mathrm{K}\ominus \mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{r}\mathrm{i}_{\mathrm{C}\mathrm{k}}$による 20年代の–連の仕事は時代を超越した意義を持ち続けている。 しか

し–般人ロモデルと同様に 70年代に至るまでその歩みは比較的遅々としたものであった
が、 その後過去 20年間にわたって、構造化人爵モデルの発達や数理生態学と交流しなが

ら、 応用数理の–分野として急速に発展してきている。その背景には、 抗生物質耐性菌等

の出現によりマラリア、結核等の従来からある感染症が再興してきたり、 エイズやエボラ

等の新興感染症の相次ぐ出現によって、 医学的な対処法 (治療行為) のみでは感染症流行

の被害を防ぐのに十分ではないことが広く再認識されるようになってきたことがあるので

はなかろうか。 とりわけ 80年代におけるエイズの世界的流行は、 それが欧米先進諸国の中

枢で発生しただけに学界にも大きなインパクトを与え、感染症流行の予測と解析のための

数理モデル研究は著しく促進されたのである。

巨視的な人脈レベルにおける適切な流行防止策の策定の基礎としての数理モデルの果た
す役割は益々重要になりつつあるが、 今日ではマイクロレベル、 すなわち人体内における

ウィルス感染症 (肝炎等) や免疫系との相互作用などについても数理モデルによる研究が活
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発になされてきている。本稿後半ではこうしたマイクロレベルでのモテルには立ち入れな

いが、 人ロレベルにおける古典的な $\mathrm{S}$ IR型モデルや最近のエイズモテルなどを structured

population model との関連で紹介する。伝染病数理モデルについては Anderson and May

(1991), Busenberg and Cooke (1993), Capasso (1993), Mollison (1995), Isham and Medley

(1996) 等がすぐれた解説である。 またここでは専ら人間の感染症を念頭においているが、

動植物や昆虫等の感染症については Grenfell and Dobson (1995) がある。

2 安定人ロモデルへの現代的アプローチ

人間人口における最も基本的な内部構造は年齢構造である。実際、 人間個体の死亡や再

生産行動は年齢、 すなわち個体出生からの経過時間、 をパラメータとすることによって明

確な規則性をもつからである。そこで年齢構造をもつ均質的な人口集団の状態は時刻 $t$ にお

けるその年齢密度関数 $p(t, a),$ $a\in[0,\omega]$ によって記述される。 ここで 0 $<\omega\leq+\infty$ は最大

年齢である。それ故積分鐸 $p(t, a)da$ は時刻 $t$ における年齢階級 $[a_{1}, a_{2}]$ にある人口数を与

え、 $P(t)= \int_{\mathrm{o}P}^{\omega}(t, a)da$ は時刻 $t$ における総人口である。 $P(T)<\infty$ とするために以下では

$p(t, \cdot)\in L_{+}^{1}(0,\omega)$ であるとしよう。 ここでは性別や両性の相互作用を考慮せず 女性人口

の再生産 (「女子が女児を生む」過程) が時間的に–定の出生率と死亡率のもとで行われる

と想定する。 人口移動も考慮しない。 このとき安定人ロモデル (stable population model)

は以下のような境界条件のついた–階偏微分方程式システムで表される :

$\{$

$(\partial_{t}+\partial_{a})p(t, a)+\mu(a)p(t, a)=0$ , $t>0$ , $a>0$ ,
$p(t, 0)= \int_{0}^{\omega}\beta(a)p(t, a)da$ , $t>0$ ,
$p(0, a)=p0(a)$ .

(1)

$\text{ここで_{}p_{\mathit{0}}()}a$ は初期人口分布、 $\beta(a)$ は年齢別出生率、 $\mu(a)$ は年齢別死亡率である。 もし\beta と

\mu が年齢によらない定数であれば、 総人口 $P(t)$ について以下の常微分方程式を得る :

$P’(t)=(\beta-\mu)P(t)$ , $P(0)=P0= \int_{0}^{\omega}p_{0}(a)da$ (2)

従って総人口および単位時間当たりの出生児数$B(t):=p(t, 0)$ はマルサスの法則に従って

増加する。

–般の場合を扱う古典的な手段はシステム (1) を積分方程式に変換する方法である。 実
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際. (1) の偏微分方程式 ( $\mathrm{M}\mathrm{c}\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{k}$-Von Foerster方程式) を特性線にそって積分すれば

$p(t, a)=\{$
$B(t-a)p(a)$ $t-a>0$

$p_{0}(a-t) \frac{\ell(a)}{\ell(a-\mathrm{f})}$ $a-t>0$ (3)

となる。 ただしここで

$\ell(a):=e^{-}\int_{0^{\mu}}^{a}(\sigma)d\sigma$ (4)

は新生児が $a$歳まで生き残る生存率である。表現 (3) を境界条件の式に代入して、積分区間

を $(0, t)$ と $(t, \infty)$ に分割すれば以下を得る :

$B(t)=G(t)+ \int_{0}^{t}\Psi(a)B(t-\mathit{0})da$ . (5)

ただしここで $G(t),$ $\Psi(a)$ は以下のように与えられる既知の関数である :

$G(t):= \int_{t}^{\infty}\beta(a)\frac{\ell(a)}{l(a-t)}p_{0}(a-t)do$ , $\Psi(a):=\beta(a)\ell(a)$ (6)

ただし以下では適宜\beta (a), $\ell(a)$ は a $\not\in[0, \omega]$ では\beta (a) $=0,$ $\ell(a)=0$ となるように定義域は拡

大されていると考える。 $G(t)$ は初期時刻に生存している女子人口から、時刻 $t$ に生まれる

単位時間当たりの新生児数である。特に

$R_{0}= \int_{0}^{\omega}\Psi(a)da$ (7)

は純再生産率 (net reproduction rate) あるいは基本再生産数 (比) (basic reproduction num-
$\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{r}/\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o})$ と呼ばれ、 -個体が生涯に生むと期待される子供数、 あるいは親世代とその子供

世代のサイズの比をあらわす基本的パラメータである。 ロトカ等は特性方程式

$\int_{0}^{\omega}e^{-\lambda a_{\Psi}}(a)da=1$ (8)

が唯–の実根\mbox{\boldmath $\lambda$}o をもち、 それが $B(t)$ の漸近的成長率であること、 より詳しくは

$\lim_{tarrow\infty}e-\lambda_{0}\mathrm{r}_{B}(t)=\frac{\int_{0}^{\omega}e-\lambda_{0}tG(t)dt}{\int_{0}^{\omega_{oe^{-\lambda 0a}\Psi}}(a)da}$ (9)

となることを主張した。 この厳密な証明は Feller (1941) によってラプラス変換のタウバ一

型の定理を用いて示された。 (3) と (9) から安定人口のサイズは漸近的に成長率\mbox{\boldmath $\lambda$}oで指数関

数的に増大し、その年齢分布は $L^{1}$の意味で–定の構造 (安定人口分布) に近づくことが示

される :
$\lim_{tarrow\infty}\frac{p(t,a)}{\int_{0}^{\omega}p(t,a)da}=\frac{e^{-\lambda 0a}l(\mathit{0})}{r_{\mathit{0}}e^{-\lambda_{0}}al(a)da}$ (10)
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また過渡的には複素数の特性根に対応して指数関数的成長軌道のまわりで減衰振動が発生

することがわかる。

Fellerの結果から 40年以上たって、Webb (1984) は問題 (1) を Banach空間 X $=L^{1}(\mathrm{o}, \omega)$

上の抽象的なコーシー問題として扱った。年齢分布関数のなす自然な状態空間は正硬玉 $X_{+}$

と考えられる。 このとき (1) は以下のように抽象的に書ける :

$p’(t)=Ap(t)$ , $t\geq 0$ , $p(0)=p_{0}\in X_{+}$ (11)

$(A\phi)(a)=-\phi’(a)-\mu(a)\phi(a),$ $\phi\in D(A)=\{\phi\in x:A\phi\in X, \emptyset(0)=<\beta, \emptyset>\}$ (12)

ここで $<\beta,$ $\phi>:=\int_{0^{\omega}}\beta(a)\emptyset(a)da$であり、 また簡単のため

$\beta,$ $\mu\in L_{+(\omega)}^{\infty}0$, (13)

と仮定しておく。 ただし–般に\mbox{\boldmath $\omega$}が有限な最大年齢であれば、 $\mu(a)$ は\mu $\not\in L^{\infty\infty}(\mathrm{O},\omega)$ であり

$\int_{0}^{\omega}\mu(\sigma)d\sigma=\infty$ という特異性をもつことに注意しておこう。その場合でも再生産期間 3を含

む任意の有限年齢区間 $[0, a_{\dagger}],$ $\mathrm{a}_{\mathrm{T}}<\omega \text{では}\mu$は有界であり、 以下の結果が同様に成り立つ。

命題 2. 1 $A$ は $C_{\mathit{0}}$半群 $T(t),$ $t\geq 0$ を生成し、 以下が成り立つ :

$||T(t)||\leq e^{(\overline{\beta}-\underline{\mu}})\mathrm{f}$ , $T(t)(X_{+})\subset X_{+}$ (14)

さらに\mbox{\boldmath $\omega$} $<\infty$であれば作用素 $A$ のスペクトル Aは離散固有値からなり、

$\Lambda=\{\lambda\in C:\int_{0}^{\omega}e^{-\lambda a}\Psi(a)da=1\}$ (15)

Aは唯–の実の単純固有値\mbox{\boldmath $\lambda$}oを含み、 $\lambda_{0}>\Re\lambda,\forall\lambda\in\Lambda\backslash \{\lambda_{0}\}$ が成り立つことがわかる。 こ

の\mbox{\boldmath $\lambda$}oを自然成長率、 マルサスパラメータ等と呼ぶ。 このとき

sign $(R_{0}-1)=\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}\lambda_{0}$ (16)

となることに注意しよう。 このとき以下の強エルゴード定理が示される (Webb 1984, Inaba

1988):

$3\beta(a)\neq 0$であるような年齢区間。
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命題 2. 2 上記仮定のもとで、 $\lambda_{0}$をマルサスパラメータとして、 $\phi_{0}(a)$ をそれに対応する固

有関数、 $\emptyset_{0}^{*}(a)$ を共役固有関数とすると、 $\eta>0,$ $M>0$が存在して

$||e^{-\lambda_{0}t} \tau(t)p0-\frac{<\phi_{\mathit{0}}^{*},p_{0}>}{<\emptyset_{0}^{*},\phi_{0>}}\emptyset \mathit{0}||_{L}1\leq Me$ $-\eta t||p_{0}||L^{1}$ (17)

ここでは年齢区間は有限にとったが、 もし無限大の年齢区間 $[0, \infty)$ をとった場合は $A$ の

スペクトルには本質的スペクトルが現れる。安定人ロモデルから示唆を得たWebb (1987),

Gyllenberg and Webb (1992) は–般の線形半群が漸近的に安定分布をもつための必要十分

条件を定式化した。

定義 2. 3 Banach空間 $X$の線形作用素の半群 $T(T),t\geq 0$が本質的成長率 (intrinsic growth

constanl) \mbox{\boldmath $\lambda$}0\in Rで非同期的指数関数的成長 ($AEG$:asynchronous exponential growth) また

は強エルゴード的 (strongly ergodic)であるとは、 -次元の射影子 $P_{0}$が存在して

$\varliminf_{t\infty}e^{-\lambda_{0}t}\tau(t)=P_{0}$ (18)

となることである。 ただしここで極限は作用素ノルムの位相の意味でとる。

命題 2. 4 Banach空間 $X$の線形作用素の半群 $T(t),$ $t\geq 0$ が本質的成長率\mbox{\boldmath $\lambda$}o $\in$ Rで非同期

的指数関数的成長であるための必要十分条件は、 (1) $\omega_{1}(A)<\lambda_{0}$ , (2) $\sigma_{0}(A)=\{\lambda_{0}\}$ , (3)

$\lambda_{0}$が A の単純固有値である、 の 3条件が成り立つことである。

ここで\mbox{\boldmath $\omega$}1 $(A)$ は $T(t)$ の\alpha -growth boundであり、 有界線形作用素 Tの非コンパクト性の測度

(measure of noncompactness) $\text{を}\alpha[\tau]$ と表すと、

$\omega_{1}(A)=\lim\frac{\log(\alpha[\tau(t)])}{t}tarrow\infty$

また\mbox{\boldmath $\sigma$}(A) を $A$のスペクト) とすると\mbox{\boldmath $\sigma$}1 $(A)= \{\lambda\in\sigma(A):\Re\lambda=\sup\{\Re\lambda : \lambda\in\sigma(A)\}\}$ であ

る。 人ロモデルの場合、 Po\mbox{\boldmath $\phi$}は安定年齢分布に他ならない。

AEGは基本的には線形系のマルサス的成長の抽象的–般化であるが、非線形系におい

ても–次同次ないしは漸近的に–次同次な系に対しては有効である (Gyllenberg and Webb

1992, Webb, 1993, $1993/94)_{0}\mathrm{A}\mathrm{E}\mathrm{G}$ に関する最近の研究については Thieme $(1998\mathrm{a},\mathrm{b})$ を参

照されたい。
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方、 強エルゴード性は本来は線形自律系について初期分布と独立な漸近的に安定な分

布が存在することを意味する概念であるが、 非線形自律系についても考えることができる

(Wysocki 1993)。また非自律線形系が漸近的に自律的であるような場合にも強エルゴード

性が成り立つ場合がある (Inaba 1992)。一般の非自律系の線形モデルの場合には、そこへ

収束していくような極限分布はないが、任意の初期分布から出発した分布が漸近的に互い

に比例してくる (従って初期分布から独立になる) 現象があることが知られている。 これ

は Norton (1928) $\text{、}$ Lopez (1961) によって全く独立に時間依存の線形人ロモデルにおいて成

り立つことが示され、 現在では弱エルゴード性 (weak ergodicity) と呼ばれている。弱エル

ゴード性は正値線形の発展作用素で表される増殖過程ではかなり–般的に成り立つ性質で

あることは夙に Birkhoff (1962, 1965, 1967) によってヒルベルト射影距離のテクニックを

用いて明らかにされているが、近年ではさらに非線形系への拡張も考えられている (Ziebur

1979, Thieme 1988, Cushing 1989, Inaba 1989, Nussbaum 1988, 1989, 1990, Wysocki 1992,

Rundnicki and Mackey 1994, Lasota and Yorke $1996)_{\circ}$

3 非線形人山モデル

前節で扱った線形モデルはいわゆるマルサスモデルの年齢構造化版であった。それゆえ

後者への批判は前者にも適用される。 実際、 単純なマルサスモデルは、 限られた時間に関

する人口増加を記述する場合以外は非現実的である。 外的な環境の変動を無視したとして

も、 人口それ自体が人口の生存条件を修正する要因になることを考慮せねばならない。した

がって出生率と死亡率は人口規模に依存し、 マルサスモデルの線形方程式は非線形方程式

$P’(t)=\alpha(P(t))P(t)$ (19)

に置き換えられる必要がある。 ここで関数\alpha (x) :[$0,$ +\infty \infty )\rightarrow Rは人口規模の出生率と死亡

率への影響を記述する。通常、 $\alpha(x)$ は以下のような仮定を満たすと仮定される :

$(a)$ $\alpha’(x)>0$ if $0<x<x_{0}$ $(b)$ $\alpha’(x)<$
.

$0$ if $x>x_{0}$ $(c)$ $\lim_{xarrow\infty}\alpha(x)<0$

ここで $x_{0}\geq 0$である。 (a) はアレー (Allee)効果とよばれるものであり、 人口密度が低い

場合は人口規模は人口成長に正の効果をもたらすことを意味している。 仮定 (b), (c) は逆

に人口密度が高くなると人口規模は人口成長に負の効果を与えるというロジスティック
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(Logistic)効果を記述している。有名なロジスティック方程式 (Verhulst 1838) は例えば

$\alpha(x)=\alpha_{0}(1-\frac{x}{K}),$ $K>0$ として純粋にロジスティツク効果のみを考慮したものである。

このようなモデルでは人口は無限に成長せず、 $P(t)$ は常に–つの定常的な規模 (人口容量)

$K$に単調に収束する。

年齢構造化モデルへ立ち戻ると、 人口成長への密度効果を記述するためには人口動態率

が人口それ自体に依存することを考慮にいれなければならない。 しかしここでは年齢構造

のために、 これらのメカニズムが実現される仕方は非常に様々なものがありうる。 1974年

に Gurtin and $\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{y}$は以下のような非線形の人口方程式を検討することによって、非

線形人工モデルの研究に火をつけた。

$\{$

$p_{t}(T, a)+p_{a}(t, a)+\mu(a, P(t))p(t, a)=0$

$p(t, 0)= \int_{0}^{\infty}\beta(\sigma, P(t))p(t, \sigma)d\sigma$

$p(\mathrm{O}, a)=p_{0}(a)$ , $P(t)= \int_{0}^{\infty}p(t, \sigma)d\sigma$

(20)

Gurtin and $\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{y}$はこの問題の適切性を示すとともに、定常解の安定性に関して線形

安定性の原理が成り立つことを証明した。最近Bertoni (1998) は Gurtin and $\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{y}$モ

デルに対して周期解の存在を厳密に示すことに成功している。 Gurtin and $\mathrm{N}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{y}$ の方

法は全く古典解析によるものであったが、 Webb (1985) は–般的な非線形人口問題

$\{$

$p_{t}(t, a)+p_{a}(t, a)+G(a,p(t, *))=0$

$p(t, 0)=F(p(t, *))$
$p(0, a)=p_{0}(a)$

(21)

に対して非線形半群による解を構成して、その性質を詳しく調べた。 ここで $G$ は死亡過程、

Fは出生過程を表す非線形関数である。人口が年齢以外の内部構造 (例えば空間的配置、 あ

る状態での持続時間、サイズ体重等の生理学的パラメータ) をもつ場合には、 $p(t, a)$ を

$E:=L^{1}(\Omega)$ (\Omega はパラメータ空間) に値をとるベクトル値関数、 $G,$ $F$を作用素とみなせば、

やはり (21) のタイプの方程式に書け、 Cauchy 問題

$p’(t)=Ap(t)+G(p),$ $p(0)=p_{0}$ , (22)

$(A\phi)(a)=-\phi’(a)$ , $D(A)=\{\phi\in X:\phi\in W^{1,1}, \phi(0)=F(\emptyset)\}$ . (23)

として定式化したうえで半群剥取り扱いが可能となると考えられる。しかし–般にはAgeing

のオペレータ $A$ の定義域 $D(A)$ は非線形の境界条件を含んでおり、 必ずしも稠密に定義さ

れてもいないから古典的な Hille-Yosidaの生成定理は適用できない。そのためにはじめにの
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べたように様々な摂動論的方法が開発されたのであるが、 ここでは–つの例としてThieme

(1990) の処方を紹介しよう。ただし簡単のため正値性などの解への制限は無視しておく。

$X:=L^{1}(R_{+} : E)$ を人ロベクトルの状態空間、 拡張された状態空間を $Z:=E\cross X$とお

き、 その閉部分空間 $Z_{0}$ を $Z_{0}:=\{\mathrm{O}\}\cross X$によって定義する。 Z上の作用素 $A$ を

$A(\mathrm{O}, \psi):=(-\psi(0), -\psi’)$ for $(0, \psi)\in D(A):=\{\mathrm{O}\}\cross D(A)$ , (24)

と定義する。 ここで $A$ は X上で稠密に定義された微分作用素である :

$(A\psi)(a):=-\psi’(a)$ , $D(A)=\{\psi\in L^{1} : \psi\in W^{1,1}\}$ , (25)

ここで $W^{1,1}:=$ { $\psi\in X$ : $\psi$は絶対連続かっほとんど至るところで微分可能’ $\in L^{1’}$} であ

る。 有界な非線型摂動作用素 $\mathcal{B}:Z_{0}arrow Z$を

$\mathcal{B}(0, \psi)=(F(\psi), G(\psi))$ for $(0, \psi)\in Z_{0}$ . (26)

と定義すれば (22)$-(23)$ は $Z-$空間の形式的な半線形コーシー問題として書ける :

$u’(t)–Au(t)+Bu(t),$ $u(0)=(0, \phi)\in Z_{0}$ . (27)

このとき作用素 Aの定義域は Zoでは稠密であるが、 Z上で必ずしも稠密ではなく、非線型

の摂動作用素 Bは $Z_{0}=\overline{D(A)}$でのみ定義されているが、その値は $Z_{0}$の外側にはみ出してし

まっている。 ただし\mbox{\boldmath $\lambda$} $>0$で Hille-Yosidaの評価 $||( \lambda-A)^{-1}||\leq\frac{1}{\lambda}$ を満たすことがわかる。

こうした場合は古典的な生成定理や定数変化法の公式は使えないが、 以下のような Zo上の

拡張された公式を考えることができる :

$u(t)= \mathcal{T}_{0}(t)u(0)+\lim_{\lambdaarrow\infty}\int_{0}^{t}\tau_{0}(t-s)\lambda(\lambda-A)-1g_{u}(S)dS$ (28)

ただしここで $\mathcal{T}_{0}(t)$ は Zo上の半群で、 $A$の Zo上の部分 $(\mathrm{P}^{\mathrm{a}\Gamma \mathrm{t}})$ んよって生成されている。

$A_{0}=A$ on $D(A_{0})=\{(0, \psi)\in D(A) : A(\mathrm{O}, \psi)\in Z_{0}\}$ .

このとき

ん $(0, \psi):=(0, -\psi’)$ for $(0, \psi)$ \in D仮霜) $:=\{0\}\mathrm{X}D(A_{0})$ ,

ここで $A_{0}$は X上で稠密に定義された微分作用素である :

$(A_{0}\psi)(a):=-\psi’(a)$ , $D(A_{0})=\{\psi\in L^{1} : \psi\in W^{1,1}, \psi(0)=0\}$ ,
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したがって $T_{0}(t)=e^{tA_{0}}$ を X上の平行移動の半群であるとすれば巧 $(t)(\mathrm{O}, \psi)=(0, T_{0}(t)\psi)$

と書ける。 (28) ではレゾルベントの性質 $(\lambda-A)^{-}1(z)\subset Z_{0}$により右辺の積分に意味があ

ることに注意しよう。無論この場合積分と極限は交換できない。Thieme (1990) は適当な条

件のもとでこの拡張された定数変化法の公式が–意的な連続解をもち、それが以下の式を

みたすという意味で (27) の積分解 (integral solution) に他ならないことを示している :

$u(t)=u( \mathrm{O})+A\int_{0}^{t}u(s)ds+\int_{0}^{t}\mathcal{B}u(g)ds$ . (29)

積分解は $u(\mathrm{O})\in D(A),$ $Au(\mathrm{O})+\mathcal{B}u(\mathrm{O})\in\overline{D(A)}$であれば古典解になることが知られている。

4 両性人脈モデル

以下では非線形人馴モテルの具体例として両性モテルをとりあげよう。 人間人口を考え

ると、 女性が出産するためには男性とのmatingが必要であるし、 より現実的には男女の持

続的なペア形成 (結婚) が要請される。Fredrickson (1971) は初めて以下のような年齢構造

と両性のペア形成を考慮した偏微分方程式モデルを定式化した。

$\{$

$( \partial_{t}+\partial_{a})p_{m}(t, a)=-\mu_{m}(a)p_{m}(t, a)+\int_{0}^{\infty}p_{c}(t, a, b)[\sigma(a, b)+\mu_{f}(b)]db-\int_{0}^{\infty_{\rho}}(t, a, b)db$

$(\partial_{t}+\partial_{b})p_{f()}t,$$b=- \mu_{f}(b)p_{f}(t, b)+\int_{oP}^{\infty}C(t, a, b)[\sigma(a, b)+\mu_{m}(a)]da-\int_{0}^{\infty}\rho(t, a, b)da$

$(\partial_{t}+\partial_{a}+\partial_{b})p_{c}(t, O, b)=-(\sigma(a, b)+\mu_{m}(a)+\mu_{f}(b))pC(t, a, b)+\rho(t, a, b)$

$p_{m}(t, 0)= \gamma\int_{0}^{\infty}\int_{0}^{\infty}\beta(a, b)p_{c}(t, a, b)dadb$,
$p_{f}(t, 0)=(1- \gamma)\int_{0}^{\infty}\int_{0}^{\infty}\beta(a, b)p_{c}(t, a, b)dadb$,
$p_{\mathrm{c}}(t, 0, b)=p_{C}(t, a, 0)=0$ .

(30)

ここで pm $(t, a)$ は時刻 $t$ における $a$歳の独身男子人口密度、 $p_{f}(t, b)$ は時刻 $t$ における $b$歳の独

身女子人口密度 $p_{c}(t, a, b)$ は時刻 $t$ における $a$歳の男子と $b$歳女子の夫婦の密度 $\mu_{m}(a)(\mu f(b))$

は $a(b)$ 歳の男子 (女子) の死亡力、 $\sigma(a, b)$ は $a$歳の男子と $b$歳女子の夫婦の離婚率、 $\beta(a, b)$

は $a$歳の男子と $b$歳女子の夫婦の出生率、 $\gamma$は新生児における男児の割合、 $\rho(t, a, b)$ は単位時

間あたり生成される男子 $a$歳、 女子 $b$歳の夫婦の密度である。 $\rho(a, b)$ は結婚関数 (marriage

$\mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{C}\mathrm{t}\mathrm{i}_{0}\mathrm{n})\Psi(u, v)(a, b)$ によって以下のように与えられる :

$\rho(t, a, b)=’\Psi(pm(t, \cdot),pf(t, \cdot))(a, b)$ . (31)

ここで結婚関数\Psi $(u,v)(a, b)$ は独身男子人口 u(a)、独身女子人口 $v(b)$ から単位時間に発生す

る新郎 a歳、 新婦 b歳のペア密度を表す非線形関数であり、以下の条件 (結婚関数の公理)

をみたすものと考えられている :
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[1] $(u, v)\geq 0$ であれば\Psi (u, $v$ ) $\geq 0$ ,

[2] $\Psi(u, 0)=\Psi(0,v)=0$ ,

[3] $(u, v)\leq(u’’, v)\text{であれば}\mathrm{B}^{\mathrm{c}*\infty}$ $\int_{0}^{\infty}\Psi(u, v)(a, b)dadb\leq\int_{0}\infty\int_{0}^{\infty}\Psi(u’, v’)(a, b)dadb$

[4] $k>0$ であれば\Psi (ku, $kv$ ) $=k\Psi(u, v)$

[5] $a\neq c,$ $b \neq C\text{であれば}\frac{\partial\ddot{\Psi}(u,v)(a,b)}{\partial u(c)}\leq 0$ , $\frac{\partial\Psi(u,v)(a,b)}{\partial v(c)}\leq 0$

ここで条件 $[1]_{-}[3]$ は自明であろうが、条件 [4] (–次同次性の条件) は必ずしも必須のも

のではない。 -次同次性は単位人口あたりのペア形成頻度が人ロスケールに独立になると

いう仮定を反映しており、 大規模な人口における 「出会いの可能性」が飽和することを意

味している。 Fredrickson のモデルは例えば、 出生、 死亡、 離婚などのパラメータが年齢に

依存しない場合は常微分方程式系に還元されて、その性質はよくわかっている (Hadeler, et

al 1988)。後に Staroverov (1977) はさらにペアの持続時間を変数として導入したモデルを

提出している。 これは夫婦の出生率、 離婚率がまず年齢よりも持続時間に強く依存するこ

とから重要な修正である。 このペア形成の問題は長らく人口学においては懸案であったが、

その数学的性質は 90年代に至るまでほとんどなにも解明されてこなかった。 しかしなが

ら 80年代にエイズが世界的流行となるに及んで、人間の性行動やペア形成のモデル化は

重要な研究課題として浮上し、性的感染症流行モデルとともに活発に研究されるようになっ

てきている。

Staroverovのモデルは夫婦の結婚時点の年齢をインデックスとして持続時間別の分布と

してカップルの年齢分布関数を見直すことによって以下のように書き直せる (Inaba 1993) :

$\{$

$( \partial_{t}+\partial_{a})p_{m}(t, a)=-\mu_{m}(a)p_{m}(t, a)-\int_{0}^{\infty}\rho(t, a, \eta)d\eta$

$+ \int_{0}^{a}\int_{0}^{\infty}[\mu f(_{\mathcal{T}+\eta)(_{\mathcal{T}};a-}+\delta \mathcal{T}, \eta)]_{S}(t, \tau;a-\mathcal{T}, \eta)d\eta d\tau$ ,
$(\partial_{t}+\partial_{a})p_{f()}t,$$a=- \mu_{f}(a)p_{f}(t, a)-\int_{0}^{\infty}\rho(t, \zeta, a)d\zeta$

$+ \int_{0}^{a}\int_{0}^{\infty}[\mu_{m}(_{\mathcal{T}+}\zeta)+\delta(_{\mathcal{T}};\zeta, a-\tau)]S(t, \tau;\zeta, a-\tau)d\zeta d\tau$,
$(\partial_{t}+\partial_{\tau})S(t, \mathcal{T};\zeta, \eta)=-[\mu_{m}(\tau+\zeta)+\mu f(_{\mathcal{T}}+\eta)+\delta(_{\mathcal{T}};\zeta, \eta)]S(t, \mathcal{T};\zeta, \eta)$ ,

$p_{m}(t, 0)=(1- \gamma)\int_{0}^{\infty}\int_{0}^{\infty}\int_{0}^{\infty}\beta(\tau;\zeta, \eta)S(t, \tau;\zeta, \eta)d\zeta d\eta d\tau$

$p_{f}(t, 0)= \gamma\int_{0}^{\infty}\int_{0}^{\infty}\int_{0}^{\infty}\beta(\tau;\zeta, \eta)_{S(\zeta}t,$$\tau;,$ $\eta)d\zeta d\eta d\tau$ ,
$s(t, 0;\zeta, \eta)=\rho(t, \zeta, \eta)=\Psi(pm(t, *),p_{f}(T, *))(\zeta, \eta)$ .

(32)

ただしここで\beta $(\tau; \zeta, \eta),$ $\delta(\tau;\zeta, \eta)$ は結婚時点での年齢が $(\zeta, \eta)$ であるペアの持続時間\tauにお

ける出生率、離婚率であり、 $s(t, \tau;\zeta, \eta)$ は同様にペアの密度関数である。 こうしてみると両

性モデルはベクトル値の (21) のタイプの問題として整理できることがわかる。ペア形成モ

デルの半群的取り扱いについては Pr\"uss and Schappacher (1994b), Matsumoto, Oharu and
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Thieme (1996), Iannelli and Martcheva (1997), Inaba $(1993, 1998)$ 等を参照されたい。 ま

た $\mathrm{P}\mathrm{r}\text{\"{u}}_{\mathrm{s}\mathrm{s}}$ and Schappacher (1994a) は初めて調和関数型の結婚関数をもつ Staroverovモデル
について指数関数解 (persistent solution) が存在することを示した。 また Inaba (1998b) は

一般的な結婚関数についても persistent solution が存在するための十分条件を示した。 しか

しながら線形系における馬のような成長率に関する閾値条件を両性モデルに対してうまく
定義できるかどうか、 また指数関数的成長軌道の個数や安定性等はなにもわかっていない。

5 伝染病流行の古典モデル

Kermack and $\mathrm{M}\mathrm{c}\mathrm{K}\ominus \mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{k}(1927)$による古典的な伝染病流行モデルは、 局地的な人口に

おけるペストなどの急速かつ短期的な流行に関するモデリングであった。病気の流行期間

が短いためホスト人口の人口動態は無視できると考える。 $S(t),I(T),$ $R(t)$ をそれぞれ感受性

人口、 感染人口、 隔離された人口 (回復による免疫保持者ないし死亡者) とする。 このと

き Kermack and $\mathrm{M}\mathrm{c}\mathrm{K}\ominus \mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{r}\mathrm{i}_{\mathrm{C}\mathrm{k}}$ model ( $\mathrm{S}$ I $\mathrm{R}$モデ)) は以下のように表される :

$\{$

$S’(t)=-\beta S(t)I(t)$

$I’(t)=\beta S(t)I(t)-\gamma I(t)$

$R’(t)=\gamma I(t)$

(33)

ここで\betaは感染率、 \mbox{\boldmath $\gamma$}は隔離率 (場合によっては病気による死亡率) である。今全体が感受

性人口からなる集団 (サイズ $N$) を考えると線形化方程式

$I’(t)=\beta NI(t)-\gamma I(t)$ (34)

より病気が集団に侵入可能となる条件 (閾値条件) は

$R_{0}= \frac{\beta N}{\gamma}>1$ (35)

となることがわかる。すなわち臨界的な人口密度 $N_{cr}=\beta 1$が存在して、 これ以下の密度では

流行は発生しない。 この馬は人口学と同様に基本再生産数と呼ばれるが、全体が感受性で

ある人口集団において典型的な–人の感染者が再生産する二次感染者の平均数に他ならな
い。従って馬 $>1$ であれば初期の感染者数は指数関数的に増大する (outbreak)。 Kermack

and $\mathrm{M}\mathrm{c}\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{k}$ modelは閾値条件が満たされていれば–回のピークをもつ流行がおこる
が、 やがて自然に終息し、 しかも–定の感受性人口が全く感染せずに残るという挙動を示
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す。 これは何故伝染病流行が自然に終息するのか、 という当時の疑問に対する–つの解答

を与えるものであり、インドにおけるペストの局地的流行のデータによく –致させること

ができた。

実はKermack and $\mathrm{M}\mathrm{c}\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{r}\mathrm{i}_{\mathrm{C}}\mathrm{k}$ モデルとしては上記のような単純化されたものだけが言

及されることが多いが、彼らは初めから感染者の感染年齢 (感染してからの経過時間) を考

慮した構造化モデリングをおこなっていたのである。今砲, $\tau$ ) を時刻 $t$ において感染年齢\tau

である感染人口の密度、 $\beta(\tau)$ を感染年齢\tauにおける感染率、 $\gamma(\tau)$ を隔離率とすると Kermack

and $\mathrm{M}\mathrm{c}\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{r}\mathrm{i}_{\mathrm{C}}\mathrm{k}$ モデ)の原型は以下のようになる。

$\{$

$S’(t)=-\lambda(t)S(t)=-i(t, 0)$

$( \frac{\partial}{\partial t}+\frac{\partial}{\partial\tau})i(t, \tau)=-\gamma(\tau)i(t, \mathcal{T})$

$\lambda(t)=r_{0}\beta(_{\mathcal{T})i}(t, \mathcal{T})d\mathcal{T}$

(36)

これもまた常微分方程式モデルと同様な挙動を示すことがわかっている (Iannelli 1995)。

子供の流行病 (はしか、 水疸瘡、 おたふく風邪等) のように長期的に人口のなかに定着

している病気を表現するためには、 ホスト人口の動態率を考慮する必要がある。 いま $b$ を

ホスト人口の出生率、 $\mu$を自然死亡率とすれば Kermack and $\mathrm{M}\mathrm{c}\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{r}\mathrm{i}_{\mathrm{C}}\mathrm{k}$ model は以下の

ように拡張される :

$\{$.

$S’(t)=b-\mu S(t)-\beta S(t)I(t)$

$I’(t)=\beta S(t)I(t)-(\mu+\gamma)I(t)$

$R’(t)=-\mu R(T)+\gamma I(t)$

(37)

ただしここで $R(t)$ は免疫保持者であり、免疫は生涯持続すると想定する。垂直感染はなく、

病気による死亡率の増加も無視できると仮定する。 このとき総人口 $N(t)=S(t)+I(t)+R(t)$

は $N( \mathrm{O})=\frac{b}{\mu}$であれば常に–定である。そこで初めから全人口は–定値 N $= \frac{b}{\mu}$であると仮

面すれば

$R_{0}= \frac{\beta N}{\gamma+\mu}$ (38)

となることはすぐにわかるが、 さらに以下のような閾値定理が示される (Hethcote 1974) :

命題 5. 1 & $\leq 1$であれば、定常状態としては病気のない定常状態 (disease賓 ee steady

state: $DFSS$) $(S*, I*)=( \frac{b}{\mu}, 0)$ だけが存在して大域的に漸近安定である。 また馬 $>1$ であ

れば ‘ disease-free steady stateは不安定化して、病気と共存する定常状態 (endemic steady

state: ES別が唯–つ出現して大域的に漸近安定になる。
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一般に麻疹や水悪瘡は長期的に大規模人口集団に定着して周期的に流行することが知ら

れている。上記の $\mathrm{S}$ I $\mathrm{R}$モデルでは長期的な共存状態の周囲での減衰振動はあるものの、

持続的周期解は存在しない。 そこで周期的流行現象を反映するような改良の試みが行われ

た。感染率の季節変動が周期解を導くことはよく知られている (梯 1990)。また潜伏期間の

存在や感染相互作用項の強い非線形性によっても周期性が現れる。インフルエンザのよう

にウィルスの変異がホストの既存の免疫力の効果を低下させてしまうというような機構も

周期的流行の要因と考えられる (Pease 1987, Inaba $1998\mathrm{a}$) 。

方、 ホスト人口の構造、 特に年齢によって感染率は大きく異なると考えられ、 年齢構

造の導入は周期解を導くと期待されたため、年齢構造化モデルへの拡張が行われた (Tudor

1985, Greenhalgh 1988, Inaba 1990)。年齢構造を持つ $\mathrm{S}$ I $\mathrm{R}$モデルは以下のようになる :
$S_{t}(t, a)+S_{a}(t, a)=-\mu(a)s(t, a)-\lambda[\mathit{0}|I(T, *)]S(t, a)$ ,
It $(t, a)+I_{a}(t, a)=\lambda[a|I(T, *)]S(t, a)-(\mu(a)+\gamma)I(t, a)$ ,

(39)
$R_{t}(t, a)+R_{a}(t, a)=\gamma I(t, a)-\mu(a)R(t, a)$ ,
$S(t, \mathrm{O})=B$ , $I(t, \mathrm{O})=R(t, \mathrm{O})=0$ ,

ここで垂直感染は無視されていて、 $B$は感受性人口の出生率、 $\lambda[a|I(t, *)]$ は感染力であり

以下のように与えられる。

$\lambda[a|I(t, *)]=\int_{0}^{\omega}\beta(a, \sigma)I(t, \sigma)d\sigma$ . (40)

$\beta(a, \sigma)$ は $a$ 歳の感受性個体と\mbox{\boldmath $\sigma$}歳の感染個体の問における感染率である。 全人口の年齢分

布 $N(t, a)=s(T, a)+I(t, a)+R(t, a)$ は $\mathrm{M}\mathrm{c}\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{r}\mathrm{i}_{\mathrm{C}\mathrm{k}}$ 方程式

$N_{t}(t, a)+N_{a}(t, a)=-\mu(a)N(t, a)$ , $N(t, \mathrm{O})=B$ (41)

を満たしているから、 $N(\mathrm{O}, a)=BP(a)$ と仮定すれば定常的である。

全人口の定常性に着目して、 $i(t, a)$ $:= \frac{I(t,a)}{N(a)}(N(a)=BP(a))$ 等と定義して全人口を 1に

規格化すると SIRモデルは以下のような $(i, r)$ システムに還元される :
$i_{t}(t, a)+i_{a}(t, a)=\lambda[a|i(t, *)](1-i(\tau, a)-r(t, a))-\gamma i(t, a)$ ,
$r_{t}(t, a)+r_{a}(t, a)=\gamma i(t, a)$ ,

(42)
$i(t, \mathrm{O})=r(t, 0)=0$ ,
$\lambda[a|\psi]=\int_{0}^{\omega}\beta(a, \sigma)N(\sigma)\psi(\sigma)d\sigma$ .

ここで $(i, r)$ システムの状態空間を閉凸集合 C: $=\{\phi=(\phi_{1}, \phi_{2})\in X : 0\leq\phi_{1}+\phi_{2}\leq 1\}$ と

して X $=L^{1}(0, \omega)\cross L^{1}(\mathrm{o}, \omega)$ 上の作用素 $A$ と $F$を X以下のように定める :

$(A\phi)(a)=$ , $D(A)=$
.

$\{\phi\in X : \phi’\in X, \phi(0)=0\}$ , (43)
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$F(\phi)(a)=(^{\lambda[a|\phi_{1}]}(1-\phi_{1}\gamma(a)\phi 1(-a)\phi_{2}(a))-\gamma\phi 1(a))$ . (44)

このとき $(i, r)$ システムは u $=.$ とすると X上の semilinear の Cauchy 問題として定式化

される :
$u’(t)=Au(T)+F(u(t))$ , $u(\mathrm{O})=u_{0}$ . (45)

この方程式の定数変化法によって定まるmild solution は $C$を正方向に不変にするような

semi且 ow を定めることがわかる。 ここでも半群による解の構成はシステムの挙動を調べる

非常に有効な手段である。

年齢構造のある $\mathrm{S}$ I $\mathrm{R}$ システム (39) の基本再生産数 $R_{0}$は正値積分作用素

$(T \phi)(a)=N(a)\int_{0}^{\omega}\int_{\sigma}^{\omega}\beta(a, \xi)\frac{\ell(\xi)}{l(\sigma)}e^{-}\gamma(\xi-\sigma)d\xi\phi(\sigma)d\sigma$ (46)

のスペクトル半径 $r(T)$ で与えられることが示される。 このことは以下のように考えると理

解しやすい。初期侵人の状況においては $B(t, a):=N(a)\lambda[a|I(t, a)]$ が年令 $a$歳でちょうど

感染した新感染者の分布となるが、 これは以下のような再生方程式を満たすことは容易に

示される :

$B(t, a)=N(a) \int_{0}^{\infty}\beta(a, \sigma)\int_{0}^{\sigma}\frac{\ell(\sigma)}{l(\sigma-\tau)}e^{-\gamma}B\tau(t-\tau, \sigma-\tau)d\mathcal{T}d\sigma$ (47)

そこでいま積分作用素

$(K( \tau)\psi)(a)=N(a)\int_{\tau}^{\infty}\beta(a, \sigma)\frac{l(\sigma)}{\ell(\sigma-\tau)}e^{-\gamma\tau}\psi(\sigma-\tau)d\mathcal{T}d\sigma$

を考えれば.. (47.). は抽象的なボルテラ方程式

$B(t, a)= \int_{0}^{\infty}(K(_{\mathcal{T})(t\mathcal{T},*}B-))(a)d_{\mathcal{T}}$

と見なすことができる。 $B(t, a)=e^{\lambda t}\psi(a)$ とおけば

$\psi=\int_{0}^{\infty}K(\mathcal{T})e^{-\lambda_{\mathcal{T}}}.d\mathcal{T}\cdot\psi$

すなわち線形化方程式の固有値は集合 A $:=\{\lambda\in C : 1 \in\sigma(\hat{K}(\lambda))\}$ で与えられる。 ここで

$\hat{K}$は Kのラプラス変換 $\sigma(A)\text{はスペクトル集}.\text{合を表す}$。 $\text{現実的な条件のもとで}\hat{K}(\tau)$ は実

軸上で単調減少な正値コンパクト作用素であり、 そのスペクトル半径 r(K(\mbox{\boldmath $\lambda$})) もまた実軸
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上で単調減少になる。従って方程式 $r(K(\lambda))=1$ は唯–の実機 oをもち、 $\lambda_{0}\in\Lambda$ となる。

しかも $r(\hat{K}(0))=r(T)>1$ であれば\mbox{\boldmath $\lambda$}0 $>0_{\text{、}}r(T)<1$ であれば\mbox{\boldmath $\lambda$}o $<0$ となり、 さらに\mbox{\boldmath $\lambda$}0

は Aの任意の他の要素の実部よりも大きいことが示される。そこで\psi o $\text{を}\hat{K}(\lambda 0)$ の固有値 1

に属する正値固有ベクトルであるとすれば、初期侵入においては $B(t, a)\approx e^{\lambda_{0}t}\psi_{0}$ となり、

$R_{0}=r(\tau)$ であることがわかる。

上記の考え方は–般に各個体が異質的で様々なパラメータによって構造化されている場
合に適用できるものであり、 (46) のような作用素は初期の感染者の分布から二次感染者の

分布を生み出す作用をするという意味で、next generation operator と呼ばれる (Diekmann,

et al. 1990)。

モデルが複雑になれば珊を決定することは–般に容易ではない。伝染病モデルの研究
動機の–つは、流行を防ぐ方策の有効性を検討することであるが、流行を防止するという

ことは馬を 1以下に押さえるようにパラメータを制御するということに他ならないから、

馬の計算方法を見いだすこと、 およびそれへのパラメータ変化の影響を調べることは非常
に重要である。 $\mathrm{S}$ I $\mathrm{R}$モデル (39) に関しては以下のような閾値定理が得られている (Inaba

1990):

命題 5. 2 Tは nonsupporting4なコンパクト作用素とする。 &=r(T) $\leq$

.
$1$ であれば 定常

状態としては $DFSS$だけが存在して大域的に漸近安定である。 また &>1であれば、DFSS
は不安定化して、 ESSが少なくとも一つ出現する。 このときさらに全ての $a,$ $\sigma\in[0, \omega]$ に対

して

$\beta(a, \sigma)-\gamma\int^{\omega}\sigma d\beta(a, \xi)\frac{\ell(\xi)}{l(\sigma)}e^{-\gamma}(\xi-\sigma)\xi>0$ (48)

であれば非自明な定常解は唯–つだけ存在する。 また\mbox{\boldmath $\lambda$}*(a) を定常状態における感染力とす

れば

$1> \gamma\int_{\sigma}^{\zeta}e^{-\gamma}\int_{\eta}^{\zeta}\lambda*(z)dzd-\eta)+\eta(\zeta$ (49)

がすべての 0\leq \mbox{\boldmath $\sigma$}\leq \mbox{\boldmath $\zeta$}\leq \mbox{\boldmath $\omega$}で成り立てば、 その定常状態は局所的に漸近安定である。

上記の主張における定常解の–意性と安定性のための十分条件 (48), (49) の生物学的な意

義はよくわかっていない。感染率\beta (a, $\sigma$) が変数分離型、すなわち\beta (a, $\sigma$ ) $=\beta_{1}(a)\beta 2(\sigma)$ と書

4正鳥山 $E+$上の正値有界線形作用素 Tが nonsupporting であるとは、任意のペア\mbox{\boldmath $\phi$}\in E+\{0}, $f\in E_{+}^{*}\backslash \{0\}$

に対して自然数 p $=p(\emptyset, f)$ が存在して、 $n\geq p$となるすべての自然数 $n$ について$<f,$ $T^{n}\phi>>0$ となること
である。
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ける 5ならば ESS は唯–つであることは容易にわかる。 また (49) から少なくとも\mbox{\boldmath $\lambda$}*が十分

に小さい場合は定常解は安定であることがわかるが、 これは島 $=1$ においてそれまで安

定であった自明定常解から非自明定常解が分岐して、安定性の交換がおこることに対応し

ている。 しかし馬が大きい–般の場合には定常解の個数や安定性は未知である。Thieme

(1991), Cha, Iannelli and Milner (1997) は定常解が不安定化する可能性を示しているが、周

期解が実際に存在するかどうかについては\beta $=c\sigma\Omega st$ . という単純な場合ですらまだわかっ

ていない。

方、 もし感染からの回復が免疫性の獲得に至らない場合は (42) は単独の方程式になる

( $\mathrm{S}$ I $\mathrm{S}$ モデル) :

$\{$

$i_{\mathrm{f}}(t, a)+i(aT, a)$ $=\lambda[a|i(t, *)](1-i(t, a))-\gamma i(t, a)$ ,
$i(t, 0)=0$ ,
$\lambda[a|\psi]=\int_{0}^{\omega}\beta(a, \sigma)N(\sigma)\psi(\sigma)d\sigma$.

(50)

この場合は $R_{0}>1$ であれば ESS は唯–つ存在して大域的に安定となること、従って周期解

は存在しないことが証明されている (Busenberg, Iannelli and Thieme 1991, 1993)。

6 エイズの流行モデルについて

はじめに述べたように 80年代におけるエイズの世界的流行は伝染病数理モデルの研究
に対して大きなインパクトを与えた。 その社会的影響の大きさから欧米を中心に定量的モ

デルによるエイズ流行の予測・分析に多くの人的・物的資源が投入されたために、伝染病

モデルの研究全体が活性化されたからであるが、 同時にエイズはその特異な感染経路、発

病機構のために古典的モデルとは非常に異なったモデルを要求したことも大きなチャレン
ジとなった (Castillo-Chavez (ed.) 1989, Jewell, et al. 1992, Kaplan, et al. 1994)。

エイズはHIV (ヒト免疫不全ウィルス) の感染によっておこる症候群であるが、その感

染から発病に至るまでに平均的には 10年近い時間がかかるとされる。 しかもその潜伏期

間においてはほとんど自覚症状はないものの、感染者の感染力は大きく変化していると考

えられている。 また感染経路は体液交換を伴うような行為 (性交渉、 輸血、 出産、 注射針

の共有等) に限られているが、 リスク集団によって流行の様相は多様であり、 -律なモデ

ル化になじまない。

5proportionate mixing assumption
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従ってエイズのモデル化における重要なポイントは、潜伏期間が長くその間に感染力が

大きく変化するために個体が感染してからの経過時間 (disease age ; 感染年令) をパラメー

タとする必要があること、 死亡率が高いためにホスト人口の変動との長期的相互作用が無

視できないこと、感染経路に応じた感染力の形態をどのように考慮するかということ等で
ある。 もっとも単純な場合、例えば同質的な同性愛者の集団におけるランダムなmating に
よる HIV流行を想定すると、 $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{C}\mathrm{k}-\mathrm{M}_{\mathrm{C}\mathrm{K}\mathrm{d}}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{r}\mathrm{i}_{\mathrm{C}\mathrm{k}}$ model をもとに以下のように書ける :

$\{$

$S’(t)=b-(\mu+\lambda(t))s(t)$

$( \frac{\partial}{\partial t}+\frac{\partial}{\partial\tau})i(t, \mathcal{T})=-(\mu+\gamma(\tau))i(t, \mathcal{T})$

$i(t, \mathrm{O})=\lambda(t)S(t)$

$\lambda(t)=\frac{C(P(t))}{P(t)}r_{0}\beta(_{\mathcal{T})i}(t, \mathcal{T})d\mathcal{T}$

(51)

ここで\tauは感染年令、 $P(t)=S(t)+\Gamma_{0}i(t, T)dT$はリスク集団のサイズであり、 $C(P)$ は単位

時間あたりの接触数を表す増加関数である。 $C(x)/x$が非増加であれば、 $\ <1$ のとき自

明な定常解 $( \frac{b}{\mu}, 0)$ は大域的に安定であり、 $R_{0}>1$ では非自明な定常解が現れるが、その不

安定化とともに周期解が現れることが示唆されている (Thieme and Castillo-Chavez 1993,

Iannelli 1995)。このモデルはイタリアにおける薬物濫用者の集団におけるエイズ流行予測

に用いられている $($ Iannelli, Loro, Milner, Pugliese and Rabbiolo $1992)_{\circ}$

モデル (51) において新規感染者 $i(t, 0)$ について注目すると以下が成り立つ :

$i(t, 0)=S(t) \frac{C(P(t))}{P(t)}[\int_{0}^{t}\beta(\tau)\Gamma(\mathcal{T})i(t-\tau, \mathrm{o})d\mathcal{T}+\int_{t}^{\infty}\beta(\mathcal{T})\frac{\Gamma(\tau)}{\Gamma(a-\tau)}i(\mathrm{o}, a-\mathcal{T})d_{\mathcal{T}}]$ (52)

ただしここで

$\Gamma(\tau):=e^{-\mu\tau-\int_{0}^{\mathcal{T}}}\gamma(\sigma)$

である。 さらに HIVの侵入初期を考えるために、 $P=S= \frac{b}{\mu}$とおけば (52) は線形のボルテ

ラ方程式になる。従って

$R_{0}=C( \frac{\mathit{0}}{\mu})\int_{0}^{\infty}\beta(\mathcal{T})\Gamma(\tau)d_{\mathcal{T}}$ (53)

であり、流行初期段階では感染人口はロトカの安定人ロモテルで記述されることがわかる。

エイズ流行の主要な経路は現在では異性間の性的接触と薬物濫用 (注射針の共有) に限

定されつつあるが、 特に前者はほとんどすべての成人男女がリスク集団であるために最も

重大な問題である。 この場合は数理モデルとしては前半であつかった両性の非線形モデル

(pair formation model) になり、 関連するパラメータは非常に多く解析は困難であるが、初
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期侵入状態においては線形化されたモデルを考えることによって馬を計算できる場合があ
る (Knolle 1990, Diekmann, et al. 1991, Inaba 1997)。

この点を単純化したモデルで説明してみよう。いま性別による差異を無視して、 感染個

体の状態を「感染者とペアを形成している」、「シングル」、「未感染者とペアを形成してい

る」 の 3状態に分類して、 感染年令\tauにおいて各状態に見いだされる確率をそれぞれ\ell 1 $(a)$ ,

$\ell_{2}(a),$ $\ell_{3}(a)$ としよう。 さらに\rho , $\sigma$をペアの形成率と解消率、 $\mu$を自然死亡率 (あるいは隔離

率) 、 $\beta(a)$ を感染時間 $a$ において–回の性交渉当たりの感染率、 $\eta$をペア内における単位時

間当たりの性交頻度とする。 $\rho,$ $\sigma,$ $\mu,$ $\eta$は–定値であると仮定する。いまペア形成は性交渉

によって開始される (すなわち非性的なペア形成を無視) と仮定して、 さらに HIV侵入初

期のためにエイズの発症による隔離は無視できると想定する。 このとき以下が成り立つ :

$\{$

$p_{1}’(a)=-(2\mu+\sigma)^{\ell_{1}}(a)+\rho\beta(a)^{p_{2}}(a)+\beta(a)\eta^{\ell_{3}}(a)$

$l_{2}^{J}(a)=(\sigma+\mu)l_{1}(a)-(\rho+\mu)\ell_{2}(a)+(\sigma+\mu)\ell_{3(}a)$

l’3 $(a)=(1-\beta(a))\rho l2(a)-(\beta(a)\eta+\sigma+2\mu)^{p_{3}}(a)$

(54)

新たな感染はペア形成の瞬間ないしはペア内での持続的交渉による感染によってのみ発生

するから、 初期データは $\ell_{1}$ (0) $=1,$ $P_{2}(0)=P_{3}(0)=0$ と選ぶ。 このとき解析解が以下のよ

うに求まる :
$l_{2}(a)= \frac{\sigma+\mu}{\sigma+\rho+\mu}e^{-\mu a}(1-e-(\sigma+\rho+\mu)a)$ ,

$\ell_{3}(a)=\frac{\rho(\sigma+\mu)}{\sigma+\rho+\mu}\int_{0}^{a}e^{-\int^{a}\zeta}\epsilon((\beta(\zeta)\eta+\sigma+2\mu)d(S))e^{-\mu}(S1-e^{-(\rho})1-\beta\sigma++\mu)SdS$

方 ‘ 新しく感染した個体がひきおこす二次感染の総数は

$R_{0}= \int_{0}^{\infty}[\beta(a)\rho p_{2}(a)+\beta(a)\eta^{\ell_{3}(a})]da$ (55)

であるから、 以下のようにペア形成による HIV流行の基本再生産数が計算される。

$R_{0}= \int_{0}^{\infty}S(a)\phi(a)da$ (56)

ただしここで

$S(a):= \beta(a)+(1-\beta(a))\int_{a}^{\infty}\beta(\tau)\eta e^{-\int\mu)\zeta}ad(\beta(\zeta)\eta+\sigma+2d\mathcal{T}T$ ,

$\phi(a):=\frac{\rho(\sigma+\mu)}{\mu(\sigma+\rho+2\mu)}e^{-\mu a}(1-e-(\sigma+\rho+\mu)a)$
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であり、 $S(a)$ は感染年令 $a$で未感染者とペアを形成した場合のペア当たりの感染確率であ

り、 $\phi(a)$ は感染年令 $a$ においてペアを形成する確率である。 こうして計算された基本再生

産数はパラメータ変化の影響や感染力変動の要因を考えていく上で重要な手がかりになる。

以上のようなモデルは侵入初期の流行過程が–種のマルコフ過程によって表現されるで

あろうことを示唆しているが、 この過程は流行の全体像を記述する非線形の基本モデルの線

形化によって得られるのである。 しかしながらペア形成による HIV流行の非線形モデルを

そのまま扱うのは非常に困難であり、 齢構造のある場合の流行の定着状態 (endemic state)

の存在や安定性については理論的にはほとんどなにもわかっていない。シュミレーション

による研究については例えば Kakeha8hi (1998b) がある。

実用的な問題としては HIV感染者数の推定問題がある。実際、 HIV感染は自覚症状に乏

しく感染者が抗体検査を受ける可能性は低いために感染規模を直接に知ることはできない。

方、 AIDS を発症した場合は医療機関を来訪すると考えられるから患者数については信

頼性が高いデータが得られるであろう。 いま $i(\tau, \mathrm{o})=b(t)$ とおけば感染者数 $I(t)$ と累積患

者数 $C(t)$ は

$I(t)= \int_{0}^{\infty}b(t-\mathcal{T})\Gamma(\mathcal{T})d\tau$ , $C(t)= \int_{-\infty}^{t}\int_{0}^{\infty}b(t-\mathcal{T})\Gamma(\tau)\gamma(\mathcal{T})d\tau dx$

初期侵入の状態を想定して $b(t)=b_{0}e^{\lambda}0t$と仮定できれば

$I(t)= \frac{\lambda_{0}}{\kappa}C(T)$ , $\kappa=\frac{\int_{0}^{\infty_{e^{-}}}\lambda 0\tau\Gamma(\tau)\gamma(\tau)d_{\mathcal{T}}}{\int_{0}^{\infty_{e^{-\lambda}\Gamma}}0\tau(\mathcal{T})d_{\mathcal{T}}}$ (57)

を得る。 生存率\Gamma (\tau ) は臨床データから推定されているから (57) から $I(t)$ を求めることがで

きる。 日本のエイズデータは $\mathrm{H}\mathrm{I}\mathrm{V}/\mathrm{A}\mathrm{I}\mathrm{D}\mathrm{S}$ の指数関数的拡大の傾向を強く示唆しており、 (57)

式のそれへの適用によれば、現行のサーベイランスによる感染者の捕捉率は高々 3割から

5割であると推定された (稲葉 1995)。また棋 t) を単位時間あたりの新規患者数とすれば

$A(t)= \int_{0}^{\infty}b(t-\mathcal{T})\Gamma(\mathcal{T})\gamma(\mathcal{T})d_{\mathcal{T}}$ (58)

であるから、 ボルテラ積分方程式 (58) の反転問題として $b(T)$ の推定問題が定式化できる。

この問題は結果が不安定な ill-posedな問題であることが知られており、 データが少なけれ

ば $b(t)$ としてあらかじめ関数型を想定するパラメトリックな方法を用いる他ないが、 もし

$A(t)$ に関する信頼できる長期時系列データがあればノンパラメトリックな数値的解法も可

94



能であり、感染規模推定の標準的手法になっている (back-calculation method: Brookmeyer

and Gail 1994, Kakehashi $1998\mathrm{a}$) 。

また HIVはヒトの体内において長期にわたって変異を繰り返しながら免疫系との闘争を

生き延びて、最終的にエイズの発病に至ると考えられるが、 こうした体内でのウィルスのダ

イナミクスに関する数理モデルも、発病過程を理解して薬剤投与の効果を最適化するための

手段として臨床的治療への応用が考えられてきていることに注意しておこう (Asachenkov,

et al. 1994, Nowak and May 1991, Kirschner 1996, Kirschner and Webb $1997)_{\circ}$
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