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1 序文

代数体上定義された楕円曲線は, その全ての Q- 共役な楕円曲線達が互いに同種の時, Q-
curve と呼ばれる. 特に, $\mathrm{Q}$ 上定義された楕円曲線は $\mathrm{Q}$-curve である. 本稿では, $\mathrm{Q}$ 上定義
された楕円曲線の形式群に関する本田 $[6],[7|$ の定理を, $\mathrm{Q}$-curve の場合に, 定義体に関して
拡張することについて述べる.

$\mathrm{Q}$ 上定義された楕円曲線 $E$ から独立に定義される 2 っの形式群 : $E$ の極小モデルの形

式群 $\hat{E},$ $E$ の L- 関数 $L(E/\mathrm{Q}, s)$ の形式群 $\hat{L}$ , は共に $\mathrm{Z}$ 上定義され, かつ, $\mathrm{Z}$ 寒極同型であ

ることが, 本田により知られている. この証明には, (1) $\mathrm{Z}$ 上の形式群の分類に関する Hasse
の原理, (2) 本田による p- 進整数環 $\mathrm{Z}_{P}$ 上の形式群の分類理論, (3) $\mathrm{Z}_{\mathrm{p}}$ 上の形式群 $\hat{E}$ の強同
型類の完全不変量が, $L(E/\mathrm{Q}, s)$ の Dirichlet 係数で決まる事実, を用いる. (1), (2) につい
ては, 代数体の整数環上でほぼ成立することが知られているが, (3) は, $E$ 上の客進表現に付
随する L- 関数を考えたのでは, 定義体が $\mathrm{Q}$ の場合を除いて, 成立しない. そのため, 代数体
の場合に本田の定理を得るためには, (3) が問題である.

$E$ を 2狂体上定義された $\mathrm{Q}$-curve とし, $E$ の Weil restriction $A$ が実数乗法を持つと仮
定する. この場合, $E$ 上の $\ell-$ 進表現に付随する L- 関数以外に, $A$ 上の $\lambda-$ 進表現に付随する
L- 関数達が, $E$ に付随する L- 関数として考えられる. 本稿では, この $\lambda-$ 進表現に付随する
L- 関数達の–次結合で得られるある L- 関数に対して, 技術的な仮定の下, 本田の定理を拡張
する. 結果の応用として, 具体的に形式群 $\hat{E}$ を計算することにより, $A$ の $\lambda-$ 進表現に付随
する L- 関数の Dirichlet 係数が求められる.
第 2節で形式群に関する基本的な事柄を復習し, 第 3節では, $\mathrm{Q}$ 上定義された楕円曲線の

形式群に関する本田の定理を紹介する. 第 4節では, 主結果, 計算例について述べる.

2 標数 $0$ の可換整駆上の形式群

可換環 $R$ 上の $n$ 変数形式的べき級数環を, $R[[x_{1,n}\ldots, x|]$ とおく. 特に 1変数の場合に
は, $R[[x_{1}]]$ のかわりに, $R[[x]]$ とおく. $R[[x_{1}, \cdots, x_{n}]]$ の 2元 $\varphi,$

$\psi$ の (total) degree $d-1$
次以下の項が等しい時, $\varphi\equiv\psi$ mod $\deg d$ と書く.

$R[[x_{1}, \cdots, x_{n}]]0:=$ { $\varphi\in R[[x_{1},$ $\cdots$ , $x_{n}]]|\varphi\equiv 0$ mod $\deg 1$ }

とおく. $\varphi(x)\in R[[x]]_{0}$ の 1次の係数が $R$ の単元である時, $\varphi(x)$ は invertible であると言
う. この時, $R[[x||_{0}$ の元 $\psi(x)$ で, $\varphi(\psi(x))=^{\psi}(\varphi(x))=x$ をみたすものが唯–つ存在する.

$\varphi^{-1}(x):=\psi(x)$ と書く.
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Definition 2.1 $F(x_{1}, x_{2})\in R[[x_{1}, x_{2}]]$ が次の条件 $(i)-(iii)$ をみたす時 $F(x_{1,2}x)$ を $R$

上の (1変数可換) 形式群と呼ぶ.

$()$ . $F(X1, X2)\equiv x_{1}+x_{2}$ mod $deg2$

(ii) $F(F(X_{1}, X_{2}),$ $x\mathrm{s})=F(x_{1}, F(x_{2}, x_{3}))$

(iii) $F(x_{1,2}x)=F(x_{2,1}x)$

例えば, pD法群 $\hat{G}_{a}(x_{1}, x_{2}):=x_{1}+x_{2}$ , 乗法群 $\hat{G}_{m}(x_{1,2}x):=x_{1}+x_{2}+x_{1}x_{2}$ は, 共に, $R$

上の形式群である.
$F(X1, X2),$ $G(x1, X2)$ を $R$ 上の形式群とし, $\varphi(x)\in R[[x]]_{0}$ とする. $\varphi(x)$ が $F(x_{1}, x_{2})$ か

ら $G(x_{1,2}x)$ への ( $R$ 上の) 準同型であるとは,

$\varphi(F(X_{1}, X_{2}))=G(\varphi(x_{1}), \varphi(x_{2}))$

をみたすことを言う. 準同型 $\varphi$ : $Farrow G$ が invertible である時, $\varphi^{-1}(x)$ は $G(x_{1,2}x)$ から
$F(X_{1,2}X)$ への準同型となる. このような $\varphi(x)$ を弱同型と呼ぶ. さらに, 弱同型 $\varphi(x)$ が

$\varphi(x)\equiv x$ mod $\deg 2$

をみたす時, $\varphi(x)$ を強同型と言う.
$R$ 上の強同型 (resp. 弱同型): $Farrow G$ が存在することを

$F\approx_{R}G$ (resp. $F\sim_{R}G$ )

と書く. 関係 $\approx_{R}$ (resp. $\sim_{R}$) は同値関係である.

以下, $R$ は標数 $0$ の可換整域, $K$ を $R$ の商体とする. $R$ 上の形式群は自然に $K$ 上の形
式群となる.

Theoreln 2.2 $(cf\cdot[\mathit{6}])R$ 上の形式群 $F(x_{1}, x_{2})$ に対し, $R$ の商体 If 上の強同型 $f$ : $Farrow$

$\hat{G}_{a}$ が唯–つ存在する.

Theorem 22における If 上の強同型 $f$ : $Farrow G_{\text{。}を}\ovalbox{\tt\small REJECT} F(x_{1,2}x)$ の変換子と呼ぶ.

$f(F(x_{1}, X_{2}))=\hat{G}_{a}(f(x_{1}), f(x2))=f(x_{1})+f(x_{2})$

が成立することより, 形式群 $F(x_{1}, x_{2})$ は

$F(x_{1}, X_{2})=f^{-}1(f(X_{1})+f(X_{2}))$

と書かれる.
形式群 $G(x_{1}, x_{2})$ の変換子を $g(x)$ とおく. . Theorem 22により, $F(x_{1,2}x),$ $G(x_{1}, x_{2})$

は If 上では強同型で, 強同型 $Farrow G$ は, $g^{-1}(f(x))$ で与えられる. それ故, $F\approx_{R}G$ は,
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$g^{-1}(f(x))\in R[[x||$ と同値である. 特に, $R$ が有限次代数体 $k$ の極大整数環 $O_{k}$ である場合,
次の意味で, Hasse の原理 :

$F\approx o_{k}G\Leftrightarrow \mathcal{O}_{k}$ の全ての素イデアル $\mathfrak{p}$ に対して, $F\approx o_{k,\mathrm{p}}G$

が成立する. 但し, $\mathcal{O}_{k,\mathfrak{p}}$ は $\mathcal{O}_{k}$ の $\mathfrak{p}$ に対する $\mathfrak{p}-$ 進完備化である.
$\mathfrak{p}-$ 進整数環 O帥上の形式群の分類理論は, 本田 [ $7|$ により, $\mathfrak{p}$ が不分岐の場合には完全

に, $\mathfrak{p}$ が分岐の場合にも殆ど, 完成されている.

楕円曲線の Weierstrass モデルに付随する形式群を定義する. $R$ を標数 $0$ の可換整域, If
をその商体とする.

$E$ を $R$ 係数の weierstrass モデル

$E:\mathrm{Y}^{2}+A_{1}X\mathrm{Y}+A_{3}Y=X^{3}+A_{2}X^{2}+A_{4}X+A_{6}$ $(A_{1}, \cdots, A_{6}\in R)$

で定義された, 無限遠点を零点に持つ, If 上の楕円曲線とする. $T:=-X/Y$ とおく時, $T$

は $E$ の零点における局所変数である. この局所変数 $T$ に対して, $E$ の不変微分 $w_{E}$ $:=$

$dX/(2Y+A_{1}X+A_{3})$ を展開し,

$w_{E}= \sum_{1n\geq}b_{n}Tnd\tau/T$

とおく. $b_{n}\in R$ , かつ, $b_{1}=1$ である. Weierstrass モデル $E$ に付随する形式群 $\hat{E}(x_{1}, x_{2})$ を

$\hat{E}(x_{1,2}x):=f_{E}^{-1}(f_{E}(x_{1})+fE(x2))$ , $f_{E}(x):=n \sum\frac{b_{n}}{n}\geq 1X^{n}$

,

により定義する. この時, $\hat{E}(x_{1,2}x)\in R[[x_{1,2}x1]$ となることが知られている. 即ち, $\hat{E}(x_{1,2}x)$

は $R$ 上の形式群である (cf. $[4],[10]$ ).
以下の 3, 4節においては, Weierstrass モデル $E$ に対し, 記号 $w_{E},$ $T,$ $b_{n},\hat{E}(X1, X_{2}),$ $fE(x)$

を上の意味で用いる.

3 $\mathrm{Q}$ 上定義された楕円曲線の形式群

$E$ を $\mathrm{Z}$ 係数の Weierstrass モデル

$E:Y^{2}+A_{1}XY+A_{3}Y=X^{3}+A_{2}X^{2}+A_{4}X+A_{6}$ $(\mathcal{A}_{1}, \cdots, A_{6}\in \mathrm{Z})$

で定義された $\mathrm{Q}$ 上の楕円曲線とする. 簡単の為, Weierstrass モデル $E$ は極小モデルである
と仮定する.

$L(E/\mathrm{Q}, s)$ を $E$ 上の $\ell-$ 進表現に付随する L- 関数とする. $L(E/\mathrm{Q}, s)$ を Dirichlet 級数
に展開し,

$L(E/ \mathrm{Q}, s)=\sum_{>n1}\frac{\mathrm{w}n}{n^{s}}$
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とおく. $a_{n}\in \mathrm{Z}$ , かつ, $a_{1}=1$ である. L- 関数 $L(E/\mathrm{Q}, s)$ に付随する形式群 $\hat{L}(x_{1,2}x)$ を

$\hat{L}(x_{1}, x_{2}):=g-1(g(x_{1})+g(x2))$ , $g(x):= \sum_{n\geq 1}\frac{a_{n}}{n}xn$

により定義する.

Theorem 3.1 (Honda $[\theta],l7]$) $\hat{L}(X1, X2)$ は $Z$上の形式群であり
$j$ かつ, $\hat{L}(x_{1,2}.x)$ は $\hat{E}(x_{1,2}x)$

と $Z$上強同型である.

ここで, $\varphi(x)\in \mathrm{Z}[[X]]_{0}$ が, $\hat{L}(x_{1,2}x)$ から $\hat{E}(x_{1}, x_{2})$ への強同型であることは, $T=\varphi(S)$

とおいて局所変数 $T$ を $S$ に変数変換する時,

$w_{E}= \sum_{1n\geq}b_{n}T^{n}dT/T=\sum as^{n}dS/nSn\geq 1$

が成立することと同値である.
Theorem 3.1は, $\hat{E}(X_{1}, X_{2}),\hat{L}(x1, X2)$ の変換子 $f_{E}(x),g(x)$ の係数 $b_{n},$ $a_{n}(n=1,2, \cdots)$

達の間の合同式としても書ける. 特に次の系を得る.

Corollary 3.2 (Honda $[\theta]$
)
$[7])$ 任意の素数 $P$ に対し, $a_{p}\equiv b_{P}$ mod $p$ が成立する.

$a_{p}$ の絶対値について, Weil の評価式 : $|a_{p}|\leq 2\sqrt{P}$ が知られている. $P\geq 17$ の時, $2\sqrt{P}<$

$p/2$ であるから, Corollary 3.2に頃り, 少なくとも $p\geq 17$ においては, $b_{p}$ の $P$ を法として
の絶対値最小の剰余が $a_{p}$ である. また, Corollary 3.2の合同式の代わりに, Theorem 3.1か

ら得られる別の $p$ のべきを法とする合同式を用いれば, $p\leq 13$ においても, $b_{p},$ $b_{p^{2}’ p^{\mathrm{s}}}b,$ $\cdots$

達から, $a_{p}$ を決配することができる. このように, 具体的に $\hat{E}$ が与えられれば, $b_{n}$ 達から,
$L(E/\mathrm{Q}, s)$ の Dirichlet 係数が決定することができる.

4 2次聖上定義された Q- 曲線の形式群
$k$ を判別式 $D_{k}$ の 2次体, $\mathcal{O}_{k}$ を $k$ の極大整数環とする. 2次拡大 $k/\mathrm{Q}$ のガロワ群の生

成元を $\sigma$ で表す.
$E$ を $\mathcal{O}_{k}$ 係数の Weierstrass モデル

$E:Y^{2}+A_{1}X\mathrm{Y}+A_{3}Y=X^{3}+A_{2}X^{2}+A_{4}X+A_{6}$ $(A_{1}, \cdots, A_{6}\in \mathcal{O}_{k})$

で定義された $k$ 上の楕円曲線とする. 簡単の為 $E$ が global minimal モデルを持つ場合の
みを扱い, $E$ は global minimal モデルであると仮定する. さらに, 次の条件 $(Ei)-(Eiv)$ を
仮定する:

$(Ei)$ $k$ 上定義された次数 $d$ の同種写像 $\varphi:Earrow E^{\sigma}$ が存在する;
$(Eii)$ $d\text{は}\mathrm{s}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{e}-\mathrm{f}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{e}\neq 1$;

(Eiii) $\varphi^{*}(w_{E^{\sigma}})=ow_{E}$ をみたす $O_{k}$ の元 $\alpha$ が存在する;
$(Eiv)$ $\alpha\alpha^{\sigma}=d$ .
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条件 $(Ei)$ により, $E$ は Q-curve である. また, 条件 $(Eii)$ , (Eiii) は同種写像 $\varphi$ ; $Earrow E^{\sigma}$

が形式群 $\hat{E}$ から $\hat{E}^{\sigma}$ への $\mathcal{O}_{k}$ 上の準同型を引き起こす為の十分条件である. これらの条件
の下で, $E$ に付随する L- 関数 $L_{\alpha}(s)$ を以下のように作る.

$A$ を $E$ の Weil restriction とする. $A$ は $\mathrm{Q}$ 上定義された 2次元アーベル多様体で, $k$ 上

では $E\cross E^{\sigma}$ と同型になる. さらに, 条件 $(Ei),$ $(Eii),$ $(Eiv)$ より, $\varphi\cross\varphi^{\sigma}$ : $E\cross E^{\sigma}arrow E^{\sigma}\cross E$

と自然な置換 : $E^{\sigma}\cross Earrow E\cross E^{\sigma}$ との合成で得られる $E\cross E^{\sigma}$ の自己準同型は $A$ の $\sqrt{d}-$

倍写豫を引き起こす. この対応により, 埋めこみ写豫

$\iota$ : $\mathrm{Q}(\sqrt{d})arrow \mathrm{Q}\otimes z\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}Q(A)$

が得られる. 即ち, $(A, \iota)$ は $\mathrm{Q}$ 上 type $\mathrm{Q}(\sqrt{d})$ である.
$L(A, \iota, s)$ を $(A, \iota)$ 上の $\lambda-$ 進表現の L- 関数とする. $T$ を 2次拡大体 $\mathrm{Q}(\sqrt{d})/\mathrm{Q}$ のガロワ

群の生成元とする時,

$L(A, \iota, s)L(A, \iota 0\tau, s)=L(A/\mathrm{Q}, s)=L(E/k, s)$

が成立する. 但し, $L(A/\mathrm{Q}, s),$ $L(E/k, s)$ は, それぞれ, $A,$ $E$ 上の $\ell-$ 進表現に付随する L- 関
数である. $(A, \iota)$ は, tyPe $\mathrm{Q}(\sqrt{d})$ だから, $L(A, b, s)$ は $\mathrm{Q}(\sqrt{d})$ 係数の Dirichlet 級数に展開
される.

$L(A, \iota, s)=n\sum_{\geq 1}.\frac{n}{n^{s}}$

とおく. 今の場合, $c_{1}=1$ , かつ,

$\{$

$c_{n}\in \mathrm{Z}$ if $(D_{k}/n)=0,1$

$c_{n}\in \mathrm{z}\sqrt{d}$ if $(D_{k}/n)=-1$

が成立する. 但し, $(D_{k}/n)$ は Kronecker symbol を表す.
自然数 $n$ に対し,

$\tilde{c}_{n}=\{$

$c_{n}$ if $(D_{k}/n)=0,1$

$(c_{n}/\sqrt{d})\alpha^{\sigma}$ if $(D_{k}/n)=-1$

により, $\tilde{c}_{n}$ を定める. 作り方から, $\tilde{c}_{n}\in \mathcal{O}_{k}$ , かつ, $\tilde{c}_{1}=1$ である. Weierstrass モデル $E$ に

付随する L- 関数 $L_{\alpha}(s)$ を

$L_{\alpha}(s):= \sum_{1n\geq}\frac{\tilde{c}_{n}}{n^{s}}$

により定める. $L(A, \iota, s)$ と $L(A, \iota\circ\tau, s)$ は, $\mathrm{Q}$ 上 $\tau$ に関して共役だから,

$L_{\alpha}(s)= \frac{1}{2}(1+\frac{\alpha^{\sigma}}{\sqrt{d}})L(A, \iota, s)+\frac{1}{2}(1-\frac{\alpha^{\sigma}}{\sqrt{d}})L(A, \iota\circ \mathcal{T}, s)$
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が成立する.
L- 関数 $L_{\alpha}(s\rangle$ に付随する形式群を,

$\hat{L}_{\alpha}(x_{1}, x2):=g_{\alpha}^{-}(1(g_{\alpha}x1)+g\alpha(x2))$ , $g_{\alpha}(x):=n \sum_{\geq 1}\frac{\tilde{c}_{n}}{n}X^{n}$

により定義する. この $\hat{L}_{\alpha}(s)$ に対して, 本田の定理は以下のように拡張される.

Theorem 4.1 $\hat{L}_{\alpha}(x_{1,2}x)$ は $\mathcal{O}_{k}$ 上定義された形式群で, かっf $\hat{L}_{\alpha}(x_{1}, x_{2})$ は $\mathcal{O}$ 上で $\hat{E}(x_{1,2}x)$

と強同型である. 但し, $O:=( \bigcap_{\mathrm{P}}fD_{k}\mathcal{O}_{k_{\mathrm{P}}},)\cap k$.

Corollary 4.2 $D_{k}$ を割らない任意の素数 $p$ に対し, $\mathcal{O}_{k}$ における合同式 $\tilde{c}_{p}\equiv b_{p}$ mod $P$ が

成立する.

$c_{P}$ の絶対値についても, Weil の評価式 : $|c_{p}|\leq 2\sqrt{p}$ が知られている. Corollary 4.2と
$\tilde{c}_{p}$ の定義式により, $b_{p}$ がわかれば, $(D_{k}/p)=\pm 1$ に応じて, 整数 $c_{\mathrm{P}}$ , または, 整数 $c_{\mathrm{p}}/\sqrt{d}$ が

$p$ を法として決まる. それ故, 少なくとも $p\geq 17$ に対しては, $b_{p}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p$ から $\mathrm{c}_{P}$ が求まる.
$P\leq 13$ についても, Theorem 4.1から得られる別の合同式を用いれば, $b_{p},$ $b_{P}2,$ $\cdots$ 達から, $c_{p}$

が求まる. このように, 具体的に $\hat{E}$ を与えれば, $b_{n}$ 達から, $L_{\alpha}(s)$ の Dirichlet 係数を決定す
ることができる. 同時に, $L(A, \iota, s)$ の Dirichlet 係数も決定される.

最後に, 数値例を与える.

Example 4.3 $k$ を虚 2次体 $Q(\sqrt{-3})$ とし, $\zeta:=(1+\sqrt{-3})/2$ とおく. $E$ を Weierstrass
モデル

$E:Y^{2}+(1-\zeta)xY-(1+\zeta)Y=X^{3}+\zeta X^{2}+(19+\zeta)X+18-30\zeta$

$\triangle=-\zeta 2.33.72$ . $(3-()4$

で定義された $k$ 上の楕円曲線とする. $E$ は J $\Gamma_{0}(63)$ に対する modular curve である (cf.
[4]$)$ . この場合 $d.=3,$ $\alpha=2-\zeta$ に対し, 条件 $(Ei)-(\dot{E}iv)$ を満たす同種写豫 $\varphi$ : $Earrow E^{\sigma}$

.
\mbox{\boldmath $\phi$}\mbox{\boldmath $\zeta$}左潔+ ス
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表により Corollary 4.2が $p\leq 29$ で確認できる. 逆に, Corollary 42と Weil の評価式
を用いれば) $\mathrm{c}_{p}(5\leq p\leq 29)$ が表の $b_{\mathrm{p}}$ mod $p$ から求められる.
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