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1. はじめに

通常, 離散型分布の場合に与えられた大きさをもつ非ランダム検定または信頼区
間を求めることはできない. 実際の大きさが予め与えられた有意水準とは全く異
なるようなことが時々起こる・「方, ランダム方式は理論的には優れているが, 実
際家にとっては容易には受け入れ難い. そこで, Akahira, Takahashi and Takeuchi
$([\mathrm{A}\mathrm{T}\mathrm{T}97])$ は, 1母数離散指数型分布族において最適なランダム検定からランダム
信頼区間を構成する方法を提案した. 実際, $T$ を整数値をとる統計量とするとき,
$\theta=\theta_{0}$ に対する最適な検定の検定関数 $\phi$ は

$\phi(T)=$
のランダム検定の形で表される. ここで $c_{1}(\theta_{0}),$ $c_{2}(\theta 0)$ は整数値であり, $0<\gamma_{i}(\theta_{0})<$

$1(i=1,2)$ とする $([\mathrm{L}86])$ . このとき $T$ とは七回に $(0,1)$ 上の–様分布に従う確率
変数 $U$ を用いることによって, このランダム検定関数 $\phi$ は, $\mathrm{Y}:=T+U$ に基づく
非ランダム検定関数

$\phi^{*}(\mathrm{Y})=\{$

1 $\mathrm{Y}<c_{1}(\theta_{0})+\gamma_{1}(\theta_{0})$ , $\mathrm{Y}>c_{2}(\theta 0)-\gamma_{2}(\theta_{0})+1)$ ,
$0$ $*\emptyset \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}$

と同値になる. 本論では, 1母数指数型分布族において検定関数 $\phi^{*}$ によって得られ
るランダム信頼区間を Edgeworth展開を用いることで近似式を導出し, 実際の分
布として, 2項分布, ポアソン分布の場合, そして負の 2項分布, 対数級数分布の場
合に数値的に検討する ([ATT97], [T98]).

2. 1母数離散指数型分布族の母数のランダム信頼区間

まず, $X_{1},$ $\cdots,$ $X_{n},$ $\cdots$ を互いに独立にいずれも確率関数

$f(x, \theta)=h(x)\exp\{\eta(\theta)x-c(\theta)\}$ $(x=0,1,2, \cdots)$
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をもつ 1母数離散指数型分布に従うとする. ただし $\theta\in \mathrm{R}^{1}$ で $\eta(\theta),$ $C(\theta)$ は実数値

関数, $h(x)$ は非負の実数値関数とする. また, この分布の平均を $\mu(\theta)$ , 分散を $\sigma^{2}(\theta)$ ,
$r$ 次のキュムラントを $\kappa_{r}(\theta)$ とし, $T:=\Sigma_{i1}nX=i$ とおく. また $T$ を

$Z_{\mathrm{n}}= \frac{T-n\mu(\theta)}{\sqrt{n}\sigma(\theta)}$

と規準化すると, $Z_{n}$ の $r$ 次のキュムラントは $n^{-(r/2}$) $+1\beta_{r}(\theta)$ になる. ただし

$\beta_{r}(\theta)=\hslash r(\theta)/\{\sigma(\theta)\}^{\mathrm{r}}$

とする. このとき仮説 $H$ : $\theta=\theta_{0}$ の対立仮説 $K$ : $\theta\neq\theta_{0}$ に対する検定問題を考える

と, 水準 $\alpha$ の-様最強力不偏 (UMPU) ランダム検定関数は

$\phi(T)=\{$

1 $(T<t_{1}, T>t_{2})$ ,
$u_{i}$ $(T=t_{i})$ $(i=1,2)$ ,
$0$ $(t_{1}<T<t_{2})$

(1)

になる $([\mathrm{L}86])$ . ただし $t_{1},$ $t_{2},$ $u_{1},$ $u_{2}$ は

$E_{\theta_{0}}[\emptyset(\tau)]=\alpha$ , $E_{\theta_{0}}[T\phi(T)]=n\alpha\mu(\theta_{0)}$ (2)

から定められる. 次に確率変数 $U$ が区間 $[0,1]$ 上の-様分布に従い, $T$ とは独立で

あると仮定し, $Y:=T+U$ とすれば (1) は $\mathrm{Y}$ に基づく非ランダム検定

$\phi^{*}(Y)--\{$
1 $(Y<t_{1}+u_{1}, Y>t_{2}’-u_{2}+1)$ ,
$0$ $(t_{1}+u_{1}\leq Y\leq t_{2}-u_{2}+1)$

(3)

と同等になる. このとき補正を考慮に入れて $\underline{y}(\theta_{0}):=t_{1}+u_{1}-(1/2),$ $\overline{y}(\theta_{0})$ $:=$

$t_{2}-u_{2}+(1/2)$ とおいて, 方程式 $\underline{y}(\overline{\theta})=Y,$ $\overline{y}(\underline{\theta})=Y$ を解いて, 信頼水準 $1-\alpha$ の $\theta$

のランダム信頼区間 $[\underline{\theta}(Y),\overline{\theta}(\mathrm{Y})]$ を得る.

ここで, Edgeworth展開を用いて $\underline{\theta}(Y)$ , $\overline{\theta}(\mathrm{Y})$ の近似式を得る $([\mathrm{A}\mathrm{T}\mathrm{T}97])$ .

定理. $\underline{y}(\theta),$ $\overline{y}(\theta)$ の 3次までの近似は次のようになる.

$\underline{y}(\theta)=n\mu+\sqrt{n}\sigma(-u\alpha/2+\triangle 1)$ ,
(4)

$\overline{y}(\theta)=n\mu+\sqrt{n}\sigma(u_{\alpha/2}+\Delta_{2})$

ただし

$\Delta_{1}=\frac{\beta_{3}}{6\sqrt{n}}u^{2}\alpha/2^{+\frac{\beta_{3}^{2}}{72n}(-1}4u3\alpha/25u_{\alpha}/2)$

$- \frac{\beta_{4}}{24n}(u_{\alpha/2^{-}}^{3}3u_{\alpha}/2)-\frac{u_{\alpha/2}}{24n\sigma^{2}}\{12u1(1-u1)-1\}$
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$- \frac{1}{4n\sigma^{2}u_{\alpha}/2}\{u_{2}(1-u2)-u1(1-u_{1})\}+O(\frac{1}{n})$ ,

$\Delta_{2}=\frac{\beta_{3}}{6\sqrt{n}}u_{\alpha/2}^{2}-\frac{\beta_{3}^{2}}{72n}(4u_{\alpha/2/2}^{3}-15u\alpha)$

$+ \frac{\beta_{4}}{24n}(u_{\alpha/2}^{3}3u_{\alpha}2^{-}/)+\frac{u_{\alpha/2}}{24n\sigma^{2}}\{12u2(1-u2)-1\}$

$- \frac{1}{4n\sigma^{2}u_{\alpha}/2}\{u_{2}(1-u_{2})-u_{1}(1-u_{1})\}+o(\frac{1}{n})$

とし, $u_{\alpha}$ は $N(0,1)$ の上側 100\alpha % 点とする.

この定理の証明は第 3節で述べる. また, この定理より以下のことが直接導か
れる.

系 1. ランダム信頼区間 $[\underline{\theta}(Y),\overline{\theta}(\mathrm{Y})]$ の 3次までの近似は, 次の方程式を $\theta$ につい

て解くことにより求められる.

$Y=n\mu+\sqrt{n}\sigma(-u_{\alpha/}2+\Delta_{1})$ ,
$\mathrm{Y}=n\mu+\sqrt{n}\sigma(u/2+\alpha\Delta 2)$

ただし $\Delta_{1},$ $\Delta_{2}$ は定理で与えられたものと同じとする.

実際に $\underline{y}(\theta),$ $\overline{y}(\theta)$ の 3次近似は, $\theta$ を任意に固定し, $\underline{y}(\theta):=t_{1}+u_{1}-(1/2)$ ,
$\overline{y}(\theta):=t_{2^{-u_{2}}}+(1/2)$ として次の方程式から $u_{1},$ $u_{2}$ を求めることにより得られる.

$\underline{y}(\theta)=n\mu+\sqrt{n}\sigma(-u/2+\alpha\Delta 1)$ ,
$\overline{y}(\theta)=n\mu+\sqrt{n}\sigma(u\alpha/2+\Delta 2)$

ただし $\triangle_{1},$ $\triangle_{2}$ は定理で与えられたものと同じとする.

系 2. $\underline{y}(\theta),$ $\overline{y}(\theta)$ の 1次, 2次までの近似はそれぞれ次のようになる.

$\underline{y}(\theta)=n\tilde{\mu}-\sqrt{n}\sigma u_{\alpha/2}+o(\Gamma n)$ ,
(5)

$\overline{y}(\theta)=n\mu+\sqrt{n}\sigma u_{\alpha}/2+o(\sqrt{n})$ .

$\underline{y}(\theta)=n\mu-\sqrt{n}\sigma u\alpha/2+\frac{1}{6}\sigma\beta \mathrm{a}^{u^{2}}\alpha/2^{+}o(1)$ ,
(6)

$\overline{y}(\theta)=n\mu+\sqrt{n}\sigma u_{\alpha}/2+\frac{1}{6}\sigma\beta 3u^{2}\alpha/2^{+O}(1)$ .

さらに $\underline{y}(\theta),$ $\overline{y}(\theta)$ の 3次の唖蝉のバージョンを 2つ挙げる.
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$(/\backslash \cdot-\backslash i\backslash \exists\sqrt[\backslash ]{}\mathrm{I})$

$\underline{y}(\theta)=n\mu+\sqrt{n}\sigma(-u_{\alpha}/2+\Delta^{0}1)$ ,
(7)

$\overline{y}(\theta)=n\mu+\sqrt{n}\sigma(u_{a}/2+\Delta^{0}2)$ ,

ただし

$\Delta_{1}^{0}=\frac{\beta_{3}}{6\sqrt{n}}u_{\alpha/}^{2}2+\frac{\beta_{3}^{2}}{72n}(4u_{\alpha/}2-315u\alpha/2)$

$- \frac{\beta_{4}}{24n}(u_{\alpha/2/}^{3}-3u_{\alpha}2)$ ,

$\Delta_{2}^{02}=\frac{\beta_{3}}{6\sqrt{n}}u_{\alpha//2}2-\frac{\beta_{3^{2}}}{72n}(4u_{\alpha}^{3}-15u_{\alpha}/2)$

$+ \frac{\beta_{4}}{24n}(u_{\alpha/2}^{3}-3u_{\alpha/2})$ .

$(J\backslash \cdot-\backslash j\backslash \backslash \mathrm{I}\exists.\text{ノ}\mathrm{I})$

$\underline{y}(\theta)=n\mu+\sqrt{n}\sigma(-u_{a/1}2+\hat{\Delta})$ , (8)
$\overline{y}(\theta)=n\mu+\sqrt{n}\sigma(u_{\alpha/2}+\hat{\Delta}_{2})$ ,

ただし

$\hat{\Delta}_{1}=\Delta_{1}^{0}-\frac{1}{24n\sigma^{2}}\{12\hat{u}1(1-\hat{u}1)-1\}u\alpha/2$

$- \frac{1}{4n\sigma^{2}u_{a}/2}\{\hat{u}_{2}(1-\hat{u}2)-\hat{u}1(1-\hat{u}_{1})\}+o(\frac{1}{n})$ ,

$\hat{\Delta}_{2}=\Delta_{2^{+}}^{0}\frac{1}{24n\sigma^{2}}\{12\hat{u}_{2}(1-\hat{u}2)-1\}u\alpha/2$

$- \frac{1}{4n\sigma^{2}u_{\alpha}/2}\{\hat{u}_{2}(1-\hat{u}_{2})-\hat{u}1(1-\hat{u}_{1})\}+o(\frac{1}{n})$

とする. ここで $\hat{u}_{1}$ と $\hat{u}_{2}$ は (6) $f^{}$.おいて $\underline{y}(\theta)=t_{1}+u_{1}-(1/2),$ $\overline{y}(\theta)=t2^{-u}2+(1/2)$

とした方程式の解 $u_{1},$ $u_{2}$ とする.

3. 定理の証明

まず, $t$ を非負の整数, $0\leq u<1$ , とし, $y:=i+u$ の関数として

$F_{n}(y)$ $:=$ $P_{\theta}\{Y\leq t+u\}=P_{\theta\{-}\tau n\leq t1\}+uP\theta\{\tau n=t\}$

$=$ $(1-u)P\theta\{T_{n}\leq t-1\}+uP\theta\{\tau n\leq t\}$ ,

$M_{n}(y)$ $:=$ $\sum_{x=0}^{t-1}XP\theta\{T_{n}=X\}+utP_{\theta}\{T_{n}=t\}$
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を定義する. (2) の条件から

$F_{n}(t_{2}-u_{2}+1)-F_{n}(t_{1}+u_{1})$ $=$ $1-\alpha$ ,
$M_{n}(t_{2}-u_{2}+1)-M_{n}(t_{1}+u_{1})$ $=$ $n\mu(\theta_{0})(1-\alpha)$

となることがわかる. 簡単のために $\mu(\theta_{0}),$ $\sigma(\theta_{0}),$ $\beta,(\theta 0)$ をそれぞれ単に $\mu,$ $\sigma,$
$\beta_{r}$

と表す. ここで, $n$ が大きくて $|t-n\mu|/\sqrt{n}\sigma$ が小さいとき,

$F_{n}(y)$ $’=$. $(1-u)P\{Z_{n}\leq z’\}+uP\{Z_{n}\leq z\}$ (9)

$=$ $(1-u)[ \Phi(z’)-\phi(z’)\{\frac{\beta_{3}}{6\sqrt{n}}(z^{\prime 2}-1)+\frac{\beta_{4}}{24n}(z-\prime 33z’)$

$+ \frac{\beta_{3}^{2}}{72n}(z^{\prime \mathrm{s}3\prime}-1\mathrm{o}z+1\prime 5Z)-\frac{1}{24n\sigma^{2}}Z’\}]$

$+u[ \Phi(z)-\emptyset(Z)\{\frac{\beta_{3}}{6\sqrt{n}}(z^{2}-1)+\frac{\beta_{4}}{24n}(z^{3}-3Z)$

$+ \frac{\beta_{3}^{2}}{72n}(_{Z-1}5\mathrm{o}z31+5z)-\frac{1}{24n\sigma^{2}}z\}]+o(\frac{1}{n})$

になる. ただし

$z’=(t- \frac{1}{2}-n\mu)/(\sqrt{n}\sigma)$ , $z=(t+ \frac{1}{2}-n\mu)/(\sqrt{n}\sigma)$

とする. –方

$M_{n}(y)-n\mu Fn(y)$ (10)
$t-1$ オ

$=$
$(1-u) \sum(X-n\mu)P_{\theta}\{T_{n}x=0=x\}.+u\sum(x-n\mu)P_{\theta\{}x=0T_{n}=x\}$

でとなるから, 十分大きな $n$ に対して

オ

$\sum_{x=0}(X-n\mu)P\theta\{T_{n}=x\}$ (11)

$=$ $\sum_{x=0}^{t}\frac{x-n\mu}{\sqrt{n}\sigma}[\emptyset(Z_{x})+\phi(z_{x})\backslash \{\frac{\beta_{3}}{6\sqrt{n}}(z_{x}^{3}-3z_{x})+\frac{\beta_{4}}{24n}(Z^{4}x-6z_{x}^{2}+3)$

$+ \frac{\beta_{3}^{2}}{72n}(z^{6}x-15zx+45_{Z_{x^{2}}}-415)\}]+o(\frac{1}{n})$

が成り立つ. ただし $z_{x}=(x-n\mu)/(\sqrt{n}\sigma)$ とする. ここで, $z=\{t+(1/2)$ -

$n\mu\}/(\sqrt{n}\sigma)$ として積分近似

$\frac{1}{\sqrt{n}\sigma}\sum_{0x=}^{t}z_{x}\emptyset(_{Z_{x})}$
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$=$. $\int_{-\infty}^{z}X\emptyset(X)d_{X}-\frac{1}{24n\sigma^{4}}\int_{-\infty}^{z}(x\phi(X))\prime\prime dx+o(\frac{1}{n})$

$=$ $- \phi(_{Z})+\frac{1}{24n\sigma^{4}}(Z-12)\emptyset(z)+O(\frac{1}{n})$

を得る. (11) の右辺に同様の積分近似を施せば, (11) は

$\sum_{x=0}^{t}(x-n\mu)P_{\theta}\{T_{n}=x\}$ (12)

$=$ $\sqrt{n}\sigma[\int_{-\infty}^{z}X\emptyset(x)\{1+\frac{\beta_{3}}{6\sqrt{n}}(x^{3}-3x)+\frac{\beta_{4}}{24n}(x^{4}-6x^{2}+3)$

$o2$ $\mathrm{Y}$

$+ \frac{\beta_{3^{l}}}{72n}(x^{6}-15x^{4}+45x^{2}-15)\}dx$

$+ \frac{1}{24n\sigma^{4}}(x^{2}-1)\emptyset(x)+O(\frac{1}{n})]$

になる. 次に $H_{j}(x)$ を $i$次のエルミート多項式, すなわち $H_{j}(X)=\{(-d/dx)^{j}\emptyset(X)\}/\phi(x)$

$(j=0,1,2, \ldots)$ とすると, 各 $j=2,3,$ $\cdots$ に対して

$\int x\phi(x)Hj(X)dx$ $=$ $-x \phi(X)Hj-1(x)+\int\phi\{x)H_{j}-1(x)dX$

$=$ $-x\phi(x)Hj-1(x)-\phi(x)Hj-2(x)$

という関係が得られることより, (12) から

オ

$\sum_{x=0}(X-n\mu)P_{\theta\{\}}T_{n}=x$ (13)

$=$ $\sqrt{n}\sigma[-\emptyset(Z)\{1+\frac{\beta_{3}}{6\sqrt{n}}Z^{3}+\frac{\beta_{4}}{24n}(_{Z}4-2_{Z-1}2)+\frac{\beta_{3}^{2}}{72n}(Z-9z^{4}+9Z^{2}+3)6$

$- \frac{1}{24n\sigma^{4}}(z^{2}-1)\}]+O(\frac{1}{\sqrt{n}})$

を得る. 今滑らかな関数 $G$ と $J$」$\mathrm{a}\text{さ}\mathrm{A}\mathrm{a}\text{実数}hk\epsilon$え 6&

$(1-u)G(t)+uG(t+h)$

$=$ $G(t+uh)+ \frac{1}{2}u(1-u)h^{2\prime\prime}G(t+uh)+o(h^{2})$

となるから, (9), (10), (13) より

$F_{n}(t+u)$ (14)

$=$ $\Phi(z_{0})-\phi(z_{0})\{\frac{\beta_{3}}{6\sqrt{n}}(z_{0^{2}}-1)+\frac{\beta_{4}}{24n}(z_{0^{3}}-3z\mathrm{o})$
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$+. \frac{\beta_{3^{2}}}{72n}(z_{0^{5}}-10_{z_{0}}31+5_{Z_{0}})+\frac{1}{24n\sigma^{2}}(12u(1-u)-1)_{Z_{0}}\}$

$+o( \frac{1}{n})$ ,

$M_{n}(t+u)-n\mu Fn(t+u)$ (15)

$=$ $- \sqrt{n}\sigma\phi(z_{0})\{1+\frac{\beta_{3}}{6\sqrt{n}}Z_{0^{3}}+\frac{\beta_{4}}{24n}(z_{0}^{4}-2Z_{0}-21)$

$+ \frac{\beta_{3^{2}}}{72n}(z_{0^{6}}-9z_{0}+942+z_{0}3)+\frac{1}{24n\sigma^{4}}(12u(1-u)-1)(z_{0^{2}}-1)\}$

$+o( \frac{1}{\sqrt{n}})$

になる. ただし

$z_{0}=\{t+u-(1/2)-n\mu\}/(\sqrt{n}\sigma)$

とする. また (2) の条件は,

$F_{n}(t_{2}+(1-u2))-F(nt_{1}+u_{1})=1-$. $\alpha$ , (16)
$M_{n}(t_{2}+(1-u2))-n\mu F_{n}(t_{2}+(1-u_{2}))$ (17)

$-\{M_{n}(t1+u_{1})\backslash -n\mu Fn(t_{1}+u_{1})\}=0$

になる. さらに

$z_{1}^{*}$ $:=$ $(t_{1}+u_{1^{-}} \frac{1}{2}-n\mu)/(\sqrt{n}\sigma)$ ,

$z_{2}^{*}$ $:=$ $(t_{2}-u_{2}+ \frac{1}{2}-n\mu)/(\sqrt{n}\sigma)=\{t_{2}.+(1-u_{2})-\frac{1}{2}-n\mu\}/(\sqrt{n}\sigma)$

とし, $\triangle_{1}:=z_{1}^{*}+u_{\alpha/2},$ $\triangle_{2}:=z_{2}*-u_{\alpha/2}$ とおくと, $\Delta_{\mathrm{A}}\tau=O(1/\sqrt n3,$ $\triangle_{2}=O(1/\sqrt n3$

になる. ただし $u_{\alpha}$ は $N(\mathrm{O}, 1)$ の上側 100%点とする. よって

$\Phi(z_{1}^{*})$ $=$ $\Phi(-u_{\alpha/2})+\phi(-ua/2)\Delta_{1}+\frac{1}{2}\phi’(-u_{\alpha/2})\Delta_{1^{2}}+O(\frac{1}{n})$

$=$ $\frac{\alpha}{2}+\phi(u_{\alpha}/2)\Delta 1+\frac{1}{2}u_{\alpha/}2\emptyset(u\alpha/2)\Delta 1^{2}+O(\frac{1}{n})$ ,

$\Phi(z_{2}^{*})$ $=$ $1- \frac{\alpha}{2}+\phi(u\alpha/2)\Delta_{2}-\frac{1}{2}u\alpha/2\emptyset(u/2)\alpha\Delta 2^{2}+O(\frac{1}{n})$ ,

$(z_{1}^{*2}-1)\emptyset(_{Z_{1}^{*}})$ $=$ $(u_{\alpha/2}^{2}-1) \emptyset(u/2)\alpha+(u^{3}-\alpha/23u\alpha/2)\phi(u/2)\alpha 1\mathit{0}\Delta+(\frac{1}{\sqrt{n}})$ ,

$(_{Z_{2}^{*2}}-1)\phi(_{Z_{2}^{*}})$

.
$=$ $(u_{\alpha/2}^{2}-1) \emptyset(u\alpha/2)-(u-332u\alpha)a//2\phi(u\alpha/2)\Delta 2+O(\frac{1}{\sqrt{n}})$
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となり, (14) から

$F_{n}(t_{2}+(1-u_{2}))-Fn(t_{1}+u_{1})$

$=$ $\Phi(z_{2}^{*})-\Phi(_{Z^{*}}1)-\frac{\beta_{3}}{6\sqrt{n}}\{(Z_{2}*2-1)\phi(_{Z}2*)-(_{Z_{1}}*2-1)\phi(Z_{1}^{*})\}$

$- \phi(u_{\alpha/2})\{\frac{\beta_{4}}{24n}(u_{\alpha}^{3}/2^{-}\alpha 3u/2)+\frac{\beta_{3}^{2}}{72n}(\prime u_{\alpha/\alpha}^{5}2^{-}1\mathrm{o}u^{3}/2+15u\alpha/2)$

$+ \frac{1}{24n\sigma^{2}}(12u_{2}(1-u2)-1)u_{\alpha/2}\}$

$+ \phi(u_{\alpha/2})\{\frac{\beta_{4}}{24n}(-u_{\alpha/2}^{3}+3ua/2)+\frac{\beta_{3}^{2}}{72n}(-u_{a}/2+1\mathrm{o}u_{\alpha}^{3}/2-515u\alpha/2)$

$- \frac{1}{24n\sigma^{2}}(12u_{1}(1-u1)-1)u\alpha/2\}+O(\frac{1}{n})$

$=$ $1- \alpha+(\Delta_{2^{-}}\Delta_{1})\phi(u\alpha/2)-\frac{1}{2}(\Delta_{1^{2}}+\Delta 2^{2})u_{\alpha}/2\phi(u\alpha/2)$

$+ \frac{\beta_{3}}{6\sqrt{n}}(\Delta_{1}+\Delta_{2})(u_{\alpha}^{3}/2-3u\alpha/2)\phi(u2)\alpha/$

$- \phi(u_{\alpha/2})\{\frac{\beta_{4}}{12n}(u_{\alpha/2}^{3}-3u\alpha/)2+\frac{\beta_{3^{2}}}{36n}(u_{\alpha/\alpha}^{5}2^{-}/21\mathrm{o}u^{3}+15u_{\alpha/2})$

$+ \frac{1}{12n\sigma^{2}}(6u_{1}(1-u_{1})+6u2(1-u_{2})-1)u.\alpha/2\}+o(\frac{1}{n})$

が得られる. このとき (16) から
.

$0$ $=$ $\triangle_{2}-\Delta_{1^{-\frac{1}{2}u(}}\alpha/2\Delta_{1}^{2}+\Delta 2^{2})+\frac{\beta_{3}}{6\sqrt{n}}(u_{\alpha/}32^{-3}u\alpha/2)(\Delta 1+\Delta 2)$ (18)

$- \frac{\beta_{4}}{12n}(u_{\alpha}^{3}/2-3u\alpha/2)-\frac{\beta_{3}^{2}}{36n}(u_{\alpha/}^{5}2-1\mathrm{o}u_{\alpha/}32+15u_{\alpha/2})$

$- \frac{u_{\alpha/2}}{12n\sigma^{2}}\{6u_{1}(1-u_{1})+6u_{2}(1-u2)-1\}+o(\frac{1}{n})$

となる. ゆえに

$\Delta_{2}-\triangle_{1}$ $=$ $\frac{1}{2}u_{\alpha/2}(\Delta_{1}2+\Delta 2)2$ (19)

$- \frac{\beta_{3}}{6\sqrt{n}}(u_{\alpha/2}^{3}-3u_{\alpha/}2)(\Delta 1+\Delta_{2})+\frac{\beta_{4}}{12n}(u^{3}/2-\alpha 3u\alpha/2)$

$+ \frac{\beta_{3}^{2}}{36n}(u_{\alpha/2}^{5}-1\mathrm{o}u^{3}\alpha/2+15u_{a/2})$

$+ \frac{1}{12n\sigma^{2}}\{6u_{1}(1-u_{1})+6u2(1-u_{2})-1\}u\alpha/2$

$+O( \frac{1}{n})$
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となる. また, (15), (17) から

$0$ $=$ $M_{n}(t_{2}+(1-u_{2}))-n\mu F_{n}(t_{2}+(1-u_{2}))$ (20)
$-\{M_{n}(i_{1}+u_{1})-n\mu Fn(t1+u_{1})\}$

$=$ $- \sqrt{n}\sigma[\phi(z_{2}^{*})-\emptyset(Z^{*})1+\frac{\beta_{3}}{6\sqrt{n}}\{z_{2}^{*3}\phi(Z_{2}*)-Z_{1}*3\emptyset(_{Z_{1})\}}*$

$+ \frac{1}{2n\sigma^{2}}\phi(ua/2)(u/2-2\alpha 1)$ $\{u_{2}(1-u2)-u_{1}(1-u_{1})\}]+O(\frac{1}{\sqrt{n}})$

が得られる. ここで

$z_{1}^{*3} \phi(_{Z_{1}^{*}}).=\wedge-u_{\alpha/2}^{34}\emptyset(u_{\alpha}/2)-(u_{\alpha}/2^{-}3u_{\alpha}/2)2\emptyset(u\alpha/2)\Delta.1+O(\frac{1}{\sqrt{n}})$ ,

$z_{2}^{*3}\phi(z_{2}^{*})$ $=u_{\alpha/}^{\mathrm{s}} \emptyset 2(u_{\alpha/2})-(u_{\alpha}/2^{-}3u_{a}/2)42\emptyset(u/2)\alpha 2\mathit{0}\Delta+(\frac{1}{\sqrt{n}})$

より

$z_{2}^{*33}\emptyset(Z_{2})*-Z_{1}\emptyset*(z_{1}^{*})$ (21)

$=$ $2u_{\alpha/2}^{3} \phi(u_{\alpha}/2)-(u_{\alpha/2}^{4}-3u_{\alpha/2}^{2})\emptyset(u_{a/2})(\triangle 2-\Delta_{1})+O(\frac{1}{\sqrt{n}})$

となる. また

$\phi(_{Z_{2}^{*}})-\emptyset(_{Z_{1}^{*}})$ $=$ $-(\Delta_{1}+\triangle_{2})u\alpha/2\phi(u\alpha/2)$

$+ \frac{1}{2}(\Delta_{2}^{2}-\Delta 1)2(u_{\alpha}2/2^{-}1)\phi(u\alpha/2)+O(\frac{1}{n})$

となるから, (20) と (21) から

$0$ $=$ $-u_{\alpha/2}( \triangle 1+\Delta 2)+\frac{1}{2}(u^{2}/2-\alpha 1)(\Delta_{2}2-\Delta 1^{2})$

$+ \frac{\beta_{3}}{3\sqrt{n}}u_{\alpha/2}^{3}-\frac{\beta_{3}}{6\sqrt{n}}(u_{\alpha}/2-43u^{2}\alpha/2)(\Delta_{2^{-}}\Delta_{1})$

. $+ \frac{1}{2n\sigma^{2}}(u_{\alpha}^{2}/2-1)\{u_{2}(1-u_{2})-u_{1}(1-u_{1})\}+o(\frac{1}{n})$

となる. よって

$\Delta_{1}+\Delta_{2}$ (22)

$=$ $\frac{1}{2}(u_{\alpha/2}-\frac{1}{u_{\alpha/2}})(\Delta_{2^{2}}-\Delta_{1}^{2})$

$+ \frac{\beta_{3}}{3\sqrt{n}}u_{\alpha/2}^{2}-\frac{\beta_{3}}{6\sqrt{n}}(u^{3}\alpha/2^{-3)}u\alpha/2(\Delta 2-\triangle_{1})$
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$+ \frac{1}{2n\sigma^{2}}(u_{\alpha/2^{-\frac{1}{u_{\alpha/2}})}}\{u_{2}(1-u_{2})-u_{1}(1-u_{1})\}+O(\frac{1}{n})$

となる. ゆえに (19) と (22) から

$\Delta_{1}$ $=$ $\frac{\beta_{3}}{6\sqrt{n}}u_{\alpha/2^{-}}^{2}\frac{u_{\alpha/2}}{2}\Delta 1^{2}-\frac{1}{4u_{a/2}}(\Delta_{2}2-\Delta 1^{2})$

$+ \frac{\beta_{3}}{6\sqrt{n}}(u_{a/2}^{3}-3u_{\alpha}/2)\Delta_{1^{-}}\frac{\beta_{4}}{24n}(u_{\alpha/2}^{s}2-3u_{\alpha}/)$

$- \frac{\beta_{3}^{2}}{72n}(u_{\alpha//}^{5}102^{-}u_{\alpha}^{3}2+15u_{\alpha/2})-\frac{1}{24n\sigma^{2}}\{12u1(1-u1)-1\}u\alpha/2$

$- \frac{1}{4n\sigma u_{\alpha/2}2}\{u_{2}(1-u_{2})-u_{1}(1-u_{1})\}+O(\frac{1}{n})$ ,

$\Delta_{2}$ $=$ $\frac{\beta_{3}}{6\sqrt{n}}u_{\alpha/2^{+\frac{u_{\alpha/2}}{2}\Delta}}^{22}2-\frac{1}{4u_{\alpha/2}}(\Delta 2^{2}-\Delta_{1^{2}})$

$- \frac{\beta_{3}}{6\sqrt{n}}(u_{\alpha/2}^{3}-3u_{\alpha}/2)\Delta_{2}+\frac{\beta_{4}}{24n}(u_{\alpha/2^{-}}^{3}3u)\alpha/2$

$+ \frac{\beta_{3}^{2}}{72n}(u^{5}/2-a10u_{\alpha}^{3}/2+15u_{\alpha/2})+\frac{1}{24n\sigma^{2}}\{12u2(1-u2)-1\}u\alpha/2$

$- \frac{1}{4n\sigma^{2}u_{\alpha}/2}\{u_{2}(1-u_{2})-u_{1}(1-u_{1})\}+O(\frac{1}{n})$

が得られる. これらを整理して

$\Delta_{1}$ $=$ $\frac{\beta_{3}}{6\sqrt{n}}u_{a/2}^{2}+\frac{\beta_{3}^{2}}{72n}(4u_{\alpha}^{3}/2-15u/\alpha 2)..\cdot$

$- \frac{\beta_{4}}{24n}(u^{3}/2-\alpha 3u\alpha/2)-\frac{1}{24n\sigma^{2}}\{12u1(1-u1)-1\}u_{\alpha}/2$

$- \frac{1}{4n\sigma u_{\alpha/2}2}\{u_{2}(1-u_{2})-u_{1}(1-u_{1})\}+o(\frac{1}{n})$ ,

$\Delta_{2}$ $=$ $\frac{\beta_{3}}{6\sqrt{n}}u_{\alpha/2}^{2}-\frac{\beta_{3}^{2}}{72n}(4u^{3}-15\alpha/2u_{\alpha/}2)$

$+ \frac{\beta_{4}}{24n}(u^{3}/2-\alpha 3u\alpha/2)+\frac{1}{24n\sigma^{2}}\{12u2(1-u2)-1\}u_{\alpha}/2$

$- \frac{1}{4n\sigma^{2}u_{\alpha}/2}\{u_{2}(1-u2)-u1(1-u_{1})\}+O(\frac{1}{n})$

を得る. 口

4. ランダム信頼区間とその数値的検討

ここで, ランダム信頼区間とその近似についていくつかの分布での例を挙げ, 数
値的検討を行う.
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4.1. 2項分布, Poisson分布
$X_{1},$

$\cdots,$ $X_{n},$ $\cdots$ が互いに独立にいずれも確率関数

$f_{1}(x,p)=p^{x}q^{k-x}$ $(X=0,1, \cdots, k;0<p<1, q=1-p)$

の 2項分布 $B(k,p)^{\text{に従う}とす^{る}}.$
.
このとき $\tau_{:=}\sum_{i=1}nxi$ の分布は $B(nk,p)$ にな

り, これは $B(1,p)$ に従う確率変数の和の分布として考えられるので, $k=1$ とす
ると

$\kappa_{1}(p)=\mu(p)=p$, $\kappa_{2}(p)=\sigma^{2}(p)=pq$ ,
$\kappa_{3}(p\grave{)}=pq(q-p), \kappa_{4}(p)=pq(1-6pq)$ ,

を用いて, $p^{=0.1,\mathrm{o}}.2,0.3,$ $\mathrm{o}.4,$ $\mathrm{o}.5,$ $\alpha=0.05$ の場合の (2) で求めた $t_{1}+u_{1}-(1/2)$ ,
$t_{2}-u_{2}+(1/2)$ の値と各近似 (4), (5), (6), (7), (8) の誤差を数値的に求めた (表 1\sim
6参照 (ここでは $\mathrm{p}=0.2,$ $\mathrm{o}.3,0.5$ の場合を掲載) $)$ .
系 1より, 信頼水準 $1-\alpha$ での $P$ のランダム信頼区間ゆ,到の近似は方程式

$\mathrm{Y}=np+\sqrt{np(1-p)}(-u\alpha/2+\Delta 1)$ ,
$\mathrm{Y}=np+\sqrt{np(1-p)}(u_{\alpha}/2+\grave{\Delta}2)$

(23)

を $P$ について解くことによって得られる. ここでは, $\Delta_{1},$ $\Delta_{2}$ の代わりに $\Delta_{1}^{0},$ $\Delta_{2}^{0}$ を
用いることによって, 更に簡単な計算によってランダム信頼区間を求めることがで
き, $n=20$ の場合に受容域 $[t_{1}+u_{1}-(1/2), t_{2}-u_{2}+(1/2)]$ と比較を行った (図 1
参照).
次に, $X_{1},$ $\cdots,$ $X_{n},$ $\cdots$ が互いに独立にいずれも確率関数

$f_{2}(x, \lambda)=\frac{e^{-\lambda}\lambda^{x}}{x!}$ $(x=0,1,2, \cdots ; \lambda>0)$

の Poisson分布 $Po(\lambda)$ に従うとする. $T:= \sum_{i=1}nxi$ の分布は $Po(n\lambda)$ になり, $Po(\lambda)$

の 4次までの $*_{=\mathrm{L}}$ムラントは

$\kappa_{1}(\lambda)=\kappa_{2}(\lambda)=\kappa_{3}(\lambda)=\kappa_{4}(\lambda)=\lambda$

となることより, これらを用いて $\alpha=0-.05$ の場合について, $\underline{y}(\theta),$ $\overline{y}(\theta)$ の真値と各
近似の精度を数値的に比較した (表 7, 8参照). また, 系 1よりランダム信頼区間
$[\underline{\lambda},\overline{\lambda}]$ は, 方程式

$\mathrm{Y}=\lambda+\sqrt{\lambda}(-u_{\alpha}/2+\Delta_{1})$ ,
(24)

$\mathrm{Y}=\lambda+\sqrt{\lambda}(u\alpha/2+\Delta_{2})$

を $\lambda$ について解くことによって得られる. $n=20$ の場合に $\Delta_{1},$ $\Delta_{2}$ の代わりに $\triangle_{1}^{0}$ ,
$\Delta_{2}^{0}$ を用いたランダム信頼区間と受容域をグラフで示し比較した (図 2参照).
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$\text{表}3.2\prime \mathrm{R}^{\text{ノ}}J^{\backslash }J\text{布}B(n,p)\sigma)\text{場_{}\mathfrak{Q}}^{\mathrm{A}_{\text{の}}}\underline{y}(p)\sigma)\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{値と_{}\grave{1}\mathrm{p}|1}’\lrcorner\backslash arrow\ovalbox{\tt\small REJECT}\not\equiv(p=0.3,$$\alpha=0.05$

$g4.2\text{項^{ノ}}z?\text{布}\backslash B(n,p)q)\text{場^{}\mathrm{A}}\mathrm{D}\text{の_{}\overline{y}}(p)a)\ovalbox{\tt\small REJECT}.\{\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{と}\grave{1}\mathbb{E}\{\nu\lrcorner^{\backslash \text{ロ}}\overline{\overline{-}}k\#(p=0.3,$ $\alpha=0.05$
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$\mathfrak{F}5.2\text{項^{ノ}}\star \text{布}B(n,p)\text{の場^{}A}-\sim \text{の}\underline{y}(p)\text{の}\ovalbox{\tt\small REJECT} t\mathrm{F}\mathrm{g}_{\grave{\mathrm{I}}}\mathrm{f}\mathrm{f}\nu^{\backslash }\lrcorner\overline{-}\mathrm{a}^{\text{ロ}}\not\equiv(p=0.5, \alpha=0.05)$
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$\mathrm{F}8$ . Poisson $k^{\backslash }\text{布}Po(\lambda)\text{の場^{}\mathrm{A}}\mathrm{D}\text{の}\overline{y}(\lambda)\text{の}\ovalbox{\tt\small REJECT}\{\mathrm{B}\llcorner\geq\grave{1}\mathrm{E}|\mathrm{j}_{\ovalbox{\tt\small REJECT}\not\equiv},\backslash \lrcorner\cdot(\alpha=0.05)$
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図 2. Poisson分布 $Po(\lambda)$ の場合の受容域 [$t_{1}\#\mathit{1}_{1}$ -\mbox{\boldmath $\sigma$}勾, $t_{2^{-u_{2}}}+(w)$ ] と

ランダム信頼区間 $[\underline{\lambda},\overline{\lambda}]$

– 受容域, $—–$ ランダム信頼区間
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4.2. 負の 2項分布, 対数級数分布

$X_{1},$ $\cdots,$ $X_{n},$ $\cdots$ が互いに独立にいずれも確率関数

$f_{3}(x,p)=p^{k}q^{x}$ $(x=0,1,2, \cdots ; 0<p<1, q=1-p)$

の負の 2項分布 $NB(k,p)$ に従うとする. このとき $T:= \sum_{i1}nX=i$の分布は $NB(nk,p)$

に従い, これは $NB(1,p)$ の和の分布として表せるので, $k=1$ のときの 4次までの

キュムラント

$\kappa_{1}(p)=\mu(p)=\frac{q}{p}$ , $\kappa_{2}(p)=\sigma^{2}(p)=\frac{q}{p^{2}}$ ,

$\kappa_{3}(p)=\frac{q(1+q)}{p^{3}}$ , $\kappa_{4}(p)=\frac{q(1+4q+q^{2})}{p^{4}}$ ,

を用いて, $p=0.2,$ $\mathrm{o}.5,$ $\mathrm{o}.8,$ $\alpha=0.05$ の場合に $\underline{y}(p),$ $\overline{y}(p)$ の真値と各近似の精度を

数値的に比較した (表 9\sim 14参照). また, 系 1より, ランダム信頼区間 t,到は方
程式

$\mathrm{Y}=\frac{nq}{p}+\frac{\sqrt{n}q}{p^{2}}(-u\alpha/2+\Delta 1)$ ,
(25)

$\mathrm{Y}=\frac{nq}{p}+\frac{\sqrt{n}q}{p^{2}}(u\alpha/2+\Delta 2)$

を解くことによって得られ, $n=10,20$ の場合に $\Delta_{1},$ $\Delta_{2}$ の代わりに $\Delta_{1}^{0},$ $\Delta_{2}^{0}$ を用い

て得られたものと受容域をグラフで示し比較した (図 3, 4参照).
次に $X_{1},$ $\cdots,$ $X_{n},$ $\cdots$ が互いに独立にいずれも確率関数

$f_{4}(x,p)= \frac{ap^{x}}{x}$ $(x=1,2, \cdots ; 0<p<1)$

に従う対数級数分布に従うとする. ただし $a=-1/\log q,$ $q=1-p$ とする. この場

合の 4次までの $*\mathrm{z}$ムラントは

$\kappa_{1}(p)=\mu(p)=\frac{ap}{q},$ . $\kappa_{2}(p)=\sigma^{2}(_{P})=\frac{ap(1-a_{\mathrm{P}})}{q^{2}}$ ,

$\kappa_{3}(p)=\frac{ap(1+p-3ap+2ap)22}{q^{3}}$ ,

$\kappa_{4}(p)=\frac{ap\{1+4p+p^{2}-4ap(1+p)+6a^{2}p-23a^{3}p^{3}\}}{q^{4}}-3\sigma^{4}(p)$ ,

となり, これらを用いて $p=0.2,$ $\mathrm{o}.5,$ $\mathrm{o}.8,$ $\alpha=0.05$ の場合に $\underline{y}(p),$ $\overline{y}(p)$ の近似値を

求めた. –方, $T:= \sum^{n}i=1x_{i}$ の分布は再生性がないことより重畳を使って再帰的に
求めることになる. これから $\underline{y}(p),\overline{y}(p)$ の真値を求め, 先程の各近似と数値的に比
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較した (表 15\sim 20参照). また系 1より, $n=10,20$ の各場合に $\Delta_{1}^{0},$ $\Delta_{2}^{0}$ を用いた方
程式

$Y= \frac{anp}{q}+\frac{a\sqrt{n}p(1-ap)}{q^{2}}(-u\alpha/2+\Delta^{0}.)1$
’

(26)
$\mathrm{Y}=\frac{anp}{q}+\frac{a\sqrt{n}p(1-ap)}{q^{2}}(u_{\alpha}/2+\Delta^{0})2$

を解くことによって得られたランダム信頼区間ゆ,到と受容域をグラフで示し比較
した (図 5, 6参照).
さらに, Wani and Lo $([\mathrm{W}\mathrm{L}75])$ は $T$ の分布が第 1種のスターリング分布に従う

$([\mathrm{P}\mathrm{W}65])$ を用いて $\alpha=0.05,$ $n=10,15,20$ の場合に信頼区間を計算している. こ

こでは $n=15$ ,20の場合の値を, (26) で求めた信頼区間と比較してみた. (表 21, 22
参照).
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$\text{表}9$ . $\text{負^{の}2}\text{項_{}J}\text{ノ}+\text{布}NB(n,p)a)\text{場}\mathrm{D}\mathrm{A}\text{の}\underline{y}(p)a)\ovalbox{\tt\small REJECT}\int\overline{\llcorner}\Xi \text{と}\grave{1}\mathrm{E}W^{\backslash }\Lambda\ovalbox{\tt\small REJECT}\not\equiv(p=0.2, \alpha=0.05)$
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$F11$ . $\text{負の}2\text{項_{}7},\text{ノ}\backslash \text{布}JNB(n,p)^{\text{の}場^{}\mathrm{A}}\mathrm{D}\text{の}\underline{y}(p)a)\ovalbox{\tt\small REJECT} l\mathrm{F}\mathrm{a}\grave{1}\not\in|\downarrow’\lrcorner^{\backslash }\overline{\mathrm{z}}\mathrm{a}\not\equiv(p=0.5, \alpha=0.05)$

$g12$. $\text{負^{の}2}\mathrm{I},\Xi,\text{ノ}\varpi^{\backslash }\text{布}NB(n,p)\text{の}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\mathrm{B}\mathrm{A}}\mathfrak{o}\sigma)\overline{y}(p)\sigma)\ovalbox{\tt\small REJECT}\dagger \mathrm{g}\mathrm{L}\text{と_{}\grave{\mathrm{J}}}\mathbb{E}\mathrm{f}\iota^{\backslash }\lrcorner’\ovalbox{\tt\small REJECT}\overline{-}\not\equiv(p=0.5, \alpha=0.05)$
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$\text{表}13$ . $\text{負の}2\prime \text{項ノ}\backslash JJ\text{布}NB(n,p)\sigma)\text{場}\mathrm{D}\mathrm{A}\text{の}\underline{y}(p)^{\text{の}\ovalbox{\tt\small REJECT}}t\mathrm{F}\mathrm{g}_{\grave{\mathrm{J}}\mathrm{E}\mathrm{f}}\nu^{\backslash }\lrcorner\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\text{ロ}}\not\equiv(p=08, \alpha=005)$

$\text{表}14$ . $\text{負_{の}2}\iota,\Xi_{J}^{\text{ノ_{}\mathrm{J}}}\backslash \text{布_{}NB}(n,p)\text{の場_{}\overline{\Pi}}\wedge \text{の}\overline{y}(p)\text{の}\ovalbox{\tt\small REJECT}|\mathrm{F}$ と $\grave{\mathrm{J}}\mathbb{E}\mathrm{i}1^{\backslash }\lrcorner^{\underline{-}},\overline{k}\mathrm{f}(p=0.8, \alpha=0.05)$
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$V$

図 3. 負の 2項分布 $NB(10,p)$ の場合の受容域 [$t$ 1刊 1-\mbox{\boldmath $\sigma$}殉, t2\dashv ti\mbox{\boldmath $\sigma$}殉] と

ランダム信頼区間 $[\underline{p},\overline{p}](\alpha=0.05)$

– 受容域, $—–$ ランダム信頼区間

図 4. 負の 2項分布 $NB(20,p)$ の場合の受容域 $[t_{1}+u_{1^{-}}(w), t2^{-}u2+(1\beta)]$ と

ランダム信頼区間 $[\underline{p},\overline{p}](\alpha=0.05)$

– 受容域, $—–$ ランダム信頼区間
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$g18$. $\mathrm{x}_{\backslash }$} $\text{数}\{\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{数_{}JJ}\text{ノ}\backslash \text{布}\sigma)\text{場}\mathrm{A}\text{の}\mathrm{D}\overline{y}(p)\text{の}\ovalbox{\tt\small REJECT}\{\mathrm{F}\text{と_{}\grave{\mathrm{J}}}\mathrm{E}\{\nu\backslash \lrcorner\vec{\underline{-}}k^{\mathrm{p}}\not\equiv(p=0.5, \alpha=0.05)$
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図 5. 対数級数分布の場合の受容域 [$t_{1}\mathrm{R}_{1}-(1\rho)$ , t2\dashv \sim 2+\mbox{\boldmath $\sigma$}殉] と

ランダム信頼区間 $[\underline{p},\overline{p}]$ $(\alpha=0.05, n=10.)$

– 受容域, $—–$ ラシダム信頼区間

図 6. 対数級数分布の場合の受容域 [$t_{1}+u_{1}$ -\mbox{\boldmath $\sigma$}勾, $t_{2^{-u_{2}}}+(\mathrm{M})$ ] と

ランダム信頼区間ゆ, $\overline{p}$] $(\alpha=0.05, n=20)$

– 受容域, $—–$ ランダム信頼区間
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表 $2^{]}-$ xfrka数令布の場合のWani and T,n $\mathrm{r}\mathrm{w}\mathrm{r},7.5\rceil$ と 3次折似での $\prime D$ の信頼限界
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5. おわりに

第 4節の 2項分布, Poisson分布, 負の 2項分布, 対数級数分布のいずれの場合に
も, ランダム信頼区間の近似としては, 3次近似が良いが 3次近似のバージョン II
は 3次近似より使い易く, 近似も悪くない. また, 3次近似めバージョン I は 3次近
似, そのバージョン II より近似は少し良くないが使い易さの点でもそれらより良
い. 特に, 信頼区間そのものを求める時には, 対数級数分布の場合の [WL75] と比
較しても本論の近似は良く, また実際に計算する場合にも簡便であり有用である.
今後, さらに他の離散分布についても検討を試みたい.
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