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コンパクト距離空間 (X, $d$) 上の位相同相写像を $f$ : $Xarrow X(f(X)=X)$ と

する. 点 FIJ $\{x_{i}\}_{i\in \mathrm{Z}}\subset X$ が $f$ の \mbox{\boldmath $\delta$}擬軌道 (pseudo-orbit) $(\delta>0)$ であるとは,

$d(f(x_{i}), x_{i+}1)<\delta(i\in \mathrm{Z})$ を満たすときをいう. $f$ が擬軌道尾行性 (shadowing

property) ([1]) をもっとは, 任意の $\epsilon>0$ に対し $\delta>0$ があって, どんな \mbox{\boldmath $\delta$}擬軌道

$\{x_{i}\}_{i\mathrm{Z}}\epsilon$ に対しても $d(f^{i}(y), x_{i})<\epsilon(i\in \mathrm{Z})$ を満たす $y\in X$ が存在するときを $\mathrm{A}\mathrm{a}$

う (擬軌道尾行性は擬軌道追跡性 (pseudo-orbit tracing property) とも呼ばれてい

る. 例えば [5] を参照). 擬軌道尾行性は位相的な性質である. すなわち, $d$ と同値

な距離 $d’$ に関しても (定数等は変わるかも知れないが) その性質は成立する. 擬

軌道尾行性の概念は現代力学系理論の中の様々な分野において頻繁に登場し, 特
に力学系の安定性やエルゴード理論の研究において重要な役割を果たしている.
最近, 確率的力学系理論の研究において登場してくる概念にリプシッツ擬軌道
尾行性がある. $f$ がりプシッツ擬軌道尾行性 (Lipschitz shadowing property) (例
えば [4] または [7] を参照) をもっとは, 定数 $L>0$ と $\epsilon_{0}>0$ が存在して, 任意

の $\epsilon$-擬軌道 $\{X_{i}\}_{i\in \mathrm{z}}(0<\epsilon\leq\epsilon_{0})$ に対し $d(\dot{f}^{i}(y), xi)<L\epsilon(i\in \mathrm{Z})$ を満たす $y\in X$

が存在するときをいう. リプシッツ擬軌道尾行性は擬軌道尾行性よりも強い概念
である. しかし, 推移位相同相写像 (shift homeomorphism) のように, いくつか

の位相力学系理論の研究対象においては, 上記 2つの概念が–致するものも知ら
れている. この論文では, コンパクト距離空間上の拡大的位相同相写像に対し次
の定理を示す.

定理 ([11]). 拡大的位相同相写像 $f$ : (X, $d$) $arrow(X, d)$ に対し, 次は同値.

(i). $f$ は擬軌道尾行性をもつ,

(ii) ある同値な距離 $D$ が存在して, $f$ は $D$ に関してリプシッツ擬軌道尾行性
をもつ.

位相同相写像 $f$ : $(X, d)arrow(X, d)$ が拡大的 (expansive) であるとは, ある正の

定数 $e$ (拡大定数) があって $d(f^{n}(x), fn(y))\leq e(n\in \mathrm{Z})$ ならば $x=y$ が成り立

つときをいう. 拡大性も位相的な性質である. 拡大性と擬軌道尾行性を合わせも
つ位相同相写像は, 双曲的位相同相写像 (hyperbolic homeomorphism) と呼ばれて

いる.
上で述べたようにリプシッツ擬軌道尾行性は, 一般に擬軌道尾行性よりも強い.

例 1. $S^{1}=\mathrm{R}/\mathrm{Z}$ とし, $\pi$ : $\mathrm{R}arrow \mathrm{R}/\mathrm{Z}$ を標準射影とする. 任意の点 $\mathrm{x}=x+\mathrm{Z}$ ,
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$\mathrm{y}=y+\mathrm{Z}\in S^{1}(x, y\in \mathrm{R})$ に対し, $S^{1}$ 上の距離を $d( \mathrm{x}, \mathrm{y})=\inf\{|x-y+n| : n\in \mathrm{Z}\}$

とする. 位相同相写像 $f$ : $S^{1}arrow S^{1}$ の周期点集合は空でない有限集合で, す
べての周期点は位相的に双曲型とする (定義については [12, Definition 6] を参
照). さらに $0=0+\mathrm{Z}\in \mathrm{R}/\mathrm{Z}$ は $f$ の不動点とし, 点 $0$ の $S^{1}$ における
十分小さな近傍 $U(0)$ においては $f(\mathrm{x})=x+x^{2}sgn(X)+\mathrm{Z}(\mathrm{x}=x+\mathrm{Z}\in$

$U(0),$ $d(\mathrm{x}, 0)=|x|)$ とする. ここで, $sgn(x)$ は $x$ の正負を表す. このとき
$f$ は距離旧こ関してはりプシッツ擬軌道尾行性をもたない. 実際, $f$ が $d$ に関し

$)1$ プシッツ擬軌道尾行性をも $arrow\supset$ と仮定する. $L,$ $\epsilon>0$ は)| プシッツ擬軌道尾行性の
定義のものとし, 任意の $0<\epsilon\leq\epsilon_{0}(L\epsilon\ll 1)$ を固定する. 点列 $\mathrm{x}_{i}=\chi_{i}+\mathrm{z}\in U(0)$

は $d(\mathrm{x}_{i}, 0)=x_{i}=\epsilon(i\in \mathrm{Z})$ を満たすものとすると

$d(f(\mathrm{x}_{i}), \mathrm{X}_{i+}1)=|\epsilon+\epsilon^{2}-\epsilon|=\epsilon^{2}$.

ゆえに $\{h\}_{i\in \mathrm{Z}}$ は $f$ の $\epsilon^{2}$-擬軌道. 従って $d(f^{i}(\mathrm{y}), \mathrm{x}_{i})<\epsilon^{2}L(\forall i\in \mathrm{Z})$ を満たす
$\mathrm{y}\in S^{1}$ が存在する. $f$ の定義より, 明らかに $\mathrm{y}=0$ .

$\epsilon=d(0, \mathrm{x}_{i})=d(f^{i}(_{0}), \mathrm{X}_{i})=d(f^{i}(\mathrm{y}), \mathrm{x}_{i})<\epsilon^{2}L$

より $\epsilon<\epsilon^{2}L$ . 従って, $1<\epsilon L$ . これは矛盾である.
方, [12, Proof of Theorem 1] より, Morse-Smale 微分同相写像 $g:S^{1}arrow S^{1}$

が存在して $f$ : $S^{1}arrow S^{1}$ と位相共役. すなわち, 位相同相 $h:S^{1}arrow S^{1}$ が存在し
て $h\circ f=g\circ h$ が成立する. Morse-Smale 微分同相写像 $g$ が擬軌道尾行性をもっ
([5]) ことより, $f$ は ( $d$ に関し) 擬軌道尾行性をもつことが確かめられる.

擬軌道尾行性は距離の選び方に関係しないが, リプシッツ擬軌道尾行性は距離
の選び方に関係する.

例 2. $f,$ $g,$ $h:(S^{1}, d)arrow(S^{1}, d)$ は例 1のものとする. $f$ は $d$ に関してはりプシッ
ツ擬軌道尾行性はもたないが, Morse-Smale 微分同相写像 $g$ はりプシッツ擬軌道
尾行性をもつ ([7]). そこで $d$ と同値な $S^{1}$ 上の距離 $D$ を

$D(\mathrm{x}, \mathrm{y})=d(h(\mathrm{x}), h(\mathrm{y}))(\mathrm{x}, \mathrm{y}\in s^{1})$

により定義すると, $g:(S^{1}, d)arrow(S^{1}, d)$ がりプシッツ擬軌道尾行性をもつことか
ら $f$ は $D$ に関しリプシッツ擬軌道尾行性をもつことが確かめられる.

(注). $M^{2}$ を 2次元コンパクトリーマン多様体とし, $d$ をリーマン計量から導かれ
る $M^{2}$ 上の距離として固定する. このとき $M^{2}$ 上の Axiom A を満たす微分同相写
像に対しては, (微分可能力学系理論の立場において) 擬軌道尾行性とリプシッツ
$\text{擬軌道尾行性はそれぞれ以下のように特徴付けされている}$ . $.\dot{\mathrm{A}}\mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{o}_{\backslash }\mathrm{m}$ A を満たす微
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分同相写像全体を $A(M^{2})-$ で表す. $f\in A(M^{2})$ に対し, 次が成立する.

(1) $f$ が擬軌道尾行性をもつことと $f$ が $C^{0}$ 横断性条件を満たすことは同値
([10]),

(2) $f$ がりプシッツ擬軌道尾行性をもつことと $f$ が強横断性条件 (strong
transversality condition) ([5]) を満たすことは同値 ([7]).

ここで, $f$ が $C^{0}$ 横断性条件を満たすとは, 粗く言えば, $f$ の任意の安定多様体が
不安定多様体を位相的に横断することである (定義については [10] または [7] を
参照).

(注) で述べたように, 微分可能力学系理論の立場では擬軌道尾行性とリプシッ
ツ擬軌道尾行性の間に違いが認められる. しかし, 例 2から推測されるように, 位
相力学系理論の立場においてはこれらの概念は同値であることが予想される.

問題. (X, $d$) をコンパクト距離空間とする. 位相同相写像 $f$ : $Xarrow X$ が擬軌道尾
行性をもてば, ある同値な距離 $D$ が存在して $f$ : (X, $D$) $arrow(X, D)$ はりプシッツ

擬軌道尾行性をもつか ?

我々の定理はこの問題に対する部分的な結果である. 以下, 定理の証明を与える.
$f$ をコンパクト距離空間 (X, $d$) 下め位相同相写像とする. $\epsilon>0$ に対し, $f$ の

点 $x$ における局所安定集合, 局所不安定集合をそれぞれ

$W_{\epsilon}^{S}(X, d)=\{y\in X : d(f^{n}(x), fn(y))\leq\epsilon(\forall n\geq 0)\}$,

$W_{\epsilon}^{u}(x, d)=\{y\in X:d(f^{-n}(x), f^{-}n(y))\leq\epsilon(\forall n\geq 0)\}$

と定義する.

補題 1. $f$ : (X, $d$) $arrow(X, d)$ をコンパクト距離空間上の拡大的位相同相写像とす
る. このとき $X$ 上の距離 $D$ と定数 $0<\epsilon_{0},0<\mu<1$ が存在し, $f$ と $f^{-1}$ が共

にリプシッツ条件を満たし, かつすべての $x\in X$ と $n\geq 0$ に対し

$\{$

$D(f^{n}(x), fn(y))\leq\mu^{n}D(x, y)$ $(\forall y\in W_{\epsilon_{0}}^{S}(X, D))$

$D(f^{-n}(x), f^{-}n(y))\leq\mu^{n}D(x, y)$ $(\forall y\in W_{\epsilon_{0}}^{u}(X, D))$ .

証明. 拡大定数を $e>0$ とし, 積空間 $X\cross X$ の対角線集合 $\triangle$ の閉近傍列 $\{W_{n}\}_{n=}^{\infty}0$

$(W0=x\cross X)$ を次のように定義する.

$W_{n}=\{(x, y)\in X\cross X : d(f^{j}(x), fj(y))\leq e(-n<\forall j<n)\}$ $(n\geq 1)$ .

このとき寡 n\infty$=0$
$W_{n}=\Delta$ ([8, Lemma 1]). 定数 $N>1$ を [8, p.207] のようにとり,

新しく閉近傍列 $\{V_{k}\}_{k=}^{\infty}0$ を $V_{0}=W_{0},$ $V_{k}=W_{1+(k-}1$ ) $N(k\geq 1)$ と定義すると, [8,
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Lemma 3] より $X$ 上の距離 $D$ が存在して

$V_{k}\subset\{(x, y)\in x\cross X:D(x,y)<1/2^{k}\}\subset V_{k-1}$ $(k\geq 1)$

が成立.
定数 $L= \max\{1, \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{m}_{D}(X)\}$ に対し $K^{N}=2^{4}L$ とおく. ここで diam$D(X)=$

$\sup\{D(X, y):x, y\in X\}$ . もし $(x, y)\not\in V_{3}$ ならば $D(x, y)\geq 1/2^{4}$ より

$\max\{D(f^{NN}(_{X}), f(y)), D(f^{-}N(_{X)}, f^{-}N(y))\}\leq L\leq K^{N}D(x, y)$ .

もし $(x, y)\in V_{k}\backslash V_{k+1}(k\geq 3)$ ならば $D(x, y)\geq 1/2^{k+2}$ . さらに $(x, y)\in V_{k}=$

$W_{1+(k-}1)N$ より $(f^{N}(x), fN(y)),$ $(f^{-N}(x), f^{-}N(y))\in V_{k-1}$ . ゆえに

$\max\{D(f^{N}(X), f^{N}(y)), D(f^{-}N(x), f^{-N}(y))\}<\frac{1}{2^{k-1}}<2^{4}D(_{X}, y)$ .

従って, 任意の $x,$ $y\in X$ に対し $\max\{D(f^{N}(X), fN(y)).’ D(f-N(x), f-N(y))\}\leq$

$K^{N}D(x, y)$ .
定数 $\nu>0$ を [8, p.208] のように選べば, すべての $x\in X$ に対し

$(*)$ $\{$

$D(f^{3N}(x), f^{3}N(y)) \leq\frac{1}{2}D(_{X}, y)$ $(\forall y\in W_{\nu}s(X, D))$

$D(f^{-3N}(X), f^{-}3N(y)) \leq\frac{1}{2}D(x, y)$ $(\forall y\in W^{u}(yDx,))$

([8, Proposition]).
[9, Proof of Theorem] で用いた方法を 2回使うことにより結論を導く. $X$ 上の

距離 $\rho$ を

$\rho(x, y)=\sum^{-1}Ni=0\frac{1}{K^{i}}D(fi(X), f^{i}(y))(\forall x, y\in x)$

と定義すると, $D(f^{N}(x), fN(y))\leq K^{N}D(x, y)$ より $\rho(f(x), f(y))\leq K\rho(x, y)$

$(x, y\in X)$ . さらに, $D(f^{-N}(x), f^{-}N(y))\leq K^{N}D(x, y)(\forall x, y\in x)$ より

$\rho(f^{-N}(X), f^{-}N(y))\leq K^{N}\rho(x, y)(\forall x, y\in X)$ .

次に

$D’(x, y)= \sum^{N1}i=0-\frac{1}{K^{i}}\rho(f^{-}i(x), f^{-}i(y))$ $(\forall x, y\in X)$

と定義すると $D’(f(x), f(y))\leq KD’(x, y)$ . $\rho(f^{-N}(x), f^{-}N(y))\leq K^{N}\rho(x, y)$ よ
り $D’(f^{-1}(X), f^{-}1(y))\leq KD’(x, y)$ . よって $f,$ $f^{-1}$ は $D’$ に関し共にリプシッ
ツ条件を満たす. $f$ と $f^{-1}$ の–様連続性より, $D’(x, y)<\delta(x, y\in X)$ ならば
$D’(f^{i}(x), fi(y))<\nu(-N\leq\forall i\leq N)$ が成立するように $\delta>0$ を十分小さく
とることができる. $(*)$ より, すべての $x\in X$ に対し, $y\in W_{\delta^{S}}(x, D’)$ ならば
$D’(f^{3N}(x), f^{3}N(y)) \leq\frac{1}{2}D’(x, y)$ . さらに, $y\in W_{\delta}^{u}(x, D’)$ ならば

$D’(f^{-3N}(_{X)}, f^{-}3N(y)) \leq\frac{1}{2}D’(x,y)$ .
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$D’$ を用いて目的の距離 $D”$ を構成しよう. まず $\mu^{3N}=\frac{1}{2}$ とおき $X$ 上の距離 $\rho’$ を

$\rho’(x,y)=3N\sum_{i=0}^{-1}\frac{1}{\mu^{i}}D’(fi(x), f^{i}(y))$ $(\forall x, y\in X)$

と定義する. $f$ と $f^{-1}$ は $\rho’$ に関してもりプシッツ条件をみたすことは簡単に確
かめられる. さらに, すべての $x\in X$ に対し $\rho’(f(x), f(y))\leq\mu p’(x, y)(\forall y\in$

$W_{\delta}^{s}(x, D’\rangle)$ . 次に $0<\epsilon_{0}<\delta$ を $D’(x, y)<\epsilon_{0}(x, y\in X)$ ならば $D’(f^{i}(x), fi(y))\leq$

$\delta(-3N\leq\forall i\leq 3N)$ を満たすように固定する. よって, すべての $x\in X$ に対し

$\rho’(f^{-}3N(X), f^{-}3N(y))\leq\frac{1}{2}\rho’(x, y)(\forall y\in W_{\epsilon 0}^{u}(X, D’))$ . 最後に $X$ 上の距離 $D”$ を

$D”(x,y)=3N \sum_{i=0}^{-1}\frac{1}{\mu^{i}}p(\prime f-i(_{X}), f-i(y))$ $(\forall x, y\in x)$

とする. $\cdot$ このとき $f$ と $f^{-1}$ は $D”$ に関してリプシッツ条件を満たし, かつ $(\epsilon_{0}<\delta$

より) すべての $x\in X$ に対し $D”(f-1(x), f^{-}1(y))\leq\mu D’’(x, y)(\forall y\in W_{\Xi}^{u}0(x, D’))$ .
さらに $\epsilon_{0}$ の選び方により, すべての $x\in X$ に対し $D”(f(x), f(y))\leq\mu D’’(X, y)$

$(\forall y\in W_{\epsilon 0}^{s}(x, D’))$ . 明らかに, $D”(x, y)<\epsilon_{0}(x, y\in X)$ ならば $D’(x, y)<\epsilon_{0}$ . 従っ
て, すべての $x$ と $\sigma=s,$ $u$ に対し $W_{\epsilon_{0}}^{\sigma}(X, D’’)\subset W_{\epsilon}^{\sigma_{0}}(x, D’)$ . $D”$ を $D$ で表せば結

論を得る.

補題 2. 補題 1の条件と仮定のもと, さらに $f$ に擬軌道尾行性を仮定する. この

とき, 定数 $A,$ $\epsilon_{0}>0$ が存在して, すべての $0<\epsilon\leq\epsilon_{0}$ に対し, $\delta>0$ があって

(i) $D(x, y)<\delta(x, y\in X)$ ならば $r(x, y)=W^{u}(\mathit{6}x, D)\cap W_{\epsilon}^{s}(y, D)$ : 1点,

(ii) $D(r(x, y),$ $x)\leq AD(_{X}, y),$ $D(r(x, y),$ $y)\leq \mathrm{A}D(_{X}, y)$ .

証明. 拡大的位相同相写像 $f$ : $Xarrow X$ が擬軌道尾行性をもつとし, $D,$ $0<\epsilon_{0},$ $\mu<1$

は補題 1で得られたものとする. 距離 $D$ に関する $f$ と $f^{-1}$ のリプシッツ定数は

$K>1$ , また (必要ならばさらに小さくとって) $\epsilon_{0}$ は $f$ の拡大定数としてよい.

ゆえに任意の $0<\epsilon\leq\epsilon_{0}/2$ に対し, $0<\delta\leq\epsilon$ が存在し, $D(x, y)<\delta(x, y\in X)$

ならば $r(x, y)=W_{\in}^{u}(x, D)\cap W_{\in}^{s}(y, D)$ は 1点であることが確かめられる. すべて

の $x\in X$ と $n\geq 0$ に対し

$D(f^{n}(X), fn(y))\leq\mu^{n}D(_{X}, y)$ $(\forall y\in W_{\epsilon}^{s}(0DX,))$

$D(f^{-n}(X), f^{-}n(y))\leq\mu^{n}D(_{X}, y)$ $(\forall y\in W_{\epsilon}^{u}(0DX,))$

であった. 定数 $\delta=\delta(\epsilon_{0}/2)>0$ は上のものとし, かつ $D(x, y)\leq\delta_{1}(x, y\in X)$ な

らば $r(x, y)\in f^{-1}(W_{\epsilon}\mathfrak{U}0(f(X), D))\cap f(W_{\epsilon_{\mathrm{O}}}^{s}(f^{-1}(y), D))$ を満たすように $0<\delta_{1}\leq\delta$

を小さく選ぶ. 任意の $x,$ $y\in X(D(x, y)<\delta_{1})$ を固定したとき

$\bullet$ $D(x, r(x, y))\geq D(y, r(X, y))$ の場合 :

$\delta_{1}$ の選びかたより $\frac{1}{\mu}D(x, r(x, y))\leq D(f(x), f(r(x, y)))$ かつ

$D(f(y), f(r(x, y)))\leq\mu D(y, r(X, y))$ .
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$D(f(_{X}), f(r(_{X}, y)))\leq D(f(_{X}), f(y))+D(f(y), f(r(X, y)))$ より $\frac{1}{\mu}D(x, r(_{X}, y))\leq$

$D(f(x), f(y))+\mu D(y, r(X, y))$ が成り立つ. $D(x, r(X, y))\geq D(y, r(x, y))$ より

$D(x, r(_{X,y}))\leq D(f(X), f(y))$

を得る. よって $D(x, r(x, y))\leq\overline{1}-\mu \mathrm{A}\overline{2}D(f(X), f(y)).\cdot$ 従って

$\max\{D(x,r(x, y)), D(y, r(X, y))\}\leq\frac{K\mu}{1-\mu^{2}}D(x, y)$ .

$\bullet$ $D(x, r(x, y))\leq D(y, r(X, y))$ の場合 :

明らかに $D(f^{-1}(y), f^{-}1(r(X, y)))\leq D(f^{-1}(X), f-1(y))+D(f^{-1}(x), f^{-}1(r(x, y)))$ .
$\frac{1}{\mu}D(y, r(x, y))\leq D(f^{-}1(y), f^{-}1(r(x, y)))$ と

$D(f^{-1}(x), f^{-}1(r(X, y)))\leq\mu D(x, r(x, y))$

より $( \frac{1}{\mu}-\mu)D(y, r(X, y))\leq D(f^{-1}(x), f^{-}1(y))$ . よって

$\max\{D(x, r(x, y)), D(y, r(x, y))\}\leq\frac{K\mu}{1-\mu^{2}}D(x, y)$.

コンパクト距離空間 (X, $d$) 上の拡大的位相同相 $f$ : $Xarrow X$ に対し, $f$ が ($d$ に

関し) リプシッツ標準座標系 (Lipschitz canonical coordinates) をもっとは, 定数
$L,$ $\epsilon_{0}>0$ が存在して, すべての $0<\epsilon\leq\epsilon_{0}$ に対し, $d(x, y)<\epsilon(x, y\in X)$ なら
ば $W_{L\epsilon}^{u}(X, d)\cap W_{L_{\mathcal{E}}}^{s}(y, d)\neq\emptyset$ が成立することをいう. リプシッツ標準座標系が双
曲的 (hyperbolic) であるとは, 定数 $0<\epsilon_{0},$ $\mu<1$ が存在して, すべての $x\in X$

と $n>0$ に対し

$\{$

$d(f^{n}(x), f^{n}(y))\leq\mu^{n}d(x, y)$ $(\forall y\in W^{s}(\epsilon 0x, d))$

$d(f^{-n}(X), f-n(y))\leq\mu^{n}d(x, y)$ $(\forall y\in W_{\epsilon_{0}}u(X, d))$

が成立するときをいう.
補題 1, 2より, 定理 ((i) ならば $(\mathrm{i}\mathrm{i})$ ) を証明するには, 次の命題を証明すれば

十分.

命題 コンパクト距離空間 (X, $D$) 上の位相同相写像 $f$ :(X, $D$) $arrow(X, D)$ は拡大
的とし, $f$ はりプシッツ条件を満たすとする. もし $f$ が ( $D$ に関し) 双曲的リプ
シッツ標準座標系をもてば, Dはリプシッツ擬軌道尾行性をもつ.

証明. 定数 $L,$ $\epsilon_{0}$ は双曲的リプシッツ標準座標系の定義のものとする. すべての
$0<\epsilon\leq\epsilon_{0}$ に対し, $D(x, y)<\epsilon(x, y\in X)$ ならば

$r(x, y)=W_{L}u(\epsilon)x,$$D\cap W_{L\epsilon}s(y, D)$
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は 1点であるとしてよい. $\mu^{n}L<1$ を満たす $n>0$ を固定する. $f$ がりプシッツ

条件を満たすことより, $f^{n}$ についてリプシッツ擬軌道尾行性を示せば $f$ もりプ

シッツ擬軌道尾行性をもつことがわかる. 簡単のために $W_{\epsilon}^{u}(X, D),$ $W_{\epsilon^{S}}(X, D),$ $\mu^{n}$ ,
$f^{n}$ をそれぞれ $W_{\epsilon}^{u}(X),$ $W_{\epsilon}^{s}(X),$ $\mu,$ $f$ で表す.

$\{x_{i}\}_{i=}^{k}\mathrm{o}(k>0)$ を $f$ の与えられた $\epsilon$-擬軌道 $(0<\epsilon<(1-\mu L)\epsilon_{0})$ とし, $L’=$

$\frac{L}{(1-\mu L)(1-\mu)}+\frac{1}{1-\mu L}$ とおく. ここで{ま $k=4$ に対し, $y\in X$ が存在して $D(f^{i}(y),xi)<$

$L’\epsilon(0\leq\forall i\leq k)$ が成り立つことを示す (他の場合も同様) . $\sum_{i=0}^{n}(\mu L)i$ を $\nu_{n}$ で

表し, $\nu_{\infty}=\lim_{narrow\infty}\nu_{n}$ とおく. さらに $L’=L(\Sigma_{i}^{\infty}=0\mu i)\nu_{\infty}+\nu_{\infty}$ とおく. $x_{4}$ を $y_{0}$

で表すと, $D(f(X_{3}), y_{0})<\epsilon$ より

$r(f(X_{3}), y\mathrm{o})\in WL\epsilon u(f(x_{3}))\cap W_{L\mathcal{E}}^{\theta}(y0)$ .

$D(f(x_{2}), x_{3})<\epsilon$ より $y_{1}=f^{-1}(r(f(x3), y_{0}))\in W_{\mu L\epsilon}^{u}(x3)$ とおけば $d(f(X_{2}), y1)<$

$\nu_{1}\epsilon<\epsilon_{0}$ .
$r(f(_{X_{2}}), y_{1})\in W^{u}L\nu 1\mathit{6}(f(X_{2}))\cap W_{L}S(\nu_{1\epsilon}y_{1})$

に対し, $y_{2}=f^{-1}(r(f(X_{2}), y1))\in W_{\mu L\nu_{1}\epsilon}^{u}(x_{2})$ とおけば $D(f(x_{1}), y2)<\nu_{2}\epsilon<\epsilon_{0}$

$(D(f(X_{1}), X_{2})<\epsilon$ に注意). $r(f(x_{1}), y2)\in W_{L\nu_{2}\epsilon}^{u}(f(X_{1}))\cap W_{Ly_{2^{\mathrm{g}}}}^{s}(y2)$ を選び

$y_{3}=f^{-1}(\mathit{7}^{\cdot}(f(X_{1}), y_{2}))\in W_{\mu}^{u_{L\nu_{2}\epsilon}}(X_{1})$

と牽く: $D(f(X_{0}), x_{1})<\epsilon$ であるから $D(f(X_{0}), y3)<\nu_{3}\epsilon<\epsilon 0\cdot.\{\mathrm{k}$って

$r(f(x_{0}),y_{3})\in W^{u}L\nu 3\epsilon(f(X_{0}))\mathrm{n}W^{s}L\nu \mathrm{s}\epsilon(y_{3})$ .

明らかに $y_{4}=f^{-1}(r(f(x0), y_{3}))\in W_{\mu L\nu}^{u}(3\epsilon X_{0})$ .
さて, $y_{4}$ を $y$ で表すと $D(y, x_{0})\leq\nu_{4}\in\leq L\nu_{\infty}\epsilon$ . 次に $f(y)=r(f(x_{0}), y3)\in$

$W_{L\nu \mathrm{s}\epsilon}^{s}(y3)$ と

$D(f(y), x_{1})\leq D(f(y), y_{3})+D(y3, x1)=D(r(f(x0^{\cdot}), y3),$ $y3)+D(_{X_{1}}, y_{3})$

より $D(f(y), x1)<(L\nu_{3}+\mu L\nu_{2})\epsilon\leq(L\nu_{\infty}+\nu_{\infty}).\epsilon$ . また

$D(f^{2}(y), x_{2})\leq D(f2(y), f(y3))+D(f(y3), y_{2}))+D(y2, x2)$

と $f^{2}(y)\in W_{\mu L\nu}^{S}(3\epsilon f(y3))$ より $D(f^{2}(y), x2)<\{L(\mu\nu_{3}+\nu_{2})+\mu L\nu_{1}\}\epsilon\leq\{L(\mu+$

$1)\nu_{\infty}+\nu_{\infty}\}\epsilon$ . 同様にして, $f^{2}(y)\in W_{L(\mu\nu \mathrm{s}+\nu_{2})_{\mathit{6}}}^{s}(y_{2})$ と

$D(f^{3}(y), x3)\leq D(f3(y), f(y2))+D(f(y2), y_{1})+D(y1, x_{3})$

より $D(f^{3}(y), X_{3})<\{L(\mu\nu_{3}+\mu\nu 2+\nu 1)2+\mu L\}\epsilon\leq\{L(\mu^{2}+\mu+1)\nu\infty+\nu_{\infty}\}_{\mathcal{E}}$. さ

らに, $f^{3}(y)\in W_{L(\mu^{2}3}^{s}(\nu+\mu\nu 2+\nu_{1})\epsilon y1)$ と

$D(f^{4}(y),x4)\leq D(f4(y), f(y_{1}))+D(f(y1), y_{0})+D(y\mathrm{o}, X4)$ ,
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より $D(f^{4}(y), X_{4})<L(\mu^{3}\nu_{3}+\mu^{2}\nu_{2}+\mu\nu_{1}+1)\epsilon\leq L(\mu^{3}+\mu^{2}+\mu+1)\nu_{\infty}\epsilon$ . 従って
$D(f^{i}(y4), x_{i})<L^{i}\epsilon(0\leq\forall i\leq 4)$ .
帰納的に $D(f^{i}(y_{k}), x_{i})<L^{i}\epsilon(0\leq i\leq k)$ を満たす $y_{k}\in X$ を見い出すことがで

きる. $k$ は任意で $X$ はコンパクトであるから, 対角線論法によって結論を導くこ
とができる.
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