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摘要: 分枝限定法は, 組合せ最適化問題に対する代表的な厳密解法であり, さまざまな問題に
適用できる汎用的なフレームワークを提供する. また, 分枝限定法のフレームワークには, 並
列処理適用可能な構造があり, 素直な実装として汎用ツールの実現が考えられる. そのような
ツールの 1つに PUBB(Parallelization Utility for $\mathrm{B}_{\Gamma \mathrm{a}}\mathrm{n}\mathrm{C}\mathrm{h}-\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}$-Bound algorithms) がある. 本
稿では, PUBB の概要とアプリケーション開発の概略を示す. また, 最近行った PC クラスタ
環境での数値実験結果を示し, 過去の結果と比較する.
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1 はじめに

分枝限定法は, 組合せ最適化問題に対する代表
的な厳密解法である [7]. この解法は列挙法であり,
与えられた問題を幾つかの子問題に分割する分枝
操作と, 不要な列挙を停止する限定操作により構
成される. このフレームワークヘ, 子問題の生成方
法, 下界値計算 (最大化問題の場合は上界値計算 :
本稿では, 分枝限定法に関する –般的な記述は, 常
に最小化問題を仮定する) および探索規則などを,
解くべき問題固有の性質や構造を利用して設計し,
組み込むことで分枝限定法が完成する. 厳密解が
得られる問題の規模は, 上下界値の良さなどに依
存するため, 主たる研究課題は, これらの計算方
法にある.

方, フレームワークとしての分枝限定法では,
生成される子問題間には依存関係が少ないという
傾向がある. よって, 各子問題に対する下界値計算,
その結果に基づく子問題の生成, あるいは限定操
作 (これら, 1つの子問題に関する –連の処理を,
本稿では子問題の評価と呼ぶことにする) は, 他の

子問題とは独立に行うことができる. したがって,
複数の子問題を同時に評価するという並列処理が

素直に適用でき, 並列分枝限定法も汎用的なフレー
ムワークを提供する. そこで, フレームワークを

直接的に並列化する汎用ツールがいくつか開発さ
れた $[‘ \mathit{2},3,13,19]$ . PUBB(Parallelization Utility
for $\mathrm{B}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{h}_{-}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}$ -Bound algorithms) は, そのよう
な汎用ツールの 1つである. 組合せ最適化問題の
多くは本質的に難しく, 分枝限定法の並列化がそ
れらの解決に決定的であるとはいえない. しかし,
現実的な時間で解ける問題例を増やすための, 重
要なアプローチの 1つである. 実際, このような
ツールを利用することで, 初めて最適解を得たと
いう報告がいくつかなされている $[3, 16]$ .
本稿では, PUBB の概要とアプリケーション開

発の概略を紹介する. また, PUBB によって $\mathrm{P}\mathrm{C}$ ク

ラスタ環境上に並列分枝限定法を実現し, 数値実
験を行なった結果を, これまでの結果と比較しな
がら紹介する.

2 PUBB

2.1 PUBB の概要

PUBB は, 並列分枝限定法の開発実行環境を
構築するための汎用ツールであり, 以下の特徴を
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図 2: PUBB による並列化

図 1: 汎用ツール PUBB

もつ. 並列・分散環境の構築, データ転送には標
準メッセージパッシングライブラリの 1つである
$\mathrm{P}\mathrm{V}\mathrm{M}$( $\mathrm{P}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{l}[\mathrm{e}\mathrm{l}$ Virtual Machine) を利用している.

汎用ツール 並列分枝限定法のフレームワ一クを提
供する汎用ツールである. ユーザは問題固有
の利用者定義データ型と, それを用いた利用
者定義関数をプラグインとして開発すること
で, 各問題に対する並列分枝限定法が実現で
きる (図 1).

逐次処理として開発可能 PUBBでは, プラグイン
するデータ型関数の開発環境として, 並列.
分散環境と同じインターフェースを持つ, 逐
次分枝限定法のための開発キットを提供する.
このため, ユーザは並列処理を意識すること
なく, 並列分枝限定法のプログラムを開発す
ることができる. ユーザが開発したプラグイ
ンは, 再コンパイル程度の手間で並列化され
る (図 2).

多様な探索規則 PUBBでは, 標準として深さ優先,
広がり優先, 下界値優先, ユーザが定義した子
問題の優先順位の昇順・降順の各探索規則を,
プログラム実行時に指定できる. また, PUBB
の開発過程において提案. 実装された探索規
則で, 深さ優先探索と下界値優先探索を組合
わせたハイブリッド探索も標準で指定できる.
ハイブリッド探索では, まず, 深さ優先探索
が適用される. 実行可能解が見つかるか, 暫
定解よりも良い実行可能解が見つからないこ

とが保証されることで分枝が停止すると, 生
成された子問題群の中から最良の下界値の子
問題を選択する. その後, 分枝が停止するま
で, 再度深さ優先探索が適用される, という
操作を繰り返す. 並列分枝限定法におけるハ
イブリッド探索の効果については, 参考文献
[14] を参照されたい.

多様な制御方式 PUBB では, 並列分枝限定法の
実装上での代表的な制御方式である中央制御
型 (Master-Slaveモード), 分散制御型 (Fully-
Distributed モード) , 混合制御型 (Master-
Slave to Fully Distributed モード) を 1つの
システムで実現している. また, 制御方式は
実行時に指定できる.

22 タスク構成

PUBB は, PVM上の以下の 3種類のタスクで構
成される (図 3).

Problem Manager(PM) : 主に, 問題の情報や
分枝限定法の実行中の情報を管理する. MS
モードまたは MS-FD モードでは子問題プー
ルを管理する.

Load Balancer(LB): Solver を起動する. した
がって Solver と対をなす. $\mathrm{F}\mathrm{D}$モードでは, 対
となる Solverの子問題プールの状態を受けと
り, 他の LB とデータ交換を行なって, 負荷
分散のための意思決定を行なう.

Solver: 主に, 子問題の評価計算を行なう. FD
モードまたは MS-FD モードでは, Solver ご
とに子問題プールを管理する.
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(2) 暫定解が更新された場合, その解を $\mathrm{P}\mathrm{M}$ へ送
信する. その後 $\mathrm{P}\mathrm{M}$ は, 暫定値を各 $\mathrm{L}\mathrm{B}$ へ送
信する. 各 $\mathrm{L}\mathrm{B}$ は新たな暫定値を受けとると,
その値を対をなす Solverへ伝達する.

図 3: PUBB のタスク構成

通常, LB と Solver は同 $-$ワークステーション
$\mathrm{P}\mathrm{C}$ 上で動作させる.

2.3 各動作モードの概略

2.3.1 Master-Slave(MS) モード

初期化 まず $\mathrm{P}\mathrm{M}$が起動される. $\mathrm{P}\mathrm{M}$ は問題 7–“ $-$

タ (インスタンス) の読み込み, 初期暫定解の計算,
およびルート問題の生成を行なう. $\mathrm{P}\mathrm{M}$ の初期化
は, ルート問題を子問題プールへ入れることで完了
する. $\mathrm{L}\mathrm{B}$ は必要に応じて起動され, 初めに対をな
す Solver を起動する. そして起動された Solver
は $\mathrm{P}\mathrm{M}$ に対して初期化要求を出す. $\mathrm{P}\mathrm{M}$ は, その

要求に答えて, 問題データや初期暫定値を Solver
へ送る. Solver は, これらを受けとって初期化を
完了する. $\mathrm{L}\mathrm{B}$ および $\mathrm{P}\mathrm{M}$ は, 初期化の完了通知
のあった Solver を, 計算に使用可能な Solver と

して認識する.

子問題の評価と送受信 $\mathrm{P}\mathrm{M}$ は, 使用可能である
と認識した Solver群中に IDLE状態 (計算を行なっ
ていない状態) の Solverが存在し, 自タスクの子
問題プールに子問題が存在する限り, 次々に子問
題を IDLE 状態の Solver へ割り当てる. Solver
が子問題を受けとると, その問題の評価計算を行
なう. その結果にしたがって, 次の動作が実行さ
れる :

(1) 新しく子問題群が生成された場合, それらは
全て $\mathrm{P}\mathrm{M}$ へ戻され, その Solver は次の子問
題の受信待ち, すなわち IDLE 状態となる.

(3) 評価された子問題が見切られた場合, 計算終
了の報告だけが $\mathrm{P}\mathrm{M}$へ伝達される.

終了時 $\mathrm{P}\mathrm{M}$ のみが管理している子問題プールが
枯渇し, 計算中の Solverが存在しないことを PM
が認識したとき, $\mathrm{P}\mathrm{M}$ は保持している暫定解を最
適解として出力し終了する.

2.3.2 Fully-Distributed(FD) モード

初期化 初期化の手順は次の 2点を除き, $\mathrm{M}\mathrm{S}$ モー

ドと同じである. すなわち, (1) $\mathrm{P}\mathrm{M}$ は子問題プー
ルを持たず, $\mathrm{P}\mathrm{M}$ で生成された元問題は最初に起
動された Solver に渡される ;(2) $\mathrm{P}\mathrm{M}$ は Solver群
を管理しない.

子問題の評価と送受信 (1) このモードでは, 各
Solver は自タスクの子問題プールを用いた逐次分
枝限定法を Solver 内だけで実行する. 最初に起動
された Solverは,PMから元問題を受け取るが, そ
の後は各 Solver と対をなす $\mathrm{L}\mathrm{B}$ 群が負荷分散の意
思決定を行ない, $\mathrm{L}\mathrm{B}$ の指示に従って, ある Solver
から別の Solverへと子問題が渡される.

負荷分散 $\mathrm{L}\mathrm{B}$ 群だけで負荷分散の意思決定を行
なうために, 各 $\mathrm{L}\mathrm{B}$ は, 対をなす Solver の子問題
プールの情報を知る必要がある. そのため, Solver
は 1個の子問題の評価計算が終了すると, 対をな
す $\mathrm{L}\mathrm{B}$ に対して, (1) 保持している子問題数, (2) 最
良下界値, および (3) 最悪下界値を送信する. ただ
し, Notification Interval Time パラメタが設
定された場合, これらの情報の送信は, 前回の送信
から指定された時間 (Notification Interval Time)
が経過した後にのみ行われる. $\mathrm{L}\mathrm{B}$ は, これらの情
報と他の LB とやり取りして得た負荷分散の意思
決定をもとに, 対をなす Solverが他の Solverへ
子問題を送信するかどうか判断し, 送信する場合
には送信先の Solver を指示する. Solver は, こ

の指示にしたがって子問題を送信するか, もしく
は他の Solverから子問題を受信し, 子問題プール
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を更新してから次の子問題評価計算を行なう. 負
荷分散の詳細については本稿では割愛する. 詳細
は, 参考文献 $[15, 17]$ を参照されたい.

ある.

24 実現される並列分枝限定法の挙動

子問題の評価と送受信 (2) ある Solverで暫定解
が更新された場合, その解は $\mathrm{P}\mathrm{M}$へ通知され, そ
の後, 暫定値が全ての LB へ通知される. 各 LB
は, 対をなす Solver の暫定値を更新する.

終了時 Solverは, 子問題の枯渇が生じて計算を
行なっていない IDLE 状態か, 子問題の溢れが生
じて子問題を処理できない FULL 状態になったと
きにのみ, $\mathrm{P}\mathrm{M}$へ Solver の情報を通知する. 全て
の Solverが IDLE であることを $\mathrm{P}\mathrm{M}$が検知した
とき, $\mathrm{P}\mathrm{M}$が持つ暫定解を最適解として出力し終
了する. あるいは, 全ての Solver が FULL であ
ることを $\mathrm{P}\mathrm{M}$ が検知したとき, $\mathrm{P}\mathrm{M}$が持つ暫定解
を最良解として出力し終了する.

PUBB は, 当初 Ethernetで接続されたワークス
テーション群を利用し, 子問題の評価計算に時間
を要する解法の並列化を意図して開発された [17].
ここでは, ワークステーション群の環境で, 評価
計算に 1秒程度を要した巡回セールスマン問題に
対する数値実験結果 [15] を示し, PUBB が実現す
る並列分枝限定法の挙動をみる.

2.4.1 ワークステーション群の環境

ワークステーションは, IBM $\mathrm{R}\mathrm{S}/6000$ Model
$25\mathrm{T}$ (CPU : $\mathrm{P}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{p}\mathrm{c}601(66\mathrm{M}\mathrm{H}_{\mathrm{Z}})$ , メモリ :
$64\mathrm{M})$ を用い, 各ワークステーションは $10\mathrm{M}$ bps
のイーサネットにより接続されている. 利用した台
数は, 最高 101台 (Solver数は 100) である.

2.3.3 Master-
Slave to Fully-Distributed(MS-FD)
モード

まず, $\mathrm{M}\mathrm{S}$ モードとして初期化し, 実行する. そ
の後, $\mathrm{P}\mathrm{M}$ が保持する子問題数が, パラメータで
指定された値を上回ったとき $\mathrm{F}\mathrm{D}$ モードヘ切替え
る. 切替え時には, モードの切替え要求を $\mathrm{L}\mathrm{B}$ 経
由で全ての Solverへ通知する. この通知を受けた
Solver は, 通知に対する応答を $\mathrm{P}\mathrm{M}$ へ返し, その
後, 受けとった子問題の評価計算によって生成され
る子問題群を $\mathrm{P}\mathrm{M}$へ返却せず, 自タスク内の子問
題プールとのやりとりによる, ローカルな逐次処
理の分枝限定法の実行に切り替える. PM は, 全
ての Solverからのモードの切替え要求に対する応
答を受信すると, $\mathrm{P}\mathrm{M}$ 内に残っている子問題群を
下界値の良い子問題から順にラウンド・ロビン方式
によって, 1個ずつ全ての Solverへ送信する (子
問題プールは, 子問題選択規則順, 最良下界値順,
最悪下界値順に操作できるデータ構造を持つ. 詳
しくは, [15] を参照). このような分配により, FD
モードへの切替えが終了した時点での各 Solverが
持つ子問題群は, 子問題数のみならず, 網子問題群
の下界値の合計という点でもほぼ均等に分散した
状態となる. その後の動作は $\mathrm{F}\mathrm{D}$ モードと同じで

242 数値実験結果

図 4, 5, 6は, Held-Karp の解法 $[5, 6]$ を用いて,
TSPLIB ベンチマーク問題の中から都市数 70の問
題を解いた結果である. 図 4, 図 5, 図 6は, それぞ
れ各 Solver 数に対しする計算時間, 評価した子問
題数, 利用率を示す. ここで,

利用率 $= \frac{}\mathrm{s}_{\mathrm{o}1_{\mathrm{V}\mathrm{e}\mathrm{r}}\text{で評}価計算をた計算時間の和}{\text{の実行時間の和}}$

と定義している. 各制御方式に対して, 下界値優先
探索とハイブリッド探索を指定して実行している.
また, 各グラフにおいて, 並列処理適用時に生じ
る非決定的な要素によるばらつきを排除するため,
同じ動作環境, 同じパラメタ設定により 5回試行
した平均値をプロットしている.
図 4において, $\mathrm{M}\mathrm{S}$ モードが線形あるいは超線形

の結果を示しているのは, PUBB の $\mathrm{M}\mathrm{S}$ モードが

子問題を集中管理することにより, 列挙木全体に対
する探索規則が正確に制御されているためである.
図 5が示すように, いずれの探索規則においても,

$\mathrm{M}\mathrm{S}$ モードでは Solver 数が増加しても評価計算を
行った子問題数は増加しない傾向がある. ハイブ
リッド探索は下界値優先探索よりも, さらに計算時
間の短縮効果が大きい場合がある. 特に, Solver
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図 4: Solver 数と計算時間の関係

図 5: Solver 数と評価した子問題数の関係

数が 70では超線形で計算時間を短縮している. 図
6が示すように, 評価計算に時間を要する場合, MS
モ一ト “で最も高い利用率が得られた.

図 4が示すように, $\mathrm{F}\mathrm{D}$ モードにおいては Solver
数が増加しても計算時間が短縮しない場合が生じ
る. これは, 図 5 に示されるように, Solver 数が
増加すると, 評価計算を行う子問題数が増加する
ためである. $\mathrm{F}\mathrm{D}$ モードでは, 各 Solver 内に保持
されている子問題群に対して, 起動時に指定され
た探索規則が適用されるため, 列挙木全体として

は無駄な子問題の評価計算を行うことがある. し

かし, 図 6が示すように, Solver の利用率は特に
悪いわけではない. さらに, MS-FD モードを適用
することで大幅に改善がみられる (図 5).

図 6: Solver 数と利用率の関係

25. 評価計算の短い解法への対応

評価時間が短い解法を, PUBB を利用して並列
化する場合, 子問題の送受信に要する時間が評価
計算時間に比べて相対的に長くなるため, $\mathrm{M}\mathrm{S}$ モー

ドでの実行は効果的でない. さらに, $\mathrm{F}\mathrm{D}$ モード

でさえ, LB と Solver 間の通信時間が, オーバ一

ヘッドとして無視できなくなる。 そこで, LB と

Solver 間の通信量を減らすため用意したのが, 前述
の Notification Interval Time パラメタである. こ

のパラメタを長くとると, LB と Solver 間のオー
バーヘッドは減るが, $\mathrm{L}\mathrm{B}$ が認識する Solver の子
問題群の情報が不正確となるため, 誤った負荷分

散を行う可能性が高くなる. よって, このパラメ

タは適当に調整する必要がある. また, Solver 間
で行われる子問題の送受信を減らすために, 指定
された探索規則によらず, Solver 内の子問題群の
中から, 下界値の最も良い子問題を転送する Best
Bound First Transfer方式を実装した. これら

の改良を加えることで, 評価計算の短い解法でも,

PUBB による効果的な並列分枝限定法が実現でき
た [16].

26 アプリケーション開発

本節では, PUBB による分枝限定法の実装につ
いて概略を述べる. 開発言語は $\mathrm{C}$ 言語および $\mathrm{C}++$

言語が用意されている. ユーザがプラグインとし
て開発する必要があるのは, 利用者定義データ型
と利用者定義関数群である. 利用者定義データ型
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は次の 3種類である :

- インスタンスデータ (Instance Data)
これは, 解くべき問題の\tau -‘‘- タである. 対象と
する問題が最大化であるか最小化であるかを
示すデータは, PUBB により予約されている.

(f) メモリの解放
データ型のメモリを解放する.

(g) Dump 関数
デバッグのために, データ型の情報を出力する.

$-$ 子問題データ (Subproblem Data)
各子問題はインスタンスデ一タと付加的な情
報によって記述できる. 子問題データは付加
的な情報に関するものである. 下界値上, 標
準的に必要となデータは, PUBB により予約
されている.

$-$ 解データ (Solution Data)
これは, 実行可能解のデータである. 目的関
数値は, PUBB により予約されている.

$\mathrm{C}$ 言語では, 各データに対する構造体を定義する.
構造体名は Pbbi (Parallel $\mathrm{B}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{C}\mathrm{h}_{- \mathrm{a}}\mathrm{n}\mathrm{d}_{-}\mathrm{B}0\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}$ In-
terface) から始まる名前が予約されてぃる. ただし,
PUBB が必要とする構造体のメンバ以外は, 利用
者が自由に記述して良い.
問題固有の関数群は, 次のように分類される :

(a) インスタンスの読み込み
インスタンスを読み込み, インスタンスデー
タを作成する.

(b) 初期解の計算

インスタンスを読み込んだ直後に初期暫定解
を計算する. 初期解を求めない場合でも, 自
明な bound のみから成る解を作成する.

(c) ルート問題の作成
ルート問題に関する子問題データを作成する.

(d) 子問題の評価
子問題の評価計算をする. このとき,

(d-1) 暫定解を更新する解を見つけたら, 解
データの形で返す.

(d-2) 新しい子問題を作成する必要があれば,
それらを子問題データの形で返す.

(e) 解の出力
初期解と PUBB 終了後の解 (一般に最適解) を
出力する.

図 7は分枝限定法の疑似コードであり, 関数群の役
割を示している. $\mathcal{L}$ は子問題プールであるが, そ
の管理について, ユーザは全く考慮する必要のな
いことに注意する.

逐次分枝限定法の実装は以上で充分である. そ
して, 並列化のみに必要な関数は次の 1つである :

(h) データの $\mathrm{P}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{k}/\mathrm{U}\mathrm{n}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{C}\mathrm{k}$

PVMの提供する基本 $\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{k}/\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{C}\mathrm{k}$関数を用い
て, 利用者定義データ型を $\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{k}/\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{k}$する.

以下では, 0-1 ナップサック問題の実装例を示す.
0-1 ナップサック問題とは, 次のようにして定義さ
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れる問題である :

$(\mathrm{K}\mathrm{P})|$ .最条件 f化 $i=1x_{j} \sum_{=0\mathrm{r}}^{Z=}nw_{j}x_{\mathrm{O}}j\leq j=\sum \mathrm{P}j^{X}n11(jc,j=1, \ldots, n)$

.

ここで, 各 $j$ をアイテムと呼ぶ. また, $p_{j},$ $w_{j}(j=$

$1,$
$\ldots,$

$n)$ および $c$ は正整数であり, $Pj/w_{j}$ $\geq$

$Pj+1/w_{j+1}(j=1, \ldots, n-1)$ と整列されている
ことを仮定する.
子問題を $\mathrm{K}\mathrm{P}$ ( $S_{1}$ , So, $F^{\gamma}$) と表現する. ただし, $S_{1}$ ,

$s_{\mathit{0}}$ はそれぞれ 1,0に固定されたアイテム集合であ
り, $F=\{1, \ldots, n\}\backslash (S_{1}\cup S_{\mathit{0}})$ である. よって 0-1

ナップサック問題自身は $\mathrm{K}\mathrm{P}(\emptyset, \emptyset, \{1, \ldots, n\})$ とな

る. $\mathrm{K}\mathrm{P}$ ( $S_{1}$ , So, $F$ ) は次のように定式化される.

( $\mathrm{K}\mathrm{P}$ ( $S_{1}$ , So, $F$))

$|$

最条件大化
$i \in x_{j}=z-\sum_{F}^{-}wjX_{j}\leq-$

$\sum_{1,(jj\in s)}^{S_{1}}.w_{i}j\in\sum_{c}pjx_{j}+\sum_{\in \mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{r}1F}p_{j}Fj\in$ ,

まず, 利用者定義データ型は次のように設計す
れば良い :

(c) $i\mathrm{s}-$ ト問題の作成
$S_{1}=\emptyset,$ $F=\{1, \ldots, n\}$ とする子問題データを
作成する.

(d) 子問題の評価
簡単のため, ルート問題 $(\mathrm{K}\mathrm{P})$ に対する評価計

算を考える. 他の子問題の評価計算も同様で
ある.

$s= \min\{j| \sum_{i=1}^{\dot{J}}w_{i}>c\}$ と定義する

( $\sum_{i=1}^{n}w_{i}>c$ ならば $s=n+1$ とする). さ

らに, $\overline{c}=c-\sum_{jj}^{s-1}=1^{W}$ とする. このとき,

UB $= \sum_{j=1}^{s-1}pj+\lfloor\overline{c}ps/W_{S}\rfloor$ が $(\mathrm{K}\mathrm{P})$ に対する

上界値であることが知られている ( $\lfloor x\rfloor$ は $x$ を

超えない最大の整数). 評価計算は次のステッ
プで実行する :

(d-O) $C<0$ ならば問題は実行不可能であり,
評価計算を終了する (分枝停止となる).

(d-1) $s=n+1$ または $\overline{c}=0$ ならば, $x_{1}=$

. $..=x_{s-1}=1,$ $x_{s}=\cdots=x_{n}=0$ が

(子) 問題の最適解である. よって, この

新しい解が暫定解を更新するならば, 新
しい解を解データの形にして返す. そし
て評価計算を終了する (分枝停止となる).

- インスタンスデータ

$n,$ $c,$ $(p_{j}, w_{j})(j=1, \ldots, n)$ を持つ.

- 子問題データ
$S_{1},$ $F$ を持つ.

- 解データ

$n,$ $x_{j}(j=1, \ldots, n)$ を持つ.

(d-2) 上界値 UB を計算する UB が暫
定値よりも大きければ, $k$ $\in$ $F$ を

選んで分枝する. 評価されている子問
題が $\mathrm{K}\mathrm{P}$ ( $S_{1}$ , So, $F$) の場合, $\mathrm{K}\mathrm{P}(S_{1}\cup$

$\{k\},$ So, $F\backslash \{k\}),$ $\mathrm{K}\mathrm{P}(S_{1},$ $S_{0}\cup\{k\},$ $F\backslash$

$\{k\})$ が新しい子問題となるので, 各々を
子問題データの形にして返す.

また, 関数の設計は次のように設計することがで
きる.

紙面の都合上, 他の関数群の設計については省略
する.

(a) インスタンスの読み込み
$n,$ $c,$ $(p_{j}, w_{j})(j=1, \ldots, n)$ をデータファイ

ルから読み込み, インスタンスデータを作成

する.

3 $\mathrm{P}\mathrm{C}$ クラスタ環境における並列分
枝限定法

(b) 初期解の計算
貧欲解を初期暫定解としても良いし, 自明な
実行可能解 $(x_{j}=0(j=1, \ldots, n))$ を初期暫

定解としてもよい.

本節では, まず最大クリーク問題をワークステー
ション群で解いた結果と PC クラスタで解いた結
果を比較する. 次に, 二次割当問題を $\mathrm{P}\mathrm{C}$ クラスタ

環境で解いた結果を示す.
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3.1 $\mathrm{P}\mathrm{C}$ クラスタ環境

PC クラスタを構成する $\mathrm{P}\mathrm{C}$ は, エプソンダイ
レクト社の Endeavor AT-700C($\mathrm{c}\mathrm{P}\mathrm{U}:\mathrm{P}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{u}\mathrm{m}$ II

$400\mathrm{M}\mathrm{H}\mathrm{z}$ , メモリ $:256\mathrm{M}$) である. この $\mathrm{P}\mathrm{C}21$ 台を
$3\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{m}$ 社製 Super Stack II Baseline 10/100 Switch
24 port で接続して PC クラスタを構成した. ま
た, $\mathrm{O}\mathrm{S}$ には Linux (Kernel 22.5-15,package Red-
Hat6 .0) を使用した.

32 最大クリーク問題

無向グラフ $G=(V, E)$ のクリーク $C(\underline{\subseteq}V)$ と

は, $C$ の任意の 2頂点が枝で結ばれているものを
いう. 最大クリーク問題とは, 要素数最大のクリー
クを求める問題である. [16] では, ワークステー
ション 51台を用いて, その時点で最適性が保証さ
れていなかった DIMACSベンチマーク問題を 5問
解いた. 323節では, この結果と PC クラスタ環
境における計算結果を比較する.

321 解法の概略

解法の概略は次の通りである. 詳細は [16] に与
えられている.

初期解

Ikebe and Tamura [8] による STABJOIN を使
用した. STABJOIN は, ほとんどのインスタンス

に対して最適解もしくはそれに近い解を出力した.
上界値の計算

$G$ の安定集合 $S(\subseteq V)$ とは, $S$ の任意の 2頂点が
枝で結ばれていないものをいう. $S=\{S_{1}, \ldots, S_{K}\}$

を安定集合による頂点集合 $V$ の分割とする. $S$ は

$G$ の点彩色と呼ばれる. そして, よく知られてい
るように, クリークの最大要素数は高々 $K$ であり,
点彩色の彩色数が上界値を与える. 一般のグラフ
に対して彩色数を求めることは NP-困難であるた
め, ヒューリスティック解法が多く提案されている.
[16] では, 逐次分枝限定法において, 総計算時間の
意味で最良の結果を示した, greedy な解法を採用
した.

分枝方法

[12] に基づいている. 1回の分枝操作で生成さ
れる子問題数は暫定解の大きさに依存するため,

STABJOIN は総子問題数を減らすためにも有効で
あった.

子問題の探索
一般に, 1回の分枝操作によって多くの子問題
を生成するため, 深さ優先探索を適用している.

3.2.2 ワークステーション群と PC クラスタの
比較

ワ一クステーション群は, 24.1節の環境を用い
ている. この環境で最大クリーク問題を解いた結
果は, $[16, 17]$ に示されている. 数値実験には, ラ

ンダムに生成した 200頂点, 枝密度 9O%の問題 10
問を用いた. PC クラスタ環境での数値実験でも,
$[16, 17]$ と同じプログラム, 同じデータを用いた. た
だし, 初期暫定解を得るときに利用している乱数
が動作環境に依存したため, 初期暫定値が異なる
場合がある. 両環境とも 21台 (Solver 数は 20) の
ワークステーション $\mathrm{P}\mathrm{C}$ を使用している.
まず, 今回利用したワークステーションおよび

$\mathrm{P}\mathrm{C}$ 単体の計算時間を比較するため, 10問の中で
暫定解の更新がなかった (初期暫定解が最適であっ
た)6問について計算時間の和をとった. すると,

ワークス Pテー単 ‘体の ‘計単算体時間計の算和時間 a)和 $=5.0$

という結果を得た. すなわち, 計算機単体の計算速
度は $\mathrm{P}\mathrm{C}$ の方が 5倍程度速いと考えられる. また,
この 6問について, Solver 内の子問題群の中から
深さの最も大きい子問題を転送する Depth First
Transfer方式を実行し, 負荷分散を頻繁に生じさ
せた結果を図 8, 9に示す. この場合も, 並列動作
に伴う非決定的な挙動の影響を排除するため, 5回
の試行による平均値でプロットしている. これらの
図より, ワークステーション群の環境では, Noti-
fication Interval Time を 0.5秒に設定すると必ず
計算時間が短縮するのに対して, $\mathrm{P}\mathrm{C}$ クラスタ環境
では, 必ずしも計算時間は減少しない. また, 負
荷分散を誤り, Solver の利用率が低下することも
多くなる.
次に, PC クラスタ環境において, Depth First

Transfer 方式で転送し, 負荷分散を頻繁に生じさ
せた場合と, Best Bound First Transfer方式で転
送した場合を比較した結果を図 10, 11に示す. こ

の場合も, 並列動作に伴う非決定的な挙動の影響
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図 8: 動作環境の違いによる比較 (計算時間) 図 10: 転送方式の違いによる比較 (計算時間)

$.\underline{\circ}$

$\sim\Phi$

$\sim\cong\overline{\supset\sim}\alpha\underline{\circ}$

$\overline{\sigma_{\Phi}^{\mathrm{O}}\Xi\alpha\subset)}$

図 9: 動作環境の違いによる比較 (利用率)

を排除するため, 5回の試行による平均値でプロッ
トしている.

図 10, 11から, 負荷分散が頻繁に生じる Depth

First Transfer方式では, パラメタ値 (Notification

Interval Time) を大きくすると, 誤った負荷分散
によるオーバーヘッドが大きくなることが多いこ
とがわかる. よって, 負荷分散が多い場合は, パ

ラメタ値を $0$ に設定することが適当である. しか

し, Best Bound First Transfer 方式を採用する場
合には, パラメタ値を 0.5秒に設定することで, 0.3
程度利用率が向上している. ただし, 0.5秒より長

くしても計算時間に顕著な短縮効果は現れていな
い. したがって, $\mathrm{P}\mathrm{C}$ クラスタ環境では Notification
Interval Time を 0.5秒に設定した.

$\mathrm{o}$

$oe\sim\Phi$

$\frac{\mathrm{o}}{\cong,\supset\sim\Phi\overline{\sim}}$

の

図 11: 転送方式の違いによる比較 (利用率)

最後に, $\text{ワ}-$ クステーション群環境では 1秒,
$\mathrm{P}\mathrm{C}$ クラスタ環境では 0.5秒に Notification Interval
Time を設定し, どちらも Best Bound First Trans-
$\mathrm{f}\mathrm{e}\mathrm{r}$ 方式で転送した場合の数値実験結果を表 1に示
す. 表 1において, “加速率” は次のように定義さ
れている :

加速率 $= \frac{逐次処理での計算時間}{20\text{個のよ並列計算時間}}$

また, “更新” は, 暫定解の更新の有無を示してい
る. 表 1が示すように, Notification Interval Time
を適切に設定することによって, $\mathrm{P}\mathrm{C}$ クラスタ環境

においても十分な加速率が得られ, 並列の場合に
もワークステーション群環境よりも 5倍程度速く
解くことができた.
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ここで, $S_{n}$ は $\{1, \ldots, n\}$ 上の置換集合である.
$3.\dot{3}.2$節では, QAPLIB ベンチマーク問題を $\mathrm{P}\mathrm{C}$ ク

ラスタ環境で解いた結果を示す.

323 数値実験結果

[17] では, DIMACSチャレンジ問題集から, 1997
年の時点において最適解が得られていなかった問
題を 5問解いた. その中で最も計算時間を要した
$\mathrm{p}_{-\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t}}1500-2$ (頂点数:1500, 枝密度:506%) を $\mathrm{P}\mathrm{C}$ ク

ラスタ環境で解いた. その結果を表 2に示す.
ワークステーション群の環境では, $5\dot{1}$ 台 (Solver

数は 50) のワークステーションを使用した (PC ク

ラスタ環境では 21台の $\mathrm{P}\mathrm{C}$ を使用). この実験の試
行回数は 1回である. 睡中の “子問題数” は, 評価
計篁を行った無闇顕の獅である

$-$

また, 新たに $\mathrm{p}$ -hat1000-3(頂点数:1000, 枝密
度:74 .3%) も PC クラスタ環境で解くことができ
た. その結果を表 3に示す.

表 3: $\mathrm{p}_{-\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t}100}0-3$ に対する計算結果

33 二次割当問題

二次割当問題は, 2つの $n\cross n$ 行列 $F=(F_{ij})$ ,
$D=(D_{ij})$ が与えられたとき, 次のように定式化
される問題である :

$\min_{\pi\in S_{n}i=1}\sum nj\sum_{=}n1p_{\pi}(i)\pi(j\rangle iDj\cdot$

331 解法の概略

初期解
$\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{d}[18]$ によって提案された robust taboo

search を用いた. また, QAPLIB のホームページ
で公開されているプログラムコードを参考にした.
下界値の計算

Gilmore-Lawler bound $[4, 10]$ を用いた. すなわ
ち, $i,j=1,$ $\ldots,.n$ に対して, $L_{ij}$ を

$L_{ij} \equiv\pi\in^{s}n\min_{\pi(j)=;},\sum_{1k=}^{n}Fi\pi(k)^{D}jk$

と計算して求め, 行列 $L=(L_{ij})$ に関する (線形)
割当問題の最適値を求める. 良く知られているよ
うに, $L_{ij}$ の計算において割当問題を解く必要はな
$\langle$ , Gilmore-Lawler bound の計算は高速に行なう
ことができる.

分枝方法

固定されていない添字 $i$ を選び,「\mbox{\boldmath $\pi$}(i) $=1,$ $\pi(i)=$

$2,$
$\ldots,$

$7$「 $(i)$ $=$ $n$」 または 「 $\pi(1)$ $=$ $i,$ $\pi(2)$ $=$

$i,$
$\ldots,$

$7\mathrm{i}\cdot(n)=$ I と $n$ 個の子問題を生成する. こ

のとき, 行列 $L$ に関する割当問題の最適解の情報
や, 行列 $F,$ $D$ の情報を利用して無駄な分枝を省く
ことができる.

子問題の探索

深さ優先探索を適用している.

332 数値実験結果

QAPLIB ベンチマーク問題, nug22 $(n=22)$ お
よび nug24 $(n=24)$ を解くことができた. 結果を表
4に示す. この実験の試行回数も 1回である. 1997
年の論文 [3] では, nug22を, NEC Cenju-3のプロ
セッサを 48\sim 96台使用して (restart機能がある
ため, 利用プロセッサ数を変更することができる),
766800(sec) で解いた. 現在, nug-typeで解かれて
いる最大規模の問題は nug25 $(n=2.5)$ である [11].
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表 4: QAPLIB の問題に対する結果
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4 おわりに
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