
KOSZUL COMPLEX
AND

WRONSKI RELATIONS FOR $U(\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{n})$

梅田 亨 TORU UMEDA (京大理)

Introduction: Lie 環 $\mathrm{g}\text{【_{}n}$ の普遍包絡環 $U(\mathrm{g}\mathrm{t}_{n})$ の中心元として, 非可換な行列式及

びパーマネントによって表示される二つの系列が知られるが, ここではそれらの具体的

関係式を与える. これら二系列の中心元の, 対称式に於ける対応物は, それぞれ基本対

称式 (elementary symmetric polynomials) と完全斉次対称式 (complete homogeneous

symmetric polynomials) である. それらの関係式は, 母函数に移れば単純で, (本質的

に) 互いに逆数になっている. そのような簡単な関係式に敢えて名前をつけるのは, 些

か心苦しいが, いくつかの文献では Wronski の関係式と呼んでいるので, ここでもそ

れに従う (定理公式からの「人名追放運動」 には賛同したい–方, 便利なので人名を

使うのは簡単には止められない). 因みに Josef Maria HHHoine Wronski (1778-1853) は

Gauおと同時代を生きた数学者で, 興味深い人物である.

さて, 古典的な場合 ( $=$ 可換変数を扱う場合) には母函数に移って簡単であった. そ

れに類似したより -般的な定式化は Yangian によってなされている [Nal]. しかしなが

ら, その $R$ 行列を駆使する方法は, 「一般の」表現論研究者に馴染みがあるとは言い

がたいし, 得られた定理を 「普通の」言葉に直すのも明らかではない. -方, 古典的な

場合でも母函数の代わりに, Koszul 複体の完全性と Euler-Poincar\’e の交代和の原理

によって, Wronski 関係式をトレースの関係式として出すという方法がある (考えよう

によっては, これも –種の母函数の方法であるが). ここでは, その類似を辿ることで

$U(\mathrm{g}\mathrm{t}_{n})$ の Wronski 関係式を導く.

1. 非可換成分行列のトレース: 非可換成分の行列でも普通にトレースを考えればよ

いが (係数拡大するだけのこと), 座標の入れ替えなどに関する不変性などをちゃんと見

るために, 以下のような定式化をする.
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基礎体は (標数 $0$ の) $\mathrm{K}$ を固定して考える. $\mathrm{K}$ 上の (有限次元) 線型空間 $V$ と K- 線

台子 $A$ に対し,

$\Phi$ : $Varrow V\otimes A$ .

というタイプの線型写像 $\Phi$ を考え, そのトレース $\mathrm{T}\mathrm{r}(\Phi)$ を

$\mathrm{T}\mathrm{r}(\Phi)=j\sum_{=1}\Phi_{jj}$

と定義する. 但し, $\Phi(v_{j})=\sum_{i=1}nv_{i}\otimes\Phi_{ij}$ , で $\{vi\}_{i1}^{\eta}=$ は $V$ の–つの基底とする. 定

義が基底の取り方によらないのは容易である. 係数拡大だけなので, 次のような基本的

なことも確認できる.

Lemma 1.1. 次の図式が可換とする.

$V$
$\underline{f.}$

$W$

$\Phi\downarrow$ $\Psi\downarrow$

$V\otimes Arightarrow f\otimes 1W\otimes A$.

この時

(1) $\Phi(\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}f)\subset \mathrm{K}e\mathrm{r}f\otimes A$ ,

(2) $\Psi({\rm Im} f)\subset{\rm Im} f\otimes A$,

(3) $\mathrm{T}\mathrm{r}(\Phi)=\mathrm{T}\mathrm{r}(\Phi|_{\mathrm{K}\cdot f}\mathrm{e}1)+\mathrm{T}\mathrm{r}(\Psi|_{\mathrm{I}f}\mathrm{n}1)$

が成立する.

これから直ちに Euler-Poincar\’e の交代和の原理も判る.

Corollary 1.2 (Euler-Poincar\’e Principle). 次のダイアグラム (の–行目) で $d^{i}d^{i-1}=$

$0$ が成り立つとする.

. . . – $V^{i-1}$
$\underline{\mathrm{r}X^{i-1}}$

$V^{i}$
$\underline{d^{i}}$

$V^{i+1}$ – . . .

$\Phi^{i-1}\downarrow$ $\Phi^{i}\downarrow$ $\Phi^{i+1}\downarrow$

. . .
$-V^{i-1}\otimes A-arrow d^{i-1}\otimes 1V^{i}\otimes A\overline{d^{i}\otimes 1}V^{i+1}\otimes Arightarrow\cdots$ .

この時 $\Phi$ ’はこの複体のコホモロジー間の線型写像 $H^{i}(\Phi)$ : $H^{i}(V)arrow H^{i}(V\otimes A)=$

$H^{i}(V)\otimes A$ を引き起こし, (複体が有限の時は) 等式

$\sum_{i}(-)^{i}\mathrm{T}\mathrm{r}(\Phi^{i})=\sum(-i)?..\mathrm{T}\mathrm{r}(H^{i}(\Phi))$
.
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が成り立つ.

次に行列のテンソル積 (Krollecker積) を考える. 二つの線型写像 $\Phi$ : $Varrow V\otimes A$ と

$\Psi$ : $Warrow W\otimes A$ に対して, その 「積」

$\Phi\cross\Psi$ : $V\otimes Warrow V\otimes W\otimes A$

を $A$ の積を通じて定義する. 即ち, $V$ と $W$ の基底 $\{v_{i}\}$ と $\{w_{j}’\}$ を用いた $\Phi$ と $\Psi$

の行列表示を $(\Phi_{pi})$ 及び $(\Psi_{qj})$ とした時

(1.1)
$( \Phi\cross\Psi)(v_{i}\otimes w_{j})=\sum_{p,q}v_{p}\otimes w_{q}\otimes\Phi_{p\dot{r,}}\Psi qj$

.

積の順番を入れ替えることもできるので, それを $\Psi\cross\Phi\vee$ と書く.

これらの積に関する結合法則

(1.3) $(\Phi_{1}\cross\Phi_{2})\cross\Phi_{3}=\Phi_{1}\cross(\Phi_{2}\mathrm{x}\Phi_{3})$ ,

(1.4) $(\Phi_{3}\cross\Phi_{2})\vee\cross\Phi_{1}\vee=\Phi_{3}\cross\vee(\Phi_{2}\check{\mathrm{x}}\Phi_{1})$ .

も見易い. また, 「積」のトレ $-$スに関して次が成り立つのも定義からすぐに判る.

Lemma 1.3. 線型写像 $\Phi$ : $Varrow V\otimes A$ と $\Psi$ : $Warrow W\otimes A$ に対し, その 「積」 $\mathrm{x}$ 及

び $\check{\cross}$ のトレ一スについて $\mathrm{T}\mathrm{r}(\Phi\cross\Psi)=\mathrm{T}\mathrm{r}(\Phi)\mathrm{T}\mathrm{r}(\Psi)$ と $\mathrm{T}\mathrm{r}(\Psi\cross\Phi)\vee=\mathrm{T}\mathrm{r}(\Psi)\mathrm{T}\Gamma(\Phi)$ が

成り立つ.

2. Koszul complex: ここでは通常の Koszul 複体 (多項式係数 de Rham 複体)
について記号の説明も兼ねて復習する.

記号 $P_{n}$. で $n$ 変数多項式環 $\mathrm{K}[x_{1}, x_{2}, \cdots, x_{n}.]$ を表わし, $\Lambda_{n}$ で変数 $e_{1},$ $e_{2},$ $\cdots,$ $e_{n}$

を生成系に持つ外積代数を表わす (気持ちとしては $e_{i}$ は変数 $x_{i}$ の微分 $dx_{i}$ を表わすも

のだが, 紛れないよう別の文字を用いる). 更にこれらのテンソル積 (多項式環係数の外

積代数) $\Omega_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}=\prime p_{n}\otimes\Lambda_{n}$ を考える. $\Omega_{n}$ の環の構造は二つの部分環 $P_{n}$ と $\Lambda_{n}$ が元別に

可換になるように入れる. 自然な次数付けによる多項式環と外積代数の同次成分を $P_{n}^{k}$

や $\Lambda_{n}^{l}$ . のように書く. これらの次数付けに対する次数作用素を degp と $\deg_{\Lambda}$ と書く.

また $\Omega_{n}^{k,\iota_{=}}’ \mathcal{P}_{n}^{k}’\otimes\Lambda_{n}^{l}$ と置く. 変数の箇数 $n$ を省いて $\Omega^{kJ}=\Omega_{n,}^{k,l}$ のようにも書くこと

がある.
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環 $\Omega_{n}$. の上には外微分 $d$ とその双対を $d^{*}$ という二つの微分がある:

$d= \sum_{=i1}^{\eta}’ e_{\dot{\varphi}}.\partial i$ , $d^{*}= \sum_{i=1}^{n}xi\rfloor_{\dot{\prime}}.\cdot$

ここで $e_{i}$ や $x_{i}$ はそれぞれ, その変数による掛け算作用素を表わし, $\partial_{i}$ と $\rfloor_{\mathrm{i}}$ はそれぞ

れ対応する変数に関する偏微分と内部微分を表わす. これらの四つの基本的な作用素の

あいだには次の正準 (反) 交換関係が成り立つ :

$\partial_{i}x_{j}-X_{j}\partial i=\delta i.j$ , $\rfloor_{i}e_{j}+ej_{\mathrm{J}^{1}}i=\delta ij$ .

勿論 $\delta_{ij}\#\mathrm{h}$ Kronecker のデルタである. これらの正準 (反) 交換関係から $d^{2}=0,$ $d^{*2}=$

$0$ と

(2.1) $dd^{*}+d^{*}d=\mathrm{d}e\mathrm{g}_{\mathcal{P}}+\deg_{\Lambda}$

という関係が判る.

さて, つぎのような二つの複体を考え, Koszul 複体と呼ぶ.

$K_{N}$ : $0arrow\Omega^{N,0}arrow d,$ $\Omega^{N-1,1}arrow d$. $...arrow d\Omega^{0,N}-arrow 0$ ,

$K_{N}^{*}$ : $0arrow-\Omega^{N,0}arrow-d^{*}\Omega^{N-1,1}arrow-d^{*}$ .. . $arrow-d^{*}\Omega^{0,N}arrow-0$ .

関係式 (2.1) から, これらの複体は $N=0$ を除いて完全 (exact) であることが判る.

これらの尊体を K-algebra $A$ で係数拡大する. もちろん微分はそれぞれ $d\otimes 1,$ $d^{*}\otimes 1$

を採用し拡大した係数 $A$ の上には trivial に働くものとするが, 簡単の為, 以下では単

に $d,$ $d^{*}$ と書く. 次数や次数作用素についても同様の便法を用いる.

係数拡大したところでも, 次のような微分則が成り立つのは見易い:

(2.2) $d(\varphi\psi)=d\varphi\cdot\psi+\varphi\cdot d\psi$ , $d^{*}(\varphi\psi)=d^{*}\varphi\cdot\psi+(-)^{\mathrm{d}}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{A}(\varphi)\varphi\cdot d*\psi$ .

ここで $\varphi,$
$\psi\in\Omega_{n}\otimes A$ .

Koszul 複体の完全性と Corollary 12から次が出る:

Lemma 2. 線型写像
$\Phi^{k,\iota_{:\Omega}k,l}..-arrow\Omega^{k,l_{\text{ノ}}}\otimes A$
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が微分 $d$ (または $d^{*}$ ) と可換とする. すると $N\geq 1$ に対して, トレースの交代和はゼ

ロになる :
$\sum_{k=0}^{N}(-)k\mathrm{T}\mathrm{r}(\Phi^{k}’ N-k)=0$ .

一般論としての枠組みはこのように簡単である. 我々の目的とする Wronski 関係式

を得るためには, あとは $A=U(\mathrm{g}\mathrm{l}_{n})$ という係数拡大に於いて, 実際に微分と可換な線

型写像を具体的に構成することが残された訳である.

3. 係数を $U(\mathrm{g}\mathrm{l}_{n})$ に持つ線型写像: 係数拡大 $\Omega_{n}\otimes U(\mathrm{g}\mathrm{l}_{n})$ を再び考えて, これにも

部分環 $\Omega_{n}$ と $U(\mathrm{g}\mathrm{t}_{n})$ が元別に可換となるように環構造を入れる. Lie 環佳\mbox{\boldmath $\sigma$} の標準的

な基底 (行列単位に対応する) を $E_{ij}$ とし, パラメータ $u$ を入れて

$E_{ij}(u)=Eij+u\delta ij$

と書く. 次のような二種類の $\Omega_{n}\otimes U(\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{n})$ の元が以下で基本的な役割を果たす.

$\eta_{i}(u)=\sum \mathrm{P}^{=}1x_{p}E(piu)\in P_{n}\otimes U(9^{\mathrm{t})}n\subset\Omega_{n}\otimes U(_{\mathcal{B}}\mathrm{t}_{n})$
,

$\omega_{j}(v)=\sum_{1q=}^{n}e_{q}E_{qj()}v\in\Lambda_{n},$ $\otimes U(\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{n})\subset\Omega_{n}\otimes U(9^{(_{n}},)$ .

これらの交換関係は

Lemma 3.1.

(1) $\eta_{i}.(u-1)\eta j(u)-\eta_{j}(u-1)\eta i(u)=0$ ,

(2) $\omega_{i}(v)\omega j(v-1)+\omega_{j}(v)\omega_{i}(v-1)=0$ ,

(3) $\omega_{j}(u)\eta_{i}(v)-\eta i(u)\omega\prime j(v)=x_{j}\omega_{i}(Z)-\eta_{j}(Z)ei$ .

で与えられる (パラメータ $u,$ $v,$ $z$ は任意とする)。 証明は易しい.

長さ $r$ の非負整数の列 $I=(i_{1}, i_{2}, \cdots, i_{r})$ で $1\leq i_{k}\leq n$ を満たすものを考える (長

さを $r=|I|$ と書く). これを使って $x^{I_{=}}x_{?}.\text{、}x_{i}\cdots x_{i_{r}}2$ と $e^{I}=ei_{1}e_{\dot{x}_{2}i_{r}}\ldots e$ と書く $arrow$

とにする. このような整数の列の上に働く対称群 $\mathfrak{S}_{r}$ の自然な作用で

$x^{I^{\sigma}}=x^{I}$ , $e^{I^{\sigma}}=\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\sigma)e^{I}$ .
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となるのは明らかだが, 更に $r=|I|$ に対して

(3.1) $\eta^{(I)}(u)=\eta_{i_{1}}(u-r+1)\eta_{i_{2}}(u-r+2)\cdots\eta_{i_{r}}(u)$ ,

(32) $\omega^{(I)}(v)=\omega_{i_{1}}(v)\omega_{i_{2}}(v-1)\cdots\omega_{i_{r}}(v-r+1)$.

と置く時, Lemma 3.1の交換関係 (1) (2) から

(3.3) $\eta^{(I^{\sigma})}(u)=\eta((I)u)$ , $\omega^{(I^{\sigma})}(v)=\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\sigma)\omega((I)v)$ .

となることが判るので

$E(u)^{PI}:x-,$ $\eta^{(I)}(u)$ , $E(v)^{\Lambda}:e^{I}rightarrow\omega^{(I)}(v)$

という写像は well-defined であることが判る. このようにして

$E(u)^{P}$ : $P_{n}arrow \mathcal{P}_{n}\otimes U(\mathrm{g}[_{n}),$ $E(v)^{\Lambda}$ : $\Lambda_{n},$ $-arrow\Lambda_{n\text{ノ}}\otimes U(9^{(_{n}}.)$ .

という二種類の線型写像が得られる. また, その同次成分への制限を $E(u)^{\mathrm{p}^{k}}=E(u)^{\mathcal{P}}|\prime pk$

や $E(u)^{\Lambda^{k}}=E(u)^{\Lambda}|$潜と書く.

上のように定義された $E(u)^{P}$ と $E(u)^{\Lambda}$ を使って

$E(u)^{P}\cross E(v)^{\Lambda}$ : $\Omega_{n}arrow\Omega_{n}$. $\otimes U(9^{(_{\eta}}.)$ ,

$E(v)^{\Lambda}\overline{\cross}E(u)\mathrm{p}.\cdot.\Omega_{n}arrow\Omega_{n}\otimes U(_{9n}()$ .

のような線型写像が定義できる. しかし, これはこのままでは $d$ や $d^{*}$ と可換とはなら

ない. 実際, 定義から $d\eta’(u)=\omega_{i}(u)$ と $d^{*}\omega_{j}(v)=\eta_{j}(v)$ が成り立つが, それと $d$ や

$d^{*}$ の積の微分の法則 (2.2) を考えると, 例えば, $d\eta^{(I)}(u)$ は

$\eta_{i_{1}}(u-r+1)\cdots\eta_{i_{p1}}-(u - r+p - 1)\omega_{i_{\mathrm{p}}}(u-r+p)\eta?_{p}..+1(u-r+p+1)\cdots\eta_{i_{r}}(u)$

のようなものの 1 $\leq P\leq r=|I|$ に亘る和になる. 可換性の為には, 各項の積の中程

にある $\omega$ を $\eta$ を超えてどちらかに寄せなくてはならない. Lemma 3.1 (3) のような交

換関係では, その作業からはお釣りの項が沢山現われて容易でないと理解できるであろ

う. このように可換性は明らかというには程遠い. そうではあるのだが, 実は次の二つ

の定理が成り立つ.
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Theorem 3.2. 線型写像

$E(u)^{\mathcal{P}^{1}}$

.
$\mathrm{x}E(u-k)^{\Lambda^{l}}$ : $\Omega_{n}^{k,l}arrow\Omega_{n}^{k,l}\otimes U(\mathrm{g}[n)$

と

$E(v)^{\Lambda^{l}}\check{\mathrm{x}}E(v-l)^{p}k$ : $\Omega_{n}^{k.l}arrow\Omega_{n}^{k,l}\otimes U(\mathfrak{g}()n$

は Koszul 複体の微分 $d$ と可換である.

Theorem 3.2*. 線型写像

$E(v-l)\mathrm{p}^{k}\cross E(v)^{\Lambda^{\iota}}$ : $\Omega_{n}^{k,l}arrow\Omega_{n}^{k,l}\otimes U(\mathrm{g}\iota_{n}\rangle$

と

$E(u-k)^{\Lambda^{l}}\check{\mathrm{x}}E(u)^{\mathrm{p}^{k}}$ : $\Omega_{n}^{k,l}arrow fJ_{n}^{k,l}’\otimes U(\mathrm{g}(\eta,)$

は Koszul 複体の微分 $d^{*}$ と可換である.

証明は $l=0$ とか $k=0$ とかの場合だけが本質的で, 後は (\S 1の) 行列の Kronecker

積に関する結合律 (1.3), (1.4) から形式的に出る.

4. $U(\mathrm{g}\mathrm{l}_{n}.)$ に於ける Wronski 関係式: 前節の Theorem 32 と 32* を Lemma 13
と Lemma 2の–般論に適用すると次の関係式が得られる.

Theorem 4.1. $N\geq 1$ に対し次の関係式が成り立つ.

(1) $. \sum_{k=0}^{N}(-)^{k}\mathrm{T}\mathrm{r}(E(u)^{\mathrm{p}^{k}})\mathrm{T}\mathrm{r}(E(u-k)\Lambda^{N}-k)=0$ ,

(2) $\sum_{l=0}^{N}(-)^{l}\mathrm{T}\mathrm{r}(E(v)^{\Lambda^{\iota}})\mathrm{T}\mathrm{r}(E(v-\iota)^{p}N-l )=0$ ,

(3) $\sum_{l=0}^{N}(-)^{\iota_{\mathrm{T}\mathrm{r}}}(E(v-l)^{\mathrm{p}})\mathrm{T}\mathrm{r}N-\iota(E(v)\Lambda^{\mathrm{t}})=0$,

(4) $l_{\text{ノ}},= \sum_{0}N(-)^{k}\mathrm{T}\mathrm{r}(E(u-k)\Lambda^{N-}k)\mathrm{T}\mathrm{r}(E(u)Pk)=0$ .

これらの関係式で (1) と (4), 及び (2) と (3) は各項で積の順が入れ替わっているだ

けである. 実は $\mathrm{T}\mathrm{r}(E(u)^{\mathcal{P}})k$ や $\mathrm{T}\mathrm{r}(E(v)\Lambda^{t})$ は $U(\mathrm{g}\mathfrak{l}_{n})$ の中心に入ることが判るので,
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順番の入れ替えは同じ恒等式を表わしている. その–方 (1) と (2) は–見違った関係式

である.

これら $\mathrm{T}\mathrm{r}(E(u)^{\mathrm{p}^{t:}})$ や $\mathrm{T}\mathrm{r}(E(v)\Lambda^{1})$ という元について, もうすこし説明しておく. 先

に見たように長さ $r$ の整数の列に対称群 $6_{r}$ が働いた. そのような $-$つの軌道 $I^{\mathfrak{S}_{r}}$

の中には, 1 $\leq j_{1}\leq j_{2}\leq$ . . . $\leq j_{r}\leq n$ という条件を満たすただ–つの元 $I^{\mathrm{b}}=$

$(i_{1}, i_{2}, \cdots ,j_{r})$ が存在する. つまり $I^{\mathrm{b}}$ は

という形をしている. そこで各軌道は多重指数 $\alpha=(\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$ $\cdots$ , \alpha のでラベルづけら
れる. 逆に多重指数 $\alpha=(\alpha_{1}, \alpha_{2}, \cdots, \alpha_{n})$ に対応する長さ $r=|\alpha|=\alpha_{1}+\alpha_{2}+$

... $+\alpha_{n}$ の広義増加整数列を $I_{\alpha}$ と書き, その $i$ 番目の成分を $i_{\alpha}$ と書くことにす

る: $I_{\alpha}=(1_{\alpha}, 2_{\alpha}, \cdots, n_{\alpha})$ . ここで多重指数 $\alpha$ と $I_{\alpha}$ とを同–視して $x^{\alpha}--x^{I_{\alpha}}=$

$X_{12}^{\alpha_{1_{Xx_{n}}}}\alpha_{2}\ldots\alpha$
, や $e^{\alpha}=e^{I_{\alpha}}=e_{1}^{\alpha_{1}}e_{2}^{\alpha_{2}}\cdots$ e艶 という記号を使う. また普通のように

$\alpha!=\alpha_{1}$ ! $\alpha_{2}$ ! $\cdots\alpha_{n}!$ と置く. $e^{\alpha}$ については $\alpha_{\mathrm{P}}$ のうちに 1より真に大きいものが現わ

れるときは $0$ となる. これらの記号の下で, $\{x^{\alpha} ; |\alpha|=k\}$ は同次多項式の空間 $\prime P_{n}^{k}$ の

基底となり, $\{e^{\alpha} ; |\alpha|=l., \alpha_{P}\in\{0,1\}\}$ は $\Lambda_{n}^{l}$ の基底となる.

また, 多重指数 $\alpha,$
$\beta$ に対し, $n\cross n$ 行列 $A$ からその多重指数に対応する行や列を取

り出して行列 $A^{\alpha\beta}$ を作る仕方を, その ( $i$ ,力成分が $A_{ij\mathit{0}}^{\alpha/j}=A_{i_{\alpha}j}$ となるように指定す

る. これは $\alpha,$
$\beta$ の成分が $0$ か 1だけから成るときは部分行列であるが, 一般には行や

列を重複して取り出すことになる.

上に現われた二種類の線型写像の (非可換) トレースについて, 成分による具体的表

示を

$E=(E_{ij})_{i,=1}^{n}j$ ’ $1=(\delta_{ij})_{i.=1}nj$

から出発して, まず

$E_{p\#}\langle y\beta(u)--E\alpha\beta+1^{\alpha\beta}\cdot(u-\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(r-1, r-2, \cdots, 1,0))$

と

$E_{\Lambda\#}^{\alpha\beta}(u)=E^{\alpha\beta}-1^{\alpha}\beta.(u-\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(r-1, r-2, \cdots, 1,0))$

という二種類の行列を作る. 但し, 現われた多重指数 $\alpha,$
$\beta$ については $r=|\alpha|=|\beta|$ と

する.
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一般に $(\text{非可換}.)$ 環 $A$ に成分を持つ $r\mathrm{x}r$ 行列 $A=(A_{\dot{\tau}j}.)ir,j=1$ に対し, そのパーマ

ネントと行列式を

per
$(A)= \sum_{6_{r}\sigma\in}AA2\ldots A\sigma(1)1\sigma(2)\sigma \mathrm{t}r)r$’

$\det(A)=\sum_{r}\sigma\in 6\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\sigma)A1A2)2\ldots A\sigma(1)\sigma(\sigma(r)r$
.

によって定義する. すると線型写像 $E(u)^{\mathrm{p}^{k}}$ と $E(u)^{\Lambda^{k}}$ の行列成分は, パーマネントと

行列式を用いて

Lemma 4.2. $|\beta|=k$ とする時,

$E(u)^{\mathcal{P}}(x^{\beta})= \sum_{|\alpha|=k}$.
$X^{\alpha_{\frac{\mathrm{p}e\mathrm{r}(E^{\alpha\beta}(\mathrm{p}\mathfrak{y}u))}{\alpha!}}}$ ,

$E(v)^{\Lambda}(e \beta)=\sum_{k|\mathrm{C}X|=}e^{O}\mathrm{d}e\mathrm{t}(E_{\Lambda \mathfrak{y}}\alpha\beta(k-1-v))$
.

という形に書ける. これら線型写像 $E(u)^{\mathrm{p}^{k}}$ と $E(u)^{\Lambda^{k}}$ の (同次成分での) トレースを

以て $D_{k}.(u),$ $C_{k}(v)$ を導入すると, Lie 環の生成元 E却を用いて具体的に表示される:

$D_{k}.(u)= \mathrm{T}\mathrm{r}(E(u)^{p^{k}})=\sum\frac{1}{\alpha!}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}(E_{P\mathfrak{h}(}^{\alpha\alpha}u))$ ,
$|\alpha$. $|=k$.

$C_{k}(v)= \mathrm{T}\mathrm{r}(E(k-1-v)\Lambda^{k}.)=\sum_{|\alpha|=k}$

.
$\det(E_{\dot{\Lambda}}(y\alpha(\mathfrak{y}v))$ ,

また $D_{k},$ $=D_{k}(\mathrm{o}),$ $C_{k}=C_{k},(0)$ と置く. この $C_{k}$ は有名な Capelli element であり,

$D_{k}$ は Nazarov [Nal] によって導入されたものである. この $D_{k}(u),$ $c_{k}(v)$ が $U(\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{n})$

の中心に入ることは, 例えば [U3], [U4] を見られたい. ここで $\det(E_{\Lambda}\alpha\alpha(\mathfrak{h}v))$ は $\alpha_{p}>1$

となる成分があれば消えるので, $C_{k}(v)$ に対する和は $\alpha_{p}=0,1$ という $\alpha$ に亘るもの

だけでよい. ついでに言うと $D_{k},(u)$ 及び $C_{k}(u)$ は $\triangle$

. $D_{k}(u)=(n+k-1)Dk,-1(u)$ と

$\Delta C_{k}.(u)=(k-n-1)C_{k-1}(u)$ という差分方程式を満たし, Dん及び $C_{k}$ を係数にも

つ $u$ についての多項式で

$D_{k}.(u)=r= \sum_{0}^{k}.u^{(r)}D_{k-r}$ ,

$C_{k}.(u)= \sum ku^{(r)}C_{k-r}$ ,
$r=0$
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と表わされる. ここに $u^{\{r)}=u(u-1)\cdots(u-r+1)$ である. これは $k>n$ に対して

$C_{k}.(v)=0$ であることとも整合的である.

さて, 我々の線型写像のトレースが, このように素性の知れた中心元であることが特

定できたので, Theorem 4.1の言い替えとして

Theorem 43 (Wronski Relations).

(1) $\sum(-)^{k}D_{k(u)C}N-k(N-1-u)N=0$ ,
$k=0$

(2) $\sum(-)^{!}C_{l}(l-N1-v)DN-\iota(v-l)=0$

$l=0$

が $N\geq 1$ に対して成り立つ.

これらの二つの式に置いて, パラメータの部分に–見して非対称性がある. しかし,

無限サイズの行列 $C(u)=(C(u)_{i}.j)_{i}^{\infty}’.j=0$ と $D(u)=(D(u)_{ij})_{i,j}^{\infty}=0$ を

$C(u)_{ij}=(-)\cdot?-iC_{j-}i(j-1-u)$ , $D(u)_{?.j}=D_{j-i}(u-i)$

として導入すると (但し, $k<0$ に対しては $C_{k}(u)=0$ 及び $D_{k}(u)=0$ としておく),

定理の二つの関係式は

(4.1) $D(u)C(u)=1$ , $C(u)D(u)=1$ ,

と書けるので, 両者の関係はより対称に見える. 無限行列ではあるが, 三角行列なので,

片方から他方が導けることもよい. 更に (4.1) からクラメールの公式を使って, 逆行列

の成分を書くことができる.

Theorem 4.4 (Wronski Formulas). $D_{k}.(u)$ は $C_{k}(u)$ によって次のように行列式表示

される.

$D_{k}(u)=\det[_{0}^{c_{1}(}1^{-u)}$

$C_{1}(1-u)c_{2}(1u1^{-})$

$..\cdot.\cdot$

.

$c_{k-1}.(k^{\mathrm{a}}..-2uc_{\iota:}-2(c_{1}(k-2-u)k1-2^{-}-u))$
$c_{\iota_{2^{-}}1}c_{k}.\cdot(k^{\triangleleft}.-1-u)C_{1}(k-1-u)C4(k-1-u)(k.\cdot.-1-u)]$ .
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また, 同様に $C_{\{}(u)$ は $D_{l}(u)$ によって次のように行列式表示される.

$C_{l}(\iota-1-v)=\mathrm{d}e\mathrm{t}[_{0}^{1}D_{1}(v)$

$D_{1}(-1)D(v)1^{\cdot}.\cdot.\cdot$

.

$D_{1}(v.\cdot-\cdot l+2D_{l-}2(v-1)D\iota_{-1}1(v))$
$D_{1}(v-\cdot\iota+1D_{2}(v-l+2)Dl-1.(vDl.(v)-1))]$ .

これはパラメータを入れ替えれば

$C_{l}(v)=\det[_{0}^{1}D_{1}(l-1-v)$

$D_{1}(l-2D_{2}(l-1-v1-v))$

$..\cdot.\cdot$

.

$D_{l2}-(l.\cdot.-2^{-}D_{l-1}D_{1}(\iota_{1}(1-v)-1v-v))$
$D_{l-1}(\iota.-2-D_{l}(\iota-.\cdot 1-v)D2(1-v)D1(-v))v]$

となるが, $C_{k}(u)$ と $D_{k}(u)$ の互いの表示は完全に対称であることも示している.
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