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1 はじめに

Bellman と Zadeh の論文 [3] 以来、 ファジィ環境下における意思決定過程についてはさまざま
な研究がなされてきた。彼らは、 ファジィ環境下において 3つのシステムー確定的確率的.
ファジィ – を提案していたが、その中でファジィ推移システムに関しては、 ほとんど触れて
いなかった。本報告では、 そのファジィ推移システムを取りあげ、その上で楽観型評価を用い
た場合の最適化問題を扱い、連続埋め込み 最小埋め込みの二つの手法で再帰式を導く。 さ
らに、 ある種の双対演算に基づく双対問題を定義する。 そして、 主問題と双対問題それぞれに
対し再帰式を求め、 それらの間に成り立つ双対関係を導く。

2 記号と定義

本論文において用いる記号等を定義する。

(i) $N\geq 2$ は終端時刻

(ii) $X=\{s_{1,2,n}S\cdots, s\},$ $U=\{a_{1}, a_{2}, \cdots, a_{m}\}$ はそれぞれ状態集合および決定集合

(iii) $x_{n}\in X(n=1,2, \cdots, N+1),$ $u_{n}\in U(n=1,2, \cdots, N)$ はそれぞれ時刻 $n$ における状態お
よび決定

(iv) $\nu_{n}$ : $X\cross Uarrow \mathrm{R}$ は時刻 $n$ における利得をあらわす $X\mathrm{x}U$ 上のファジィ集合 $R_{n}$ のメン
バーシップ関数

$\nu_{n}(x_{n}, u_{n})=\mu_{R_{n}}(x_{n}, u_{n})$ $n=1,2,$ $\cdots,$
$N$

(v) $\xi$ : $Xarrow \mathrm{R}$ は終端利得をあらわす $X$ 上のファジィ集合 $T$ のメンバ一シップ関数

$\xi(x_{N+1})=\mu_{\tau(X_{N+1}})$

(vi) $\mu_{n}=\mu_{n}$ ($Xn+1|xn’$ un) はファジィ推移法貝 [L $(0\leq\mu(y|x, u)\leq 1\forall(x, u, y)\in X\cross U\cross X)$ こ

れは、状態 $x_{n}$ において決定 u。を選んだ際、次の時点での状態をあらわすファジィ集合 $B(x_{n}, u_{n})$

のメンバーシップ関数をあらわす :

$\mu_{n}(x_{n+1}|x_{n}, u_{n})=\mu B(x_{n’ n}u)(x_{n}+1)$ $x_{n+1}\in X$

すなわち、次の状態 $x_{n+1}$ へ推移する度合が $\mu_{n}$ ($X_{n+1}|Xn’$ un) で与えられることをあらわし、 こ

の推移を次の記法で表現する :
$x_{n+1}\simeq\mu(\cdot|x_{n}, u_{n})$

なお、 $a\in[0,1]$ および、 関数 $f$ に対し
$\overline{a}:=1-a$ , $f:=1-f$

と定義する。
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3 Optimistic Decision Process
ファジィ推移システム上において、評価基準として楽観型評価を考える。 すなわち、初期状態

$x_{1}$ が与えられたとき、 ファジィ推移システムにしたがって得られる状態と決定の交互列 :

$x_{1},$ $u_{1},$ $x_{2},$ $u_{2}$ , . . ., $x_{N},$ $u_{N},$ $x_{N+1}$

に対し、評価として

$\nu_{1}(x_{1}, u_{1})\nu_{2}(x2, u_{2})\vee\cdots\nu_{N}(x_{N}, u_{N})\xi(x_{N+1})$

を考える。 そして、 システム全体としては、 この楽観型評価のファジィ期待値 :

$F_{x_{1}}^{\sigma}[\nu 1(x1, u_{1})\vee\nu_{2}(x_{2}, u_{2})\mathrm{v}\cdots\vee\nu_{N}(XN, u_{N})\xi(XN+1)]$

$=$
$(X_{2},\ldots,X_{N+1}^{\vee\{[})\in xN\nu_{1}(_{X}1, u_{1})\mathrm{v}\mathcal{U}2(x_{2}, u_{2})\cdots \mathrm{v}\nu N(_{Xu_{N})}N,\xi(X_{N1}+)]$

$\wedge[\mu_{1}(X_{2}|X1, u_{1})\wedge\mu 2(x3|X_{2}, u_{2})\wedge\cdots\wedge\mu_{N}(XN+1|XN, u_{N})]\}$

を採用する。 このとき、 問題は次のように定式化される。

Maximize $F_{x_{1}}^{\sigma}[\nu_{1}(x_{1,1}u)\vee\nu_{2}(x2, u2)\vee\cdots\nu_{N}(xN, uN)\xi(x_{N+1})]$

subject to $(\mathrm{i})_{\mathrm{n}}x_{n+1}\simeq\mu_{n}(\cdot|x_{n}, u_{n})$ $1\leq n\leq N$ (1)
$(\mathrm{i}\mathrm{i})_{\mathrm{n}}u_{n}\in U$ $1\leq n\leq N$

3.1 連続埋め込み

問題 (1) に対し、連続値パラメーター $\lambda_{1}\in[0,1]$ を導入した次の問題を考える :

Maximize $F_{x_{1}}^{\sigma}[\lambda_{1}\nu_{1}(x_{1}, u_{1})\nu_{2}(x_{2}, u_{2})\cdots\nu_{N}(x_{N}, u_{N})\xi(x_{N+1})]$

subject to $(\mathrm{i})_{\mathrm{n}}x_{n+1}\simeq\mu_{n}(\cdot|x_{n}, u_{n})$ $1\underline{<}n\leq N$ (2)
$(\mathrm{i}\mathrm{i})_{\mathrm{n}}u_{n}\in U$ $1\leq n\leq N$

そして、 状態空間を $X\cross[0,1]$ に拡大し、 状態推移 :

$(x_{n}, \lambda_{n})\in X\cross[0,1]$ $arrow$ $(xn+1, \lambda n+1)\in X\cross[0,1]$

は次のように定める :

$x_{n+1}$ $\simeq$ $\mu_{n}(\cdot|x_{nn}, u)\backslash$

$\lambda_{n+1}$ $=$ $\lambda_{n^{\nu_{n}}}(X_{nn}, u)$

このとき、 問題 (2) を次の部分問題群に埋め込み、 最適値をあらわす値関数を $u^{n}$ とおく :

$u^{N+1}(xN+1;\lambda N+1)$ $:=$ $\lambda_{N+1^{}}\xi(_{X}N+1)$ $x_{N+1}\in X,$ $\lambda_{N+1}\in[0,1]$

$u^{n}(_{X_{n}};\lambda_{n})$ $:=$ ${\rm Max} F_{x_{n}}^{\pi}[\lambda_{n}\vee \mathcal{U}n(xn’ u_{n})\mathrm{v}\cdots\vee\nu N(x_{N}, u_{N})\xi(_{X}N+1)$

$|(\mathrm{i})_{\mathrm{m}},$ $(\mathrm{i}\mathrm{i})_{\mathrm{m}},$ $n\underline{<}m\leq N]$

$x_{n}\in X,$ $\lambda_{n}\in[0,1]71\leq n\leq N$.

この $u^{n}$ 間には、 次の再帰式が成り立つことが示される。
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定理 3.1 (再帰式)

$u^{N+1}(x;\lambda)=\lambda\vee\xi(x)$ $x\in X,$ $\lambda\in[0,1]$ .

$u^{n}(x;\lambda)={\rm Max}u\in Uy\in x[u^{n+}(1\lambda y;\nu_{n}(x, u))\wedge\mu_{n}(y|X, u)]$
$x\in X,$ $\lambda\in[0,1]$ , $n=1,2,$ $\cdots,$

$N$

メンバーシップ関数値の取り得る値の範囲から、 $u^{1}(.x_{1}; 0)$ が元の問題 (1) の最適値を与えるこ
とがわかる。
また、 この再帰式により得られたマルコフ政策 $\pi=\{\pi_{1},$ $\pi_{2},$ $\cdots$ , \mbox{\boldmath $\pi$}訂は拡大状態空間 $X\cross[0,1]$

で定義されたもので、

$\pi_{n}$ : $X\cross[0,1]arrow U$ $n=1,2,$ $\cdots,$
$N$

各マルコフ政策 $\pi$ は、 問題 (1) に対する–般政策 $\sigma=\{\sigma_{1}, \sigma_{2}, \cdots, \sigma_{N}\}$ を次のように生成する :

$\lambda_{1}:=0$

$\sigma_{1}(x_{1}):=\pi_{1}(X_{1}; \lambda_{1})=:u1$

$\lambda_{2}:=\lambda_{11}\mathrm{v}\nu(X_{1}, u_{1})$

. $\sigma_{2}(X_{1_{)}}X2):=\pi_{2}(x_{2;}\lambda_{2})=:u2$

$\lambda_{3}:=\lambda_{2}\vee \mathcal{U}_{2}(X_{22}, u)$

$\sigma_{3}(x_{1}, x_{2,3}X):=\pi_{3}(_{X_{3}};\lambda_{3})=:u_{3}$

.$\cdot$.
$\lambda_{N}:=\lambda_{N-}1\mathrm{v}\nu_{N1}-(x_{N1}-, u_{N-1})$ (3)
$\sigma_{N}(x_{1,2}X, \ldots, x_{N}):=\tau_{N}’(x_{N;\lambda_{N})}$ .

この関係を用いて、 問題 (1) に対する最適政策を構成することができる。

数値例

次の、 3状態. 2決定. 2段の問題を考える ;

Maximize $F_{x_{1}}^{\sigma}[\nu_{1}(u_{1})\nu_{2}(u_{2})\xi(x_{3})]$

subject to $(\mathrm{i})_{\mathrm{n}}x_{n+1}\simeq\mu(\cdot|x_{n}, u_{n})$

$n=1,2$ .
$(\mathrm{i}\mathrm{i})_{\mathrm{n}}u_{n}\in\{a_{1}, a_{2}\}$

$\xi(s_{1})=0.7$ , $\xi(s_{2})=0.5$ , $\xi(s_{3})=1.0$

$\nu_{2}(a_{1})=0.6$ , $\nu_{2}(a_{2})=0.9$ ; $\nu_{1}(a_{1})=0.8$ , $\nu_{1}(a_{2})=0.5$

$/x(Xt+1|xt, a_{2})$
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まず $u^{3}(x;\lambda)=\lambda\vee\xi(X)$ を計算すると

$u^{3}(_{S_{1;}\lambda})=\lambda \mathrm{v}0.7$ , $u^{3}(S_{2};\lambda)=\lambda\vee 0.5$ , $u^{3}(S_{3;\lambda)}=\lambda\vee 1.0=1.\mathrm{o}$

次に
$u^{2}(x;\lambda)={\rm Max}\vee$ [$uyu(3y;\lambda\nu 2(u))$ A $\mu(y|X,$ $u)$ ]

に対し、例えば $x=s_{2}$ の場合を計算すると

$u^{2}(s_{2;\lambda)}$ $=$ [ $(((\lambda\vee 0.6)0.7)$ A 0.6) $(((\lambda 0.6)\vee 0.5)\wedge 1.0)\vee(1.0\wedge 0.6)$ ]
V $[(((\lambda\vee 0.9)\vee 0.7)\wedge 0.7)\vee(((\lambda 0.9)0.5)\wedge 0.4)(1.0\wedge 0.5)]$

$=$ $[0.6(\lambda\vee 0.6)0.6]\vee[0.70.40.5]$

$=$ $[\lambda\vee 0.6]\mathrm{v}[\mathrm{o}.7]$

$=$ $\{$

0.7 for $0.0\leq\lambda\leq 0.7$

$\lambda$ for $0.7\leq\lambda\leq 1.0$

最適決定は

$\pi_{2}^{*}(s_{2;\lambda)}=$

で与えられる。
同様に $u^{2}(s_{1}; \lambda),$ $u^{2}(s_{3;\lambda)}$ および $u^{1}(x;\lambda),$ $x=S1,$ $S2,$ $S3$ を求めると

$u^{2}(s_{1} ; \lambda)=1.0$ , $\pi_{2}^{*}(s_{1}; \lambda)=a_{2}$ for $0.0\leq\lambda\leq 1.0$

$u^{2}(s_{3;}\lambda)=0.9$ , $\pi_{2}^{*}(s_{3;}\lambda)=a_{2}$ for $0.0\leq\lambda\leq 1.0$

$u^{1}(s_{1}; \lambda)=0.9$ , $\pi_{1}^{*}(s_{1}; \lambda)=a_{2}$ for $0.0\leq\lambda\leq 1.0$

$u^{1}(S_{1;\lambda)}=\lambda 0.8, \pi_{1}^{*}(s_{1}; \lambda)=a_{1}$ for $0.0\leq\lambda\leq 1.0$

$u^{1}(s_{3}; \lambda)=0.9$ , $\pi_{1}^{*}(s_{3}; \lambda)=a_{2}$ for $0.0\leq\lambda\leq 1.0$

これより、各初期状態 $x1=s1,$ $S2,$ $S3$ に応じて、最適値

$u^{1}(s_{1}; 0)=0.9$

$u^{1}(s_{2};0)=0.8$

$u^{1}(S_{3;}0)=0.9$

を得る。 また、 (3) を用いることにより、最適政策

$\sigma_{1}^{*}(s_{1})=a2$ , $\sigma_{1}^{*}(s_{2})=a1$ , $\sigma_{1}^{*}(s_{3})=a2$

$\sigma_{2}^{*}(S_{1}, s1)=a_{2}$ , $\sigma_{2}^{*}(S_{2}, s1)=a_{2}$ , $\sigma_{2}^{*}(S_{3}, S1)=a_{2}$

$\sigma_{2}^{*}(S_{1}, s2)=a_{2}$ , $\sigma_{2}^{*}(S_{2}, S2)=a_{1}$ , $\sigma_{2}^{*}(s_{3}, s2)=a_{2}$

$\sigma_{2}^{*}(S_{1}, S3)=a_{2}$ , $\sigma_{2}^{*}(S_{2}, s3)=a_{2},$ $.\sigma_{2}^{*}(S_{3}, S3)=a_{2}$ .

を得る。 $\square$
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3.2 最小埋め込み

ここでは、 3.1節における連続値パラメーター $\lambda_{n}$ の取り得る値を、必要最小の集合に限定する
ことを考える。 まず、履歴値関数 (past-value functions) を次式で定義する:

$\lambda_{1}:=0$

$\lambda_{n}(x_{1}, u_{1\cdot\cdot n1},., x-, un-1):=0\vee\nu 1(X_{1}, u_{1})\mathrm{v}\cdots\vee\nu_{n-}1(_{X}n-1, u_{n}-1)$ $2\leq n\leq N+1$

次に、 履歴値空間 (past-value space) を次式で定義する:

$\Lambda_{1}$ $:=$ $\{0\}$

$\Lambda_{n}$ $:=$ $\{0\vee\nu_{1}(x1, u1)\cdots\vee \mathcal{U}n-1(x_{n}-1, u_{n-1})$

$|$ $(x_{1}, u_{1}, \ldots , xn-1, un-1)\in X\cross U\mathrm{X}\cdots\cross X\cross U\}$ $2\leq n\leq N+1$

このとき、連続値パラメーター $\lambda_{n}$ の取る値は、履歴値関数 $\lambda_{n}(\cdot)$ の値であり、その全体を表
わすものが $\Lambda_{n}$ である。 また、

$\nu_{1}(X_{1}, u_{1})\nu_{2}(X_{2}, u_{2})\nu_{3}(x3, u3)\cdots\nu_{N}(x_{N}, u_{N})\vee\xi(xN+1)$

$=0\nu_{1}(x_{1}, u_{1})\nu_{2}(X_{2}, u_{2})\vee\nu_{3}(x_{3}, u_{3})\vee\cdots\vee\nu_{N}(x_{N}, u_{N})\xi(x_{N+1})$

.
$=\lambda_{2}(x_{1}, u_{1})\vee\nu_{2}(X_{2}, u_{2})\nu_{3}(x_{3}, u_{3})\vee\cdots\vee\nu_{N}(X_{N}, u_{N})\mathrm{v}\xi(xN+1)$

$=\lambda_{3}(x_{1}, u_{1}, X2, u_{2})\nu_{3}(x_{3}, u_{3})\cdots\vee\nu_{N}(xN, uN)\vee\xi(xN+1)$

$=\lambda_{N}(x1, u1, X2, u2, \ldots, XN-1, U_{N-1})\nu_{N}(x_{N}, u_{N})\xi(x_{N+1})$

$=\lambda_{N+1}(x_{1}, u1, x_{2}, u2, \ldots, xN, u_{N})$. $\vee\xi(x_{N}+1)$

という関係から、 ただちに任意の $(x_{n}, u_{n})\in X\cross U$ に対し、 次の関係が導かれる :

$\Lambda_{n}\ni\lambda_{n}arrow\lambda_{n^{\nu_{n}}}(_{X_{n}}, u_{n})=:\lambda_{n+}1\in\Lambda_{n+1}$.

これより、 $\Lambda_{n}$ に関する再帰的関係として、次の補題を得る。

補題 3.1

$\Lambda_{1}$ $=$ $\{0\}$

$\Lambda_{n+1}$ $=$ $\{\lambda_{n}\nu_{n}(x_{n}, u_{n})|\lambda_{n}\in\Lambda_{n}, (x_{n}, u_{n})\in X\cross U\}$ $1\leq n\leq N$

ここで、 $\lambda_{n}$ の取り得る範囲を $\Lambda_{n}$ に限定した部分問題群 :

$u^{N+1}(x_{N+}1;\lambda_{N+1})$ $:=$ $\lambda_{N+1^{}}\xi(_{X_{N}}+1)$ $x_{N+1}\in X,$ $\lambda_{N+1}\in\Lambda_{N+1}$

$u^{n}(x_{n};\lambda_{n})$ $:=$ ${\rm Max} F_{x_{n}}^{\pi}[\lambda_{n}\nu_{n}(x_{n}, u_{n})\cdots\nu_{N}(x_{N}, u_{N})\vee\xi(x_{N+1})$

$|(\mathrm{i})_{\mathrm{m}},$ $(\mathrm{i}\mathrm{i})_{\mathrm{m}},$ $n\leq m\leq N]$

$x_{n}\in X,$ $\lambda_{n}\in$

.
$\Lambda_{n},$ $1\leq n\leq N$.

を考えると、 次の再帰式が成り立ち :
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定理 32(再帰式)

$u^{N+1}(x;\lambda)=\lambda\vee\xi(x)$ $x\in X,$ $\lambda\in\Lambda_{N+1}$

$u^{n}(x;\lambda)=\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{x}u\in Uy\in X\vee[u^{n+}(1y;\lambda\vee \mathcal{U}_{n}(x, u))\wedge\mu_{n}(y|X, u)]$

$x\in X,$ $\lambda\in\Lambda_{n}$ , $n=1,2,$ $\cdots,$
$N$

やはり、 $u^{1}$ ( $x_{1}$ ; O) が元の問題 (1) の最適値を与えることが示される。

数値例

3.1節の数値例に対し最小埋め込みを適用する。履歴値空間を求めると

$\Lambda_{1}$ $=$ $\{0\}$

$\Lambda_{2}$ $=$ $\{\lambda_{1}\vee\nu_{1}(u1)|\lambda_{1}\in\Lambda_{1}, u_{1}=a_{1}, a_{2}\}$

$=$ $\{0\vee\nu_{1_{\backslash }}(a_{1}), 0\vee\nu_{1}(a_{2})\}=\{0\vee 0.8,0\vee 0.5\}=\{0.8,0.5\}$

A3 $=$ $\{\lambda_{2}\vee\nu_{2}(u_{2})|\lambda 2\in\Lambda_{2}, u_{2}=a_{12}, a\}$

$=$ $\{0.8\vee 0.6,0.80.9,0.50.6,0.50.9\}=\{0.6,0.8,0.9\}$

これらを用いて再帰式を計算していく。 まず $u^{3}(x;\lambda)=\lambda\xi(x)$ を計算すると

$u^{3}(_{S_{1;\lambda}})=\lambda\vee 0.7=\{$

0.7 $(\lambda=0.6)$

0.7 $(\lambda=0.8)$

09 $(\lambda=0.9)$

$u^{3}(S_{2;\lambda)}=\lambda\vee 0.5=\{$

0.6 $(\lambda=0.6)$

0.8 $(\lambda=0.8)$

0.9 $(\lambda=0.9)$

$u^{3}(s_{3}; \lambda)=\lambda\vee 1.0=1.0$ $(\lambda=0.6,0.8,0.9)$

また、 $\lambda_{2}=0.5$ のとき 0.5 $\nu_{2}(a_{1})=0.5\vee 0.6=0.6,0.5\vee\nu_{2}(a_{2})=0.5\vee 0.9=0.9$ より

$u^{2}(s_{1}$ ; 0.5 $)$ $=$ $[(u^{3}(_{S_{1}};.6)\wedge 0.5)(u^{3}(S2;0.6)\wedge 0.5)\cdot(u3(s3;0.6)\wedge 0.4)]$

$\vee[(u^{3}(_{S0}1;.9)\wedge 0.9)(u(30.9)S_{2};-\wedge 0.7)(u^{3}(_{S_{3;}}0.9)\wedge 1.0)]$

$=$ $[(0.7\wedge 0.5)(0.6\wedge 0.5)(1.0\wedge 0.4)]$

$\vee[(0.9\wedge 0.9)\mathrm{v}(0.9\wedge 0.7)\mathrm{v}(1.0\wedge 1.0)]$

$=$ $[0.50.5\mathrm{v}0.4][0.9\mathrm{v}0.7\vee 1.0]=[0.5]\vee[1.\mathrm{o}]=1.0$

$\pi_{2}^{*}(_{S_{1}}; \mathrm{o}.5)$ $=$ $a_{2}$

$u^{2}(s_{2;0}.5)$ $=$ [ $(0.7$ A0.6) $(0.6\wedge 1.0)(1.0\wedge 0.6)$ ]

V $[(0.9\wedge 0.7)(0.9\wedge 0.4)(1.0\wedge 0.5)]$

$=$ $[0.60.6\vee 0.6][0.70.40.5]=[0.6][0.7]=0.7$
$\pi_{2}^{*}(s_{2};0.5)$ $=$ $a_{2}$

(以下省略) $\square$
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4 Dual Fuzzy Dynamic Program
問題 (1) に対する双対問題を次で定義する :

minimize $\overline{F}^{\sigma}[\overline{\mathcal{U}_{1}}(x_{1}, u1)\wedge\overline{\nu_{2}}(X_{2,2}u)\mathrm{A}\cdots\wedge\overline{\nu_{N}}(x_{N}, u_{N})\wedge\overline{\xi}(x_{N+1})]$

subject to $(\mathrm{i})_{\mathrm{n}}’x_{n+1}\simeq\overline{\mu_{n}}(\cdot|x_{n}, u_{n})$ $1\leq n\leq N$ (4)
$(\mathrm{i}\mathrm{i})_{\mathrm{n}}$ $u_{n}\in U$ $1\leq n\leq N$

ただし、

$\overline{F}^{\sigma}[\overline{\nu_{1}}(X_{1}, u_{1})\Lambda\overline{\nu 2}(X_{22}, u)\wedge\cdots\wedge\overline{\nu_{N}}(X_{N}, u_{N})\wedge\overline{\xi}(x_{N+1})]$

$=$
$(x_{2}, \ldots,x_{N}\bigwedge_{)+1\in xN}\{[\overline{\mathcal{U}_{1}}(_{X_{1},u}1)\wedge\overline{\nu_{2}}(_{X_{2}}, u_{2})\mathrm{A}\cdots\wedge\overline{\nu N}(_{Xu_{N}}N,)\wedge\overline{\xi}(X_{N1}+)]$

$\vee[\overline{\mu_{1}}(x_{2}|x_{1}, u1)\vee\overline{\mu_{2}}(X_{3}|X_{22}, u)\cdots\vee\overline{\mu_{N}}(XN+1|X_{N}, u_{N})]\}$ .

である。 以後、 双対問題 (4) に対し、 問題 (1) を主問題と呼ぶこととする。
双対問題 (4) に対し、 まず、 連続埋め込みによる再帰式を導く。主問題と同様に、連続値パ
ラメーター $\lambda_{n}(\in[0,1])$ を加えた部分問題群を考える :

$U^{N+1}(x_{N+1}; \lambda_{N+1})$ $:=$ $\lambda_{N+1^{\wedge}\xi(X}N+1)$ $x_{N+1}\in X,$ $\lambda_{N+1}\in[0,1]$

$U^{n}(x_{n};\lambda n)$ $:=$ $\min\overline{F}_{x_{n}}^{\pi}[\lambda_{n}\wedge\overline{\nu_{n}}(\chi_{n}, ur\iota)\wedge$ $\cdot$ . . $\wedge\overline{\nu_{N}}(x_{N}, u_{N})\mathrm{A}\overline{\xi}(x_{N+1})$

$|(\mathrm{i})_{\mathrm{m}}’,$
$(\mathrm{i}\mathrm{i})_{\mathrm{m}}$ $n\leq m\leq N]$

$x_{n}\in X$ , $\lambda_{n}\in[0,1],$ $1\leq n\leq N$.

このとき、次の再帰式を得る。

定理 4.1 (再帰式)

$U^{N+1}(X;\lambda)=\lambda\wedge\overline{\xi}(x)$ $x\in X$ $\lambda\in[0,1]$ .

$U^{n}(x; \lambda)=\min_{u\in U}\bigwedge_{y\in x}[U^{n+}1(y;\lambda\wedge\overline{\nu_{n}}(X, u))\vee\overline{\mu_{n}}(y|X, u)]$
$x\in X,$ $\lambda\in[0,1]$ , $n=1,2,$ $\cdots,$

$N$

さらに、 主問題と双対問題の間に次の双対的関係が得られる。

定理 42(双対定理) 主問題 (1) と双対問題 (4) に対する埋め込み問題の最適円関数 $u_{n}$ および
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ について、次の関係が成り立つ :

$\overline{U^{n}}(X;\lambda)=u^{n}(x;\overline{\lambda})$ $\forall x\in X$ , $\lambda\in[0,1]$ , $1\leq n\leq N+1$

次に、双対問題 (4) への最小埋め込みの適用を考える。双対問題に対する、履歴値関数およ
び履歴値空間は次式で与えられ

$\lambda_{1}’:=0$

$\lambda_{n}’(x1, u1, \ldots , x_{n-1}, u_{n}-1):=1\wedge\overline{\nu}_{1}(X_{11}, u)\wedge\cdots\wedge\overline{\nu}_{n-1}(x_{n-}1, u_{n-1})$ $2\leq n\leq N+1$

$\Lambda_{1}’$ $:=$ {1}
$\Lambda_{n}’$ $:=$ $\{1\wedge\overline{\nu}_{1}(x_{1}, u1)\wedge\cdots\wedge\overline{\nu}n-1(x_{n-}1, u_{n-1})$

$|(x_{1}, u_{1}, \ldots, Xn-1, u_{n}-1)\in X\cross U\cross\cdots\cross x\cross U\}$ $2\leq n\leq N+1$

次の再帰的関係を持つ :
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補題 4.1

$\Lambda_{1}’$ $=$ {1}
$\Lambda_{n+1}’$ $=$ $\{\lambda_{n^{\wedge\overline{\nu}}n}(X_{n}, u_{n})|\lambda_{n}\in\Lambda_{n}’, (x_{n}, un)\in x\cross U\}$ $1\leq n\leq N$

さらに、 $\lambda_{n}$ の取り得る値の範囲を $\Lambda_{n}’$ に限定した再帰式が成り立つ。

定理 43(再帰式)

$U^{N+1}(_{X};\lambda)=\lambda\wedge\overline{\xi}(_{X)}$ $x\in X$ $\lambda\in\Lambda_{1}’$ .

$U^{n}(_{X}; \lambda)=\min_{u\in U_{y}}\bigwedge_{\in^{x}}[U^{n+1}(y;\lambda\wedge\overline{\nu_{n}}(_{Xu)},)\mathrm{v}\overline{\mu_{n}}(y|X, u)]$

$x\in X,$ $\lambda\in\Lambda_{n}’$ , $n=1,2,$ $\cdots,$
$N$

そして、やはり主問題と双対問題の部分問題間の双対的関係、および $\Lambda_{n}$ と $\Lambda_{n}’$ の間の双対的
関係が導かれる。

系 4.1 (双対定理)

$\overline{U^{n}}(x;\lambda)=u(n\overline{\lambda}x;)$ $\forall x\in X$ , $\lambda\in\Lambda_{n}’$ , $1\leq n\leq N+1$

$\Lambda_{n}’=\{\overline{\lambda}|\lambda\in\Lambda_{n}\}$ $1\leq n\leq N$

数値例

3.1節の数値例に対する双対問題は次で与えられる。

minnimize $\overline{F}_{x_{1}}^{\sigma}[\overline{\nu_{1}}(u_{1})\wedge\overline{\nu_{2}}(u_{2})\wedge\overline{\xi}(x_{3})]$

subject to $(\mathrm{i})_{\mathrm{n}}x_{n+1}\simeq\overline{\mu}(\cdot|x_{n}, u_{n})$

$n=1,2$ .
$(\mathrm{i}\mathrm{i})_{\mathrm{n}}u_{n}\in\{a_{1}, a_{2}\}$

$\overline{\xi}(s_{1})=0.3$ , $\overline{\xi}(s_{2})=0.5$ , $\overline{\xi}(s_{3})=0.0$

$\overline{\nu_{2}}(a_{1})=0.4$ , $\overline{\nu_{2}}(a_{2})=0.1$ ; $\overline{\nu_{1}}(a_{1})=0.2$, $\overline{\nu_{1}}(a_{2})=0.5$

$\underline{\overline{\mu}(X_{t+1}-|x_{t},a_{1})}$

口
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