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Banach 空間 $X$ の中の次の積分方程式を考える.

$Mu(t)+ \int_{0}^{t}k(t-s)Lu(s)d_{S}=f(t)$ , $0<t\leq T$. (1)

仮定 (i) $M,$ $L$ は $D(L)\subset D(M)$ を満たす $X$ の中の線形作用素,

$2\alpha+\beta>2$ , $0<\beta\leq\alpha\leq 1$ (2)

を満足する数 $\alpha,$
$\beta$ と正の数 $c,$ $C$ が存在して, すべての

$\lambda\in\Sigma\equiv\{\lambda\in \mathrm{C};{\rm Re}\lambda\geq-c(|{\rm Im}\lambda|+1)^{\alpha}\}$

に対して

$||M( \lambda M+L)-1||\leq\frac{C}{(|\lambda|+1)^{\rho}}$ (3)

が成立する.

(ii)
$k\in AC([0, T])$ , $k(\mathrm{O})>0$ , $\mathrm{A}\in BV(i0, \tau])$ . (4)

ただし $AC([0, T])$ は閉区間 $[0, T]$ で絶対連続な関数の全体, $BV([0, T])$ は $[0, T]$ で

有界変分な関数の全体である.

例 $Lu=-\triangle u,$ $(Mu)(X)=m(x)u(x),$ $0\leq m\in L^{\infty}(\Omega)$ .
(i) $X=H^{-}1(\Omega),$ $D(L)=H_{0}^{1}(\Omega)$ の場合, $\alpha=\beta=1-$ .
(ii) $X=L^{2}(\Omega),$ $D(L)=H^{2}(\Omega)\cap H_{0()}^{1}\Omega$ の場合, $\alpha=1,$ $\beta=1/2$ .

(1) を形式的に微分すると初期値問題

$\frac{d}{dl}Mu(t)+k(0)Lu(t)+\int_{0}^{\iota_{\dot{k}(t}}-S)Lu(s)d_{S}=\dot{f}(t)$ , (5)

$Mu(\mathrm{o})=f(0)$
”

$.(6)$

になる. 特に $k(t)\equiv 1$ ならば (5) は

$\frac{d}{dt}Mu(t)+Lu(t)=\dot{f}(t)$

となり, この種の方程式は A. Favini &A. Yagi [2] に詳しく論じられている.
$r$ を積分方程式

$\dot{k}+k(0)r+\dot{k}*r=0$ (7)

の解とする. ただし合成積 $a*b$ は

$(a*b)(t)= \int_{0}^{t}a(t-S)b(S)ds$
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によって定義される. (7) は逐次近似によって解くことができて (4) により $r\in$

$BV([0, T])$ である. M. G. Crandall and $\mathrm{J}$ . A. Nohel [1] に従って (5), (6) を次の問

題に変換する.
$\frac{d}{dl}Mu(t)+k(\mathrm{o})Lu(\iota)=G(Mu)(t)$ ,

(8)
$(Mu)(\mathrm{o})=f(0)$ .

ここで

$G(v)(t)=\dot{f}(t)+(r*\dot{f})(t)+r(t)f(\mathrm{O})-r(\mathrm{O})v(t)-(v*\dot{r})(t)$,
(9)

$(v* \dot{r})(t)=\int_{0}^{t}v(t-s)dr(S)$

である. $v(t)=Mu(t)$ を新しい未知関数とすると $v$ が満たす方程式は

$\frac{d}{dl}v(t)+Av(t)\ni c(v)(t)$ ,
(10)

$v(0)=f(0)$

となる. ただし $A=k(\mathit{0})LM^{-1}$ は–般に線形多価作用素である. Favini&Yagi [1]
により $-A$ は解析的半群 $e^{-tA}$ を生成し,

$||e^{-tA}||\leq Ct^{\mathrm{t}\beta-1})/\alpha$ , $|| \frac{d}{dl}e^{-t}|A|\leq Ct^{(\beta-2)/\alpha}$ (11)

が成立する. (10) は更に

$v(t)=e^{-tA}f(0)+ \int_{0}^{\ell}e^{-}G(v)(s)d(t-S)As$ (12)

に変換される.

$f(0) \in X_{A}^{\theta}\equiv\{u\in X;\sup_{\xi>0}\xi^{\theta}||L(\xi M+L)-1u||<\infty\}$, $\theta>2-\alpha-\beta$ (13)

を仮定する. Favini&Yagi [1] により

$||e^{-\ell}fA(0)-f(0)||\leq C_{\theta}t^{1^{\alpha}+}\beta+\theta-2)/a||f(0)||_{\mathrm{x}_{A}^{\mathit{0}}}$

が成立する. 従って $e^{-tA}f(0)$ は $t=0$ で連続, $\lim_{tarrow 0}e^{-tA}f(\mathrm{O})=f(0)$ が成立する.
(12) は次のように逐次近似によって解くことができる.

$v_{0}(i)=e^{-tA}f(0)$ , $v_{n+1}(t)=e^{-tA}v_{0}+ \int_{0}^{\ell}e-(t-s)AG(vn)(s)d_{S},$ $n=1,2,$ $\ldots$

とおくと

$v_{n+1}(t)-v_{n}(t)= \int_{0}^{t}e^{-}(t_{-s})A\{G(v_{n})(S)-c(v_{n-1})(S)\}d_{S}$

$= \int_{0}^{t}e^{-1^{t-}}\{S)A-r(0)(v_{n}(s)-vn-1(s))-((v_{n}-vn-1)*\dot{r})(s)\}dS$ .

$||((vn-v_{n}-1)*\dot{r})(S)||$

$=|| \int_{0}^{s}(v_{n}(s-\sigma)-v1(s-\sigma)n-)dr(\sigma)||\leq\sup_{\leq 0\leq\sigma S}||vn(\sigma)-v_{n-1}(\sigma)||\cdot V(r;\mathit{0}, s)$ ,
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ただし $V(r;0, s)$ は $[0, s]$ における $r$ の全変分である. 故に

$||v_{n+1}(t)-v_{n}(t)|| \leq\int_{0}^{t}C(t-s)(\beta-1)/\alpha\{|r(\mathrm{o})|||v_{n}(s)-vn-1(s)||$

$+ \sup_{0\leq\sigma\leq S}||vn(\sigma)-v_{n-}1(\sigma)||\cdot V(r;\mathrm{o}, S)\}dS$

$\leq C\int_{0}^{t}(t-s)^{\mathrm{t}\beta 1)}-/\alpha(|r(\mathit{0})|+V(r;0, S))\sup_{\leq 0\sigma\leq S}||vn(\sigma)-vn-1(\sigma)||ds$

$\leq C(|r(\mathrm{o})|+V(r;\mathrm{o}, T))\int_{0}^{\ell}(t-s)(\rho-1)/\alpha||vn\sup_{\leq\sigma\leq S}(\sigma)-v_{n-1}(0\sigma)||ds$

$\leq C_{0}\int_{0}^{t}(t-s)^{-}\gamma\sup_{0\leq\sigma\leq S}||v_{n}(\sigma)-v_{n-}1(\sigma)||dS$. (14)

ここで $c_{\mathit{0}}=C(|r(0)|+V(r;\mathit{0}, T)),$ $\gamma=(1-\beta)/\alpha$ である. (2) により $\alpha+\beta>$

$2-\alpha\geq 1$ であるから $0\leq\gamma<1$ である. $X_{n}(t)=||v_{n+1(t)v_{n}}-(t)||$ とおくと (14)

により

..
$X_{n}(t) \leq C_{0}\int_{0}^{\ell}(t-S)-\gamma X0\sup_{\leq\sigma\leq S}n-1(\sigma)ds$ (15)

が成立する. この (15) の右辺は次のようにして $t$ の増加関数であることがわかる.
$0<t<t/$ に対して

$\int_{0}^{\ell’}(t’-s)^{-\gamma}\sup Xn-10\leq\sigma\leq S(\sigma)dS=(\int_{t’-t}^{l’}+\int_{0}t’-5)(t-s)^{-\gamma}\prime X_{n}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}-1(\sigma 0\leq\sigma\leq s)ds$.

$(t’-t, t’)$ での積分では変数変換$s’=s-t’+t$ を, $(0, t’-t)$ における積分は除去す

ると

$\geq\int_{0}^{t}(t-S’)-\gamma\sup_{s^{:}0\leq\sigma\leq+t’-\ell}$
$X_{n-1}( \sigma)ds/\geq\int_{0}|s(t-)-\gamma 0\leq\sup X_{n-1}(\sigma)\sigma\leq SdS$ .

これで (15) の右辺は増加関数であることがわかった. 故に (15) から

$\sup_{0\leq\sigma\leq t}d\mathrm{Y}_{n}(\sigma)\leq C_{0}\int_{0}^{t}(i-S)-\gamma\sup_{0\leq\sigma\leq s}Xn-1(\sigma)ds$.

従って $F_{n}(t)= \sup_{0\leq\leq t}\sigma Xn(\sigma)$ とおくと

$F_{n}(t) \leq C_{0}\int_{0}^{t}(t-S)^{-}\gamma F_{n}-1(s)dg$ ,

$F_{0}(t)=0 \leq\sup_{t\sigma\leq}X_{0}(\sigma)=\sup|0\leq\sigma\leq\iota|v1(\sigma)-v0(\sigma)||=\sup_{0\leq\sigma\leq t}||\int_{0}^{\sigma}e^{-(S)A}-c\sigma(v_{0})(s)d_{S}||$

となる. このことから帰納法により

$F_{n}(t) \leq\frac{(C_{0}\Gamma(1-\gamma))n}{\Gamma(n(1-\gamma))}\int_{0}^{\ell}(t-s)^{n-}1-n\gamma F0(S)dS\leq\frac{(C_{0}\Gamma(1-\gamma))n}{\Gamma(n(\iota-\gamma)+1)}tn(1-\gamma)F\sup_{\leq\leq st}\mathrm{o}(s0)$ .

これで $\{v_{n}(\cdot)\}$ が–様に収束することがわかった. $v(t)= \lim_{narrow\infty}v_{n}(t)$ 力\mbox{\boldmath $\kappa$} (12) の解で

あることは容易にわかる. (12) の解の–意性も同様な議論で示すことができる.
次に (12) の右辺第 2項が微分可能であることを示す.

$G(v)(\iota)=\dot{f}(t)+(r*\dot{f})(t)+r(\iota)f(0)-r(0)v(t)-(v*\dot{r})(t)$
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の右辺の初めの 2つの項 $\dot{f},$ $r*\dot{f}$ については Favini&Yagi [1] の Theorem 3.7に
より $\dot{f}\in C^{\rho}([0, \tau];X),$ $\rho>(2-\alpha-\beta)/\alpha$ を仮定すればよい. 第 3項については
$e^{-tA}f(0)$ が $[0, T]$ で連続であるから

$\frac{d}{dl}\int_{0}^{t}e^{-(}-s)A(t)frs(\mathrm{o})dS=r(0)e^{-}Atf(0)+\int_{0}^{t}e^{-}-S)\mathrm{t}tAf(\mathrm{o})dr(s)$

となる. 12) kffl $\mathrm{A}\backslash \text{て}$

$\int_{0}^{t}e^{-_{1^{t_{-}}}}r(S)A\mathrm{o})v(s)d_{S}$

$=r(0) \int_{0}^{t}e^{-1^{t}}-S)A\{e^{-sA}f(0)+\int_{0}^{S}e^{-}-G\mathrm{t}s\xi)A(v)(\xi)d\xi\}d_{S}$

$=r(0) \int_{0}^{t}\{e^{-tA}f(\mathrm{o})+\int_{0}^{s}e^{-(}-\epsilon)Act(v)(\xi)d\xi \mathrm{I}^{dS}$

$=r(0) \{te^{-tA}f(\mathrm{o})+\int_{0}^{\ell}\int_{0}^{s}e^{-\mathfrak{l}^{t_{-}}}G\xi)A(v)(\xi)d\xi d_{S}\}$

$=r(0) \{te^{-tA}f(\mathrm{o})+\int_{0}^{t}\int_{\xi}^{\ell}e-\mathrm{t}t-\xi)AG(v)(\xi)dSd\xi\}$

$=r(0) \{te^{-tA}f(\mathrm{o})+\int_{0}^{\ell}(t-\xi)e-(t-\xi)AG(v)(\xi)d\xi\}$ (16)

となる. (11) により

$||_{\frac{\partial}{\partial t}\{}(t-\xi)e^{-}-\}\mathrm{t}\ell\xi)A||$ .

$=||e^{-\langle-\xi)A}+(tt- \xi)\frac{\partial}{\partial t}e-\mathrm{t}t-\xi)A||\leq Ct^{(}\beta-1)/\alpha+Ct1a+\beta-2)/a$ (17)

であるが (2) により

$\frac{\beta-1}{\alpha}\geq\frac{\alpha+\beta-2}{\alpha}>-1$

であるから (17) の右辺は $(\mathit{0}, T)$ で積分可能である. このことと (16) により
$\int_{0}^{t}e^{-(-S)}r(tA\mathrm{o})v(s)dS$ は微分可能である.

$G(v)(s)$ の最後の項については

$\int_{0}^{t}e^{-\mathrm{t}t-}(v*\dot{r})(s)ds)As=\int_{0}^{t}e^{-\mathrm{t}t-S)A}\int_{0}^{S}v(s-\sigma)dr(\sigma)ds$

$= \int_{0}^{t}\int_{\sigma}^{t}e^{-}v(_{S-}\langle t_{-}s)A\sigma)dSdr(\sigma)$

$:$

.

$= \int_{0}^{t}\int_{\sigma}^{t}e^{-\mathrm{t}t}-s)A\{e^{-(s-}f\sigma)A(0)+\int_{0}^{s-\sigma}e^{-1}-\sigma-\xi)AGS(v)(\xi)d\xi\}dSdr(\sigma)$

$= \int_{0}^{t}\int_{\sigma}^{t}e^{-(s)A}t-\{e^{-(s-\sigma)}f(A0)+\int_{\sigma}^{s}e^{-}(S-\epsilon)AG(v)(\xi-\sigma)d\xi\}dSdr(\sigma)$

$= \int_{0}^{t}\int_{\sigma}^{t}\{e^{-1^{t-\sigma}}f)A(0)+\int_{\sigma}^{s}e-1t-\xi)AG(v)(\xi-\sigma)d\xi\}dSdr(\sigma)$

$= \int_{0}^{t}\{(t-\sigma)e^{-}f\langle t_{-}\sigma)A(\mathrm{o})+\int_{\sigma}^{t}\int_{\xi}^{t}e^{-1^{t_{-\xi)}}}GA(v)(\xi-\sigma)dSd\xi\}dr(\sigma)$
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$= \int_{0}^{t}\{(t-\sigma)e-(t-\sigma)Af(\mathrm{o})+\int_{\sigma}^{t}(t-\xi)e^{-}(t_{-}\xi)AG(v)(\xi$
.

$-\sigma)d\xi\}dr(\sigma)$

$= \int_{0}^{t}(t-\sigma)e-(\ell-\sigma)Af(\mathit{0})dr(\sigma)$

$+ \int_{0}^{t}\int_{\sigma}^{t}(t-\xi)e-(t-\xi)AG(v)(\xi-\sigma)d\xi dr(\sigma)$ . (18)

仮定 $\theta>2-\alpha-\beta$ により

$\frac{\partial}{\partial t}\{(t-\sigma)e-(t-\sigma)Af(\mathrm{o})\}||=||e^{-1^{t-\sigma}}f)A(0)+(t-\sigma)\frac{\partial}{\partial t}e-1t-\sigma)Af(\mathrm{o})$

$\leq||e^{-()}f\mathrm{t}-\sigma A(\mathrm{o})||+(t-\sigma)C(t-\sigma)^{(}\beta+\theta-2)/\alpha||f(\mathrm{o})||_{X_{A}}\theta$

$=||e^{-()A}ft-\sigma(\mathrm{o})||+c(t-\sigma)^{(\alpha}+\beta+\theta-2)/\alpha||f(\mathrm{o})||_{X_{A}}\theta$

は有界である. 故に (18) の最後の辺の第 1項は微分可能である.

$||^{\frac{\partial}{\partial t}\int_{\sigma}^{t}(}t-\xi)e^{-\mathrm{t}}G\iota_{-}\xi)A(v)(\xi-\sigma)d\xi||$

$=|| \int_{\sigma}^{t}\frac{\partial}{\partial t}\{(t-\xi)e^{-}G(\ell_{-}\xi)A(v)(\xi-\sigma)\}d\xi||$

$=|| \int_{\sigma}^{t}e^{-(-}G(v)(\xi-\sigma)+(t\xi)At-\xi)\frac{\partial}{\partial l}e-\mathrm{t}t_{-}\xi)AG(v)(\xi-\sigma)d\xi||$

$\leq C\int_{\sigma}^{t}\{(t-\xi)^{(\rho_{-}}1)/\alpha+(t-\xi)\mathrm{t}\alpha+\rho-2)/\alpha\}||G(v)(\xi-\sigma)||d\xi$

$\leq C\{(t-\sigma)^{(}\alpha+\beta-1)/\alpha+(t-\sigma)^{\mathrm{t}\rho-2}2\alpha+)/\alpha\}\sup_{\xi}||G(v)(\xi)||$

は有界である. 故に (18) の最後の辺の第 2項も微分可能である. 以上により (12)

の解 $v$ は $t$ で微分可能であることがわかった. $v$ が (10) を満足することは容易にわ
かる. Favini &Yagi [1] の Theorem 3.7の証明より $dv(t)/dt$ は $(0,T)$ で Bochner

積分可能である. この $v$ に対して

$u(t)= \frac{1}{k(0)}L^{-1}(G(v)(t)-\frac{d}{dt}v(t))$

とおく.
$k( \mathrm{O})Lu(t)=G(v)(t)-\frac{d}{dt}v(t)\in Av(t)=k(0)LM-1v(t)$ (19)

であるから $u(t)\in M^{-1}v(t)$ , 従って $Mu(t)=v(t)$ . これと (19) の前半から

$\overline{d}t^{Mu(t)}+k(\mathrm{O})Lu(t)=G(Mu)(t)$ .

(1) から (8) を導いたのと逆の計算により $u$ が (1) を満たすことがわかる. $Mu=v\in$

$C([0, T];^{x}),$ $Lu\in L^{1}(\mathit{0}, T;X)$ である. (1) の解の–意性は (12) のそれに帰着させ

て示すことができる. 即ち $u_{1},$ $u_{2}$ を $Mu_{i}\in C([\mathrm{o}, T];x),$ $Lu_{i}\in L1(\mathit{0}, T;X),$ $i=1,2$

であるような (1) の 2つの解とする. $v_{i}=Mu_{i}$ は (12) の解であるから $v_{1}=v_{2}$ , 即

ち $Mu_{1}=Mu_{2}$ . 従って $u(t)=u_{1}(t)-u2(t)$ とおくと

$\int_{0}^{t}k(t-s)Lu(S)ds=0$ .
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両辺を微分して
$k(0)Lu(t)+ \int_{0}^{\ell_{\dot{k}}}(t-S)Lu(S)dS=0$.

この両辺と $r$ との合成積を計算して

$- \int_{0}^{t}\dot{k}(t-g)Lu(s)d_{S}=0$ .

故に
$k(\mathrm{O})Lu(t)=0$

即ち $u=0$ となる.
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