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概要

We consider to solve a zero-dimensional polynomial system using Gr\"obner bases.
It is roughly divided into two methods. First, we compute a Gr\"obner basis with
respect to lexicographical order, and solve an univariate polynomial in the $\mathrm{G}\mathrm{r}\ddot{\mathrm{o}}\mathrm{b}\mathrm{n}\mathrm{e}\Gamma$

basis. All zeros are calculated by substitution. The problem in this case is cumu-
lative errors. Second, we compute univariate polynomials for each variable, and
calculate zero intervals of them respectively. we verify that exact solutions are
contained in a candidate interval of their combinations.

In this paper we focus on second method and propose a method to verify whether
exact solutions are contained in any candidate using a linear map. We illustrate
that our method is faster than circumscribed sphere method which is a way with
similar situation.

1 はじめに

代数的に定義された方程式系がゼロ次元である場合、すべての解の値を絶対誤差で求め

ることは代数方程式が高次である場合や近接解が存在する場合は、方程式によりさまざまな

工夫を凝らす必要がある。 しかし、 代数的な手法のみを使ったアルゴリズムを構築すれば、

すべての解を求める –元的なアルゴリズムとなるはずである。そこで、 本稿では Gr\"obner

基底 [2] を用いた代数方程式系のすべての実解を求める方法を考える。Gr\"obner 基底を用

いた方法は大別すると、 2つの方法がある。 1つ目は、 辞書式順序の Gr\"obner 基底を計算

し、 その中に現れる 1変数多項式を Sturm の方法を用いて解く。その結果を他の式に代入

することによりすべての解を求める方法である。 この方法では、 Gr\"obner 基底中の 1変数

多項式の係数に比べ、 他の式の係数が非常に大きくなり、代入による誤差の累積が問題で
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ある。 この問題を解決するために、 解の有理式表現 [1] が考案されているが、 やはり累積
誤差の問題が生じる。 もう –つの方法としては、誤差の伝搬の問題を無くすために、 すべ

ての変数について 1変数多項式を計算し、それらについて Sturm の方法により必要な精度
で解を求める。得られた解を組み合わせることによって元の方程式の解を得る方法である。
この方法では、 組み合わせよって得られる解候補から元の代数方程式系の解を見つけ出す
検証方法が重要になる。

本稿では、後者の方法を考える。アルゴリズムの概略としては、 各変数の最小多項式
を Gr\"obner 基底により文献 [8] の手法により求め、得られた最小多項式の解の存在範囲を
Sturm の定理により判定する。 $n$ 次元超矩形を Sturm の定理により確定する。すべての
解はこれら各変数に対する区間の組合せの中に存在する。全ての組合せは格子状に配列さ
れた超矩形の集合となるが、 これらの中から真に解を含む超矩形を判定すればよい。
同様な立場の方法として、 沢田は、 超矩形の外接球を考えることにより解が含まれるか
どうかを判定する外接球法を提案している [7]。筆者の $-$人齋藤は、 この文献の存在を知ら
ずに、 同様な方法で解の判定ができることを発表した [5]。また、 沢田は変数の数が増加す
ると超矩形の数が組合せ爆発を起こす恐れがある問題を回避するために、 解候補の絞り込
み法を提案している。

我々が提案する方法は、 超矩形の判定のために線形写像 [3] [4] を用いる。解候補の超矩
形の像が共通部分を持たない線形写像を構成し、 写像先の変数に対する最小多項式の符号
判定により対応する超矩形が解を含むか否かを判定する。そのため、 沢田の外接球法に比
べ、 高速に処理することができる。 また、 沢田の絞り込み方法と同様にして、超矩形数の

組合せ爆発に対して、 高速に処理できる。

2 外接球法

本章では、 沢田により発表された外接球法について簡単に述べる。

2.1 解候補の検証法

$n$ 変数 $x=(x_{1}, x_{2}, \cdots, x_{n})$ の方程式 $F=\{f1, f_{2}, \cdots, f_{s}\}$ より、 Gr\"obner 基底を

用いることにより 1変数方程式を求める。各変数に対し 1変数方程式を許容誤差 $E=$

$\{\epsilon_{1}, \epsilon_{2}, \cdots, \epsilon_{n}\}$ で近似解を求める。求めた解の組合せにより、 $F$ の解を判定する。そのと

き、 解候補とその許容誤差で作られる超矩形の外接球を考え、 その守内に真の解があるか
どうかを判定する。具体的には、 $(a_{1}, a_{2}, \cdots, a_{n})$ を解候補とすると、 元の方程式 $F$ と外
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接球の方程式 $\sum_{j=1}^{n}(x_{j}-a_{j})^{2}-r^{2}$ より、 $r$ に関する 1変数方程式 $g(r)-$ を計算する。

$g(r)=UnivariatePo\iota_{y(r}nomial,$ $\{F, \sum(X_{j}-a_{j})2-r2\})$

$j=1$

とする。 ただし、 $UnivariatePo\iota_{ynom}ial$ ?は\ 1変数多項式の導出を意味する。 このとき

$g(r)$ が、

$0 \leq r^{2}<\sum\epsilon_{j}^{2}$

$j=1$

に解を持つとき、 $(a_{1}, a_{2}, \cdots, a_{n})$ は近似解であると判定する。

2.2 解候補の絞り込み方法

解候補の数は変数の増加とともに組合せ爆発的に増える。そのため、 以下の解候補の絞

り込みを行う。 この方法は、 先ず $(x_{1}, x_{2})$ の組を見つけ、つぎにその結果に $x_{3}$ の候補を加

え、 $(x_{1}, x_{2}, x_{3})$ の組を見つける。 というように、 1変数ずつ増やしてその都度解候補を減

らしていく。具体的には、

た

$h_{k}(t_{k})=UnivariatePo \iota ynomial(t_{k}, \{F,\sum_{j=1}x_{j}-\theta_{k}\})$

$(a_{1}, a_{2}, \cdots , a_{k})$ を解候補とすると、 hた $(t_{k})$ が、

$\sum(a_{j}k-\epsilon_{j})<t_{\text{た}}<\sum(a_{jj}k+\epsilon)$

$j=1$ $j=1$

に解を持つとき、 $(a_{1}, a_{2}, \cdots, a_{k})$ は解の候補である。

2.3 アルゴリズム

前節をまとめ、外接球法のアルゴリズムはつぎのようになる。

アルゴリズム 1(外接球法)
入力: $F=\{f1, f_{2}, \cdots, f_{s}\},$ $x=(x_{1}, x_{2}, \cdots, x_{n})$ , 許容誤差 $E=\{\epsilon_{1}, \epsilon_{2}, \cdots, \epsilon_{n}\}$

出力: $F$ の解のリスト

1. $\{f_{1}, f_{2}, \cdots, f_{s}\}$ の辞書式順序の Gr\"obner 基底により、 $x_{i}$ の 1変数多項式 $g_{i}(x_{i})$ を

すべて求める。

2. 各 $gi(Xi)$ に対する Sturm 列を求め、解を許容誤差 $\epsilon_{i}$ で求める。
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3. 許容誤差の条件を調べ、満足していなければ許容誤差を修正し、解を求め直す。

4. 解候補を絞り込む。

5. 解候補 $(a_{1}, a_{2}, \cdots, a_{n})$ に対し、 $\{F, \sum_{j1}^{n}=(x_{jj}-a)2-r^{2}\}$ の辞書式順序の Gr\"obner

基底により、 $r$ の 1変数方程式 $g(r)$ を求める。

6. $g(r)$ が $0 \leq r^{2}<\sum_{j=1}^{n}\epsilon_{j}^{2}$ に実根を持つかどうかを Sturm 列により判定する。

3 提案する方法

3.1 線形写像

前章の外接球児では、解候補が真の解かどうかを判定するのに外接球を用いたが、提案する

方法では線形写像を用いる。今、 $\mathbb{Q}$ 上の区間の集合を $X_{i}=$ {[岸), $r_{1}^{(i)}],$
$\cdots,$

$[l^{(i)}m’ r^{(i}m])$ }, $i=$

$1,$ $\cdots,$ $n$ とする。 ここで、 各係数は以下の条件を満足していると仮定する。

$l_{1}^{(i)}=0<r_{1}(i)<l_{2}^{(i)}<\cdots<l_{m}^{(i)}<r_{m}^{(i)}$

$M_{i}=r_{m}^{(i)}-l_{1}^{(i)}$

$W_{i}= \max_{=j1,\cdots,m}\{r^{(i}j)-l_{j}^{(i)}\}$

$G_{i}= \min_{j=2,\cdots,m}\{r_{j}(i)-l_{j-}^{(i)}\}1$

ここで、 $M_{i}$ は各変数における解の最大距離、 $W=i$ は最大幅、 $G_{i}$ は解の最小距離を表

す。 この $X_{i}$ の直積を $X=X_{1}\mathrm{x}X_{2}\cross\cdots\cross X_{n}$ とする。 $X$ は $n$ 次元空間の中の $m^{n}$ 個の

超矩形のなす集合である。 また 1から $m$ までの自然数の集合を A とし A の $n$ 個の直積を
$\Lambda^{n}$ とすれば、 $\Lambda^{n}$ の各元 $\lambda$ と $X$ の各元は自然な対応により 1対 1の対応が存在する。

補題 2線形写像 $\psi(x_{1}, x_{2})=x_{1}+\alpha_{2}x_{2}$ が

$\frac{M_{1}}{G_{2}}<\alpha_{2}<\frac{G_{1}}{W_{2}}$

を満足すれば、 $X_{1^{\cross}}X_{2}$ の任意の相異なる 2元 $I_{1},I_{2}$ の $\psi$ による像は共通部分を持たない。

このとき、

$M$ $=$ $\alpha_{2}M_{2}+M_{1}$

$G$ $=$ $\min\{G_{1}, \alpha_{2}c2-M_{1}\}$

とすると、

$\frac{M}{G_{i}}<\alpha_{i}<\frac{G}{W_{i}}$
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のようにこの補題を繰り返し適用すれば、

$\Psi(X_{1}, X_{2}, \cdots, x_{n})=\sum\alpha_{i}x_{i}$

$i=1$

となる線形写像が構成できる。ただし、 $\alpha_{1}=1$ とする。 この線形写像は、 構成法より

$\Psi(X_{\lambda_{i}})\cap\Psi(X_{\lambda_{j}})=\phi$ , $\lambda_{i}\neq\lambda_{j}$

を満足する。

3.2 代数方程式の求解

$\mathbb{Q}[x_{1}, \cdots, x_{n}]$ 上の代数方程式系 $\{f_{1}, \cdots, f_{s}\}$ が与えられたとする。さらに必要な解の絶

対精度を $\epsilon$ とする。提案するアルゴリズムは以下のとおりである。

アルゴリズム 3(提案した方法)

1. $\{f_{1}, f_{2}, \cdots, f_{s}\}$ のなすイデアル Iの Gr\"obner 基底を求める $0$

2. イデアル Iに関する $x_{i}$ の最小多項式 $g_{i}(x_{i})$ を Gr\"obner 基底を使って求める。

3. 各 $g_{i}(X_{i})$ に対する Sturm 列を求め、解を含む幅 $\epsilon$ 以下となる区間 $X_{i}$ を求める。

4. 補題 2を繰り返し適用し線形写像 $\Psi$ を求める。 $u=\Psi(X_{1,\ldots,n}X)$ とする。 もし、 線

形写像が構成できない場合は、 $\epsilon$ を修正し、 区間 $X_{i}$ を求める。

5. イデアル Iに対する $u$ の最小多項式 $h(u)$ を求める。

6. $X=X_{1}\cross X_{2}\cross\cdots\cross X_{n}$ の元である各々の超矩形の $\Psi$ による像の中に $h(u)$ の解が

存在するか否かを符号変化により判定する。

以上の手順によって解が存在する範囲が確定できる。 しかし、 変数が増えると解候補が組

み合わせ爆発的に増えるため、 実際には次節に述べる解候補を絞り込ながら判定回数を減

らす高速化を行う。

3.3 絞り込みによる高速化

外接球法で行われているの解候補の絞り込みと同様に、提案した線形写像を用いて、 $x_{1},$ $x_{2}$ ,

$x_{1},$ $x_{23},$$x,$ $x_{1},$ $x_{23},$$x,$ $\cdots$ と変数を増やしながら解の組を見つけることができる。 $=\supset$ )レゴリ

ズム 3の解の組を判定する部分を以下のアルゴリズムに置き換える。
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アルゴリズム 4(絞り込みによる高速化)
入力: $F$ の Gr\"obner 基底 $GB,$ $x=(X_{1}, X_{2}, \cdots, x_{n}),$ $A_{i}$ : $x_{i}$ 区間解のリスト, $\alpha_{i}$ : 線形
写像の係数.

出力: $F$ の区間解のリスト.

for $k=2$ to $n$

$h:= \sum_{j=}^{k}1jj\alpha X$

$h_{k}$ $:=SquarefreePolynomia\iota( Minima\iota Po\iota ynomial(cB, h)$ $)$

endfor
$B:=\{([l^{(}1), r(1)])|[\iota^{()(}1,1)]r\in A_{1})\}$

for $k=2$ to $n$

$A’:=B$

$B:=\emptyset$

while $A’\neq\phi$

$([l^{(1)}, r(1)], [l(2), r(2)], \cdots, [l^{(k-1)()}, r]\text{た_{}-}1):=FirStE\iota_{em}ent(A’)$

$A’:=A’\backslash \{([l(1), r(1)], [\iota(2), r(2)], \cdots, [l^{(\text{た}-1}), r^{(k}-1)])\}$

$A_{\text{た}^{}\prime}:=A_{k}$

while $A_{k}’\neq\phi$

$[l(k), r(k)]:=FirStE\iota_{em}ent(A’)k$

$A_{k}’:=A_{k}’\backslash \{[\iota(k), r^{()}1k\}$

if $h \text{た}(\sum_{j1}^{k}=j\iota(j))\alpha\cdot h\text{た}(\sum_{j=1}k\alpha_{j}r^{(j}))<0$

then
$B$ $:=B\cup\{([l(1), r(1)], [\iota(2), r(2)], \cdots, [l^{(k)}, r^{(})]k)\}$

endif

endwhile
endwhile

endfor

return $B$

4 実行例

次の方程式および Katsura4を例として実解を求めることにより、 実行時間を測定する。

$F1=\{$
$yx^{3}- \frac{1}{4}x^{2}+(y^{3}-\frac{9999}{10000}y)x-\frac{1}{4}y^{2}+\frac{1}{4}1$

$x^{3}-yx^{2}+(y^{2}- \frac{100001}{100000})x-y^{3}+y-\frac{1}{100000}$
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$F2=| \frac{93392896}{\frac{5603-\frac{773222625x_{4}}{727057376254y}-15}{(\frac{-\frac{56251546444x_{8}}{71910425y}1881}{+393216625}}}63^{+}y_{5^{+}2},626+y^{5}+\mathrm{o}y^{4^{+}}--2^{-\frac{996352}{125})}y+4+\frac{1\frac{94359552}{-9(\frac{0_{37743}20^{625}137360_{y_{8}}76y_{0}822y}{150414762520y)X}}2124}{24576625}4+-110592y-2^{-}(2-\frac{249088}{5536y,8125}21811y+2^{+}0+276428+764,22\frac{15464448}{2752y25}y-073+y)X+(4\frac{1032192}{52y^{5}-25}\overline{y}^{4}-3686491135168y)60x^{2}X^{3}(\frac{2064384}{25}y-7344728y3y^{3}$

$F3=$
それぞれのタイミングデータを表 2に示す。1変数多項式の導出時間およびその Sturm 列

による求解の時間は内数である。計算は、 FreeBSD 3.3 AMD K6-III $450\mathrm{M}\mathrm{H}_{\mathrm{Z}}256\mathrm{M}\mathrm{B}\mathrm{y}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{s}$

Memory の $\mathrm{P}\mathrm{C}$ 上の asir (Version 991006) で行った $\circ$ 時間の単位は秒で、garbage collection

時間は含めていない。

表 2: タイミングデータ

UP: 1変数多項式の導出 Sturm: Sturm の方法による 1変数多項式の求解

表 2より、外接球法に比べ線形写像による判定の方が高速に処理できることがわかる。 ま

た、 提案した方法では半分以上の時間は、 1変数多項式の導出とその求解に使われている。

5 まとめ

代数方程式を解く方法として、 Gr\"obner 基底を利用して各変数毎に 1変数方程式を導い

て、 各変数の解を求め、 それらを組み合わせて解を得る場合に有効な線形写像を用いる解

の判定法を提案した。本アルゴリズムの特徴として、 代数方程式が代数的に定義されてい

れば、 指定された絶対誤差の範囲で解を分離することが可能となる。指定された絶対誤差

の精度では解を分離できない場合に関しても自動的に誤差精度を向上させて必ず分離でき
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るアルゴリズムである。同様な方法として沢田により提案されている外接球法と比べ、高

速に処理できることを例により示した。

今後の課題として、 1変数方程式の解法の高速化、 提案した線形写像の係数が存在する

ための厳密な解析などがある。
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