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1 はじめに

本論文は, 組合せ生成問題の–つであるフィボナッ

チ列の生成について考察する. フィボナッチ数は最も

よく知られた数のひとつで黄金比に深く関わる. とく

に組合せ数学では, パスカルの三角形にフィボナッチ

数が潜んでいたり, 1 $\cross 2$ の板で $2\cross n$ の盤を覆う問

題の解の数がフィボナッチ数となっていたり, この数

に関わる多くの組合せ問題が知られている.

本論文で扱うフィボナッチ列は次のとおり定義され
る: 集合 $\{0,1\}$ 上の $n$ 個の要素からなるすべての部分

集合を $B$ , フィボナッチ列の集合を $F$ とする. このと

き, 集合 $\mathcal{F}$ は, $\mathcal{F}\subseteq B$ かつ要素 $\forall x\in \mathcal{F}$ は文字列 11

を含まない. また, 集合 $\mathcal{F}$ の要素の数がフィボナッチ

数に–致する. Hsu [4] によって, 集合 $\mathcal{F}$ の要素に対応

する頂点により誘導されるハイパーキュウブの部分グ
ラフ (フィボナッチキュウブ) 上のハミルトン道の構成
法は示された. 本論文では, フィボナッチ列を生成する
2つの生成法を与える. いずれも最小交換期 (Minimal

Change Property, MCP [2] $)$ を満たす.

再帰的に定義された組合せリストは, その解析しやす

さ, 構造のわかりやすさの点で評価でき, 組合せ生成を

扱ういくつかの文献で論じられている. 再帰的な生成

法を反復的な (すなわち再帰手続きを用いない) 生成法
に変換する –般的な方法はな $\text{く}$ , 生成問題個々に解決さ

れているのが現状である. 現在までに, Gray code [1],
順列 [3], 組合せ [7], カッコ列 [10, 11, 6, 7], 重複順
列 $[5, 8]$ , 重複組合せ [9] を反復的に生成する方法が知
られている.

再帰的に定義された組合せリストは, 組合せリストの

生成過程で再帰木 (recursion tree または computation
tree) を構成し, 経路上の特定の節点の情報から次の

組合せ列を生成する. 訪問する節点の順序はリストの

定義式から –意に定まり, ある節点から $O(1)$ 時間で

次の節点を見つける反復型アルゴリズムの構成法は文

献 $[6, 7]$ で詳しく述べられている. これらによって示

された方法は, いずれも文献 [1] を基にし, 改良された
方法である. また文献 $[1, 6]$ で扱われた再帰木は, 根
から門葉までの経路が等しい長さであった. 組合せ問

題で扱う再帰木は, 根から葉までの経路の長さが異な
る場合も多い. 文献 [7] で扱われた $n$ 個の要素から $k$

個を選ぶ組合せ (以下, Cn,んと表す) に対応する再帰木
は, 根から葉までの経路の長さが異なり, $O(1)$ 時間で

次の節点を見つける方法は高く評価できる. しかしな

がら, その方法は, その再帰木の特徴的な構造に依存す
るところも多い.

本論文で定義するフィボナッチ列の生成式から得ら

れる 2つの再帰木は, いずれも根から葉までの経路の

長さが異なり, $C_{n,k}$ の再帰木と比べて再帰的な構造が

より複雑である. このような場合についても, ある節

点から $O(1)$ 時間で次の節点を見つける反復型アルゴ

リズムの構成法を与える. また, 異なる 2つの再帰木
を分析および比較することによって得られた反復型ア

ルゴリズムの構成法は, より –般的な構成方法である
と期待される.

2 表記法

組合せ生成のための表記法を以下のとおり定義す

る. リスト $L$ , 記号 $x$ に対して, $L\cdot x$ は $L$ に含まれ

るそれぞれの文字列の最後に $x$ を付加する. 例えば

$L=(01,10)$ とすると, $L\cdot 1=(011,101)$ である. $L$ ,
$L’$ をリストとするとき, $L\circ L’$ は二つのリストを連結
する. 例えば $L_{1}=(01,10),$ $L_{2}=(00,11)$ とすると,
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図 1 再帰木 $\mathcal{P}$ 上の節点の走査法

$L\circ L’=(01,10, \mathrm{o}\mathrm{o}, 11)$ である.

また, $n\text{個の文字列}$ $\iota_{1},$ $\iota_{2,\ldots,n}\iota$ からなるリスト

$L=(l_{1}, l_{2}, \ldots, \mathrm{z}_{n})$ に対して, 先頭の文字列 $l_{1}$ を示

す first $(L)$ , 末尾の文字列 $l_{n}$ を示す last $(L)$ をそれぞ

れ定義する. また, リスト $L$ の文字列を逆順に並べた

リスト $\overline{L}$ , すなわち $\overline{L}=(l_{n}, \ldots, l_{2}, l_{1})$ を定義する. 明

らかに first $(\overline{L})=\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{t}(L)$ と last $(\overline{L})=\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{t}(L)$ が成立

する.

3 反復型アルゴリズムの構成法

文献 $[6, 7]$ による再帰木の走査法について述べる.

走査する再帰木を $\prime \mathcal{P}$ として, 高さ $i$ の節点を記憶する

配列 $s$ と, 高さ $i$ の節点から直接訪問できる節点 $v$ を

記憶する配列 $d$ を用意する. 高さ $i$ に節点 $v$ があると

き, $s[i]$ と $d[i]$ にはそれぞれ $v$ が記憶されている. こ

れら 2つの配列を制御して, 次に訪問する節点を $O(1)$

時間で見つける. 初期値設定として, 再帰木の最左端

の経路上の節点を $s,$ $d$ それぞれに記憶しておく.
$P$ 上の隣接する 2つの経路 $a,$ $b$ を考える (図 1参

照). このとき, $s[i]=d[i]=v,$ $s[i+1]=d[i+1]=w$
である. この例では, 葉 $e$ から節点 $w$ へ直接訪問でき

ることを示す. 葉 $a$ から $v$ へ直接訪問できるとしよ

う. $v$ を訪問したとき, $v$ を根とする部分木のすべての

節点は訪問済みである. 以下, $v$ を訪問した後の処理を

列挙する.

(処理 1) $v$ の右兄弟 $v’$ について, ある節点の最右端

の子ならば, $d[i]$ を $d[i+1](=w)$ に, $d[i+1]$

を $w$ の右隣りの節点 $w’$ に, それぞれ更新

する. 最右端の子でなければ (処理 3).

(処理 2) $s[i]$ を, $v’$ の右隣りの節点 $v”$ にあらかじめ

更新しておく.

(処理 3) $v’$ から葉 $b$ を直接訪問する.

この処理を $c$ について繰り返すと, 葉 $d$ を訪問したと

き, (処理 1) によって, $d[i-1]$ には $w$ が記憶されてい

る. $d$ から $e$ までの経路についても, 同様の処理を繰

り返すと, 葉 $e$ を訪問するとき, $d[0]$ には $w$ が記憶さ

れていることになる. したがって, 葉 $e$ から直接訪問

できる節点は $w$ となる. このとき, 葉 $e$ と $w$ の間に

ある経路上の各節点は, (処理 2) によって, $e$ の右隣り

の経路上の対応する節点に更新されている. 以上の処

理を, 再帰木の最左端の葉から再帰木の根を訪問する
まで繰り返す. 再帰木の根を訪問したとき, 節点の走
査を終了する.

次にこの走査法の問題点を述べる. 再帰木の根から

葉までの経路の長さが等しい場合, (処理 2) について,
$v’$ を $v”$ に更新することが可能である. つまり, $v’$ に

対応する節点 $v”$ が, $e$ の右に隣接する経路上に存在

する. –方経路の長さが異なる場合, $v’$ に対応する $v”$

が, $e$ の右に隣接する経路上に存在しない場合も起こ

りうる. 文献 [7] では, ${}_{n}C_{r}$ に対応する再帰木の対称性

に注目して $v’$ から $v”$ への予測を可能とした. フィボ

ナッチ列のリストに対応する再帰木は内部の部分木に

ついて非対称である. 以下に続く節で, フィボナッチ
列のリストに対応した再帰木の節点を走査する反復型

アルゴリズムを実際に構築していく.

4 生成アルゴリズムその 1

長さ $n$ のフィボナッチ列のリストを次のように再帰

的に定義する.

$F_{n}=\{$

$(0,1)$ $n=1$ のとき

$(00, 10,01)$ $n=2$ のとき

$F_{n-1}\cdot 0\circ\overline{F_{\mathit{7}l}-2}.01$ $n\geqq 3$ のとき.

リスト 君、 によって与えられる再帰木を $\mathcal{F}_{n}$ とする.

みの根には, 2つの部分木塩-1 と凡-2が接続す
る. リスト 瑞に対応する再帰木ゐを図 2に示す.
凡の各葉から根までの経路をたどることによって得
られるラベル列が, フィボナッチ列に対応する.

補題 41 リスト $F_{l}$, は以下の性質を満たす.

first $(Fn)=0^{n}$

1ast $(F_{n})=0^{n-1}1$
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図 2 再帰木 $\mathcal{F}_{6}$

また補題 41から以下の定理を得る.

定理 41 リスト $F_{n}$ 上の連続する文字列は高々 3 ビッ
トだけ相異なる.

証明. $n$ に関する帰納法で証明する. 明らかに $n=2$

について定理は成立する. $n\leqq m$ について定理は成

立すると仮定し, $n=m+1$ について考える. 帰納法

の仮定より, 各部分リストの内部では定理は成立する.

したがって, 部分リストの境界について定理を示せば
よい. 部分リスト $F_{m}\cdot 0$ の末尾の文字列は, 補題 4.1

より,

last $(F_{m} . 0)=0^{m-1}10$

となる. –方部分リスト $\overline{F_{m-1}}\cdot 01$ の先頭の文字列は

first $(\overline{F_{m-1}}\cdot 01)=1\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{t}(F_{m}-1^{\cdot}01)$

$=0^{m-2}101$

となる. したがって, $m-1,$ $m,$ $m+1$ 番目の要素だけ

が異なる. 以上, $n=m+1$ の場合も定理は成立する.

ゆえに定理は証明された 口

次に, リスト $F_{n}$ 上のフィボナッチ列について, 隣り

合うフィボナッチ列の相異なるビット数の平均はある

定数以下になることを示す. リスト $F_{n}$ 上の隣り合う

フィボナッチ列の相異なるビット数の総和を $g_{n}$ とす

る. $g_{n}$ は, 定理 41の証明中で示されたとおり, $n\geqq 3$

について,

$g_{n}=g_{n-1}+_{\mathit{9}}n-2+3$

を満たす. ただし $g_{1}=1,$ $g_{2}=3$ である. この漸化式

を解いて,

$g_{n}= \frac{1}{\sqrt{5}}\{(\frac{1+\sqrt{5}}{2})^{n+3}-(\frac{1-\sqrt{5}}{2})^{n+3}\}-1$

を得る. したがって交換されるビット数の平均は, 文

字列ひとつあたり

$g_{n}/f_{n}\approx(1+\sqrt{5})/2\approx$ 1.61803

となる. リスト君、上のフィボナッチ列の総数 $f_{n}$ は

$f_{n}= \gamma_{5}^{1}=\{(\frac{1+\sqrt{5}}{2})^{n+2}-(\frac{1-\sqrt{5}}{\mathit{2}}.)^{n+2}\}$

で与えられる. $g_{n}/f_{1l}$ により計算される値は, 黄金比
と呼ばれる. 以上, リスト F?、上の隣り合うフィボナッ
チ列は, 平均 162 ビット, 最悪 3 ビットだけ相異なる.

41 反復型アルゴリズムの実装

はじめにの、上の節点 $v$ に対して次のとおりラベル

$s(v)$ を定義する.

定義 41 再帰木」Fn の節点 $v$ について, $s(v)$ は $v$ を

根とする部分木によって生成されるフィボナッチ列の
長さを示す. ただし $v$ に与えられたラベルの長さは含

まない.

$s(v)$ をラベルとする再帰木を $’\rho_{n}$ と表す (図 3参照).
ラベル木 $\prime \mathrm{p}_{n}$ について, 根から葉までの経路に対応する

ラベル列を $\langle_{Pn’ p_{n-}1,\ldots,Pk}\rangle$ と表し, $P_{n}$ の最左経路

と最右経路から得られるラベル列をそれぞれ $\mathrm{f}\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{q}(\mathcal{P}n)$ ,
$1\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{q}(\mathrm{p}_{n})$ と表す. ここで $k$ は葉の高さである. 明らか

に fseq $(\overline{\mathrm{p}_{n}})=1\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{q}(\mathrm{p}_{n})$ と $1\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{q}(\overline{\mathrm{p}_{n}})=\mathrm{f}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{q}(p_{n})$ が成

立する. また, ラベル列 $x$ に対して x の要素数を $|x|$

と表す.

補題 42 $P_{n}$ は以下の性質を満たす.

$\mathrm{f}\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{q}(P7\iota)=\langle n, \ldots, 1,0\rangle$

$1\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{q}(^{\mathrm{p}_{n})}=\{$

$\mathrm{f}\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{q}(\mathrm{p}_{n})$ $n\leqq 1$ のとき

$\langle n, n-2, \ldots, 1, 0\rangle$ $n\geqq 2$ のとき.
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図 3 再帰木 $P_{6}$

$\prime \mathcal{P}_{k}$

$\overline{P_{k}}$

図 4 再帰木 $\mathcal{P}_{n}$ の部分木

$P_{n}$ に含まれる部分木は, 部分リスト $F_{k}$ , $\overline{F_{k}}$ に対応

する 2通り考えられる (図 4参照). 第 3節で述べた

ように, 配列 $s$ の内容について, 隣接する経路上の節

点のラベルをどのように更新するかが問題の本質であ
るから, $k\leqq 2$ の場合を考慮する必要はない.

はじめに部分木 $P_{k}$ について考える. 定義から $s(v)=$

$k-1,$ $s(v’)=k-2$ である. したがって経路 $a,$ $b$ に対

応するラベル列はそれぞれ 1seq$(p_{k-}1),$ $\mathrm{f}_{\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{q}}(\overline{Pk-2})$ で

ある. 補題 42より,

$|1\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{q}(^{\mathrm{p}_{k-})|}1\geqq|\mathrm{f}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{q}(^{\overline{\mathrm{p}_{k-}})1}2$

が成立する. したがって経路 $b$ 上の高さ $i$ の節点 $v_{i}’$

に対応する経路 $a$ 上の節点を賜とすると,

$s(v_{i}’)=\{$

$0$ $k=3\emptyset\ \mathrm{g}$

$s(v_{i})-1$ $k\geqq 4$ のとき
(1)

が成立する. ただし $j-k+2\leqq i<j-1$ . ここで $j$

は節点 $w$ の高さである. (処理 2) において, 節点のラ

ベルを (1) 式によって更新する. 次に葉 $b$ を訪問した

とき, $b$ 上の各節点は正しくラベル付けされている.
次に部分木 $\overline{P_{k}}$ について考える. 定義から $s(v)=$

$k-2,$ $s(v’)=k-1$ である. したがって経路 $a,$ $b$ に対

応するラベル列はそれぞれ $1_{\mathrm{S}}\mathrm{e}\mathrm{q}(Pk-2),$ $\mathrm{f}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{q}(\overline{P_{k1}-})$ で

ある. 補題 42より,

$|1\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{q}(^{\mathrm{p}_{k-})|}2\leqq|\mathrm{f}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{q}(\overline{\mathcal{P}k-1})|$

が成立する. したがって経路 $b$ 上の高さ $i$ の節点 $v_{i}’$

に対応する経路 $a$ 上の節点を防とすると,

$s(v_{i}’)=\{$

$0$ $k=3$ のとき

$s(v_{i})+1$ $k\geqq 4$ のとき
(2)

が成立する. ただし $j-k+2\leqq i<j-1$ . ここで $j$

は節点 $w$ の高さである. (処理 2) において, 節点のラ

ベルを (2) 式によって更新する.

(処理 3) によって葉 $b$ を訪問したとき, $\overline{\mathcal{P}_{k-1}}$ 上の

節点のうち, 高さ $j-k+1$ と $j-k$ の節点のラベル
が更新されていない場合がある. この問題はそれぞれ
$k\geqq 4,$ $k\geqq 3$ の場合に起こりうる. しかし, これらの

節点のラベルは fseq $(\overline{pk-1})$ と $\mathrm{l}\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{q}(\overline{\mathrm{p}k-1})$ から求める

ことができる. そこで (処理 3) の前に, 高さ $j-k+1$
と $j-k$ の節点のラベルを更新する.

以上の変更によって, $P_{n}$ 上の葉から $O(1)$ 時間で特

定の節点を訪問することができる. 葉から特定の節点

$v$ を訪問したときに得られるラベル $s(v)$ の値が, 定
理 41の証明中で示された相異なるビットの位置を示
している. したがって, $v$ を訪問したときに, 新しい
フィボナッチ列を生成する.

5 生成アルゴリズムその 2

長さ $n$ のフィボナッチ列のリストを次のように再帰

的に定義する.
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図 5 再帰木 $P_{8}$

$F_{n}=\{$

$(0,1)$ $n=1$ のとき

$(00, 10,01)$ $n=2$ のとき

$F_{n-1}\cdot 0\circ F_{n-}2^{\cdot}01$ $n=3$ のとき

$F_{n_{\mathrm{O}}-1\frac{0}{F_{n-3}}}..001$

$\circ F_{n-4}$ .0101 $n\geqq 4$ のとき.

リスト $F_{n}$ によって与えられる再帰木を塩とする.
定義から, 凡は 2分木と 3分木を部分木としてもつ.
すなわち, $n\leqq 3$ のとき, 凡は 2分木となる. 再帰

木塩上の節点 $v$ に対して, $s(v)$ をラベルとする再

帰木を $P_{n}$ とする. 再帰木の構造を簡単にするため,

$s(v)\leq 3$ となる節点 $v$ をすべて葉とする. 当然 $P_{n}$ は

3分木である (図 5参照).

定理 51 リスト $F_{n}$ 上の連続する文字列は 1 ビット

または連続する 2 ビットだけ相異なる.

定理 51から, 部分リスト $F_{n-1}\cdot 0$ と $F_{n-3}\cdot 001$ の境

界では, $n$ 番目と $n-1$ 番目の要素だけが入れ替わる.

また, 部分リスト $\overline{F_{n-2}}\cdot 001$ と $F_{n-3}$ .0101の境界で

は, $n-2$ 番目の要素だけが相異なる.
リスト $F_{n}$ 上のフィボナッチ列について, 隣り合う

フィボナッチ列の相異なるビット数の平均を計算すると,
$1+1/\sqrt{5}\approx 1.45$ ビットとなる. すなわち, リスト $F_{n}$

上の隣り合うフィボナッチ列は, 平均 $1+1/\sqrt{5}\approx 1.45$

ビット, 最悪 2 ビットだけ相異なる.

51 反復型アルゴリズムの実装

$\mathrm{f}\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{q}(\mathcal{P}_{n})$ と 1seq $(\mathrm{p}_{n})$ に関する補題を与える.

$P_{k}$

$\overline{P_{k}}$

図 6 再帰木 $P_{n}$ の部分木

補題 51 $P_{n}$ は以下の性質を満たす.

$\mathrm{f}_{\mathrm{S}}\mathrm{e}\mathrm{q}(^{\mathrm{p}_{n}})=\langle n, \ldots, 1,0\rangle$

$1\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{q}(\mathrm{p}_{n})=\langle$$n,$ $n-4,$ $n-8,$ . . $,$
$,$

$7\iota$ mod $4\rangle$

$P_{n}$ に含まれる部分木は, 部分リスト $F_{k},$ $\overline{F_{k}}$ に対応

する 2通り考えられる (図 6参照). 配列 $s$ の内容に

ついて, 隣接する経路上の節点のラベルをどのように

更新するかが問題の本質であるから, $k\leqq 4$ の場合を

考慮する必要はない.

はじめに, 部分木 $\mathcal{P}_{k}$ について考える. 定義から,

$s(v)=k-1,$ $s(v’)=k-3,$ $s(v”)=k-4$ である. し

たがって, 経路 $a,$ $b,$ $c,$ $d$ に対応するラベル列はそれぞ

れ $1\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{q}(P_{k1}-),$ $\mathrm{f}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{q}(\overline{\mathrm{p}_{k}-3}),$ $\mathrm{l}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{q}(\overline{\mathrm{p}k-3}),$ $\mathrm{f}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{q}(\mathrm{p}k-4)$ で
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ある. 補題 51より,

$|1\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{q}(^{p_{k-})|}1\geqq|\mathrm{f}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{q}(\overline{\mathcal{P}k-3})|$

$|1\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{q}(^{\overline{p_{k-}})1}3\geqq|\mathrm{f}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{q}(\mathrm{p}k-4)|$

が成立する. したがって, 経路 $b$ 上の高さ $i$ の節点 $v_{i}’$

に対応する経路 $a$ 上の節点を $v_{i}$ とすると,

$s(v_{i}’)=s(v_{i})-2$ (3)

が成立する. ただし $j- \lfloor\frac{k-3}{4}\rfloor\leqq i<j$ . ここで, $j$ は

$P_{k}$ の根 $w$ の高さである. –方, 経路 $d$ 上の高さ $i$ の

節点 $v_{i}’’$ に対応する経路 $c$ 上の節点を $v_{i}’$ とすると,

$s(v_{i}^{\prime;})=s(v_{i})’-1$ (4)

また, (処理 3) によって葉 $d$ を訪問したとき, $\overline{P_{k-1}}$

上の節点のうち, 高さ $j-k+1$ と $j-k+2$ の節点 $(e$

の葉付近の節点である) のラベルが更新されていない
場合がある. この問題はそれぞれ $k\geqq 5,$ $k\geqq 6$ のとき

に起こる. しかし, これらの節点のラベルは $\overline{P_{k-1}}$ か

ら得ることができる. そこで (処理 3) を行う前に, 高
さ $j-k+1$ と $j-k+2$ の節点のラベ)を更新する.

方, (処理 3) によって $d$ の葉を訪問しようとした

とき, $d$ の葉のラベルが更新されていない場合がある.
この問題は $k$ mod $4\leqq 1$ のときに起こる. しかし, こ
の葉のラベルもまた $\overline{P_{k-1}}$ から得ることができる. そ
こで (処理 3) を行う前に, 高さ $j- \lfloor\frac{k-3}{4}\rfloor-1$ の節点
のラベルを更新する.

が成立する. ただし $j-k+3\leqq i<j$ . (処理 2) に
おいて, 節点のラベルを (3), (4) 式によって更新する.

(処理 3) で $b(d)$ の葉を訪問したとき, $b(d)$ 上のすべ

ての節点は正しくラベル付けされている.
次に部分木 A について考える. 定義から, $s(v)=$

$k-4,$ $s(v’)=k-3,$ $s(v”)=k-1$ である. した

がって, 経路 $a,$ $b,$ $c,$ $d$ に対応するラベル列はそれぞ

れ lseq $(\overline{\mathrm{p}k-4}),$ $\mathrm{f}_{\mathrm{S}}\mathrm{e}\mathrm{q}(P_{k3}-),$ $1\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{q}(P_{k}-3),$ $1\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{q}(\overline{Pk-1})$ で

ある. 補題 51より,

$|1\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{q}(^{\overline{p_{k-}})1}4\leqq|\mathrm{f}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{q}(\mathcal{P}k-3)|$

$|1\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{q}(Pk-\mathrm{s})|\leqq|1\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{q}(\overline{\mathcal{F}_{k-}^{)}1})|$

が成立する. したがって, 経路 $b$ 上の高さ $i$ の節点 $v_{i}’$

に対応する経路 $a$ 上の節点を賜とすると

$s(v_{i}’)=s(v_{i})+1$ (5)

が成立する. ただし $j- \lfloor\frac{k-3}{4}\rfloor\leqq i<j$ . ここで, $j$ は

$P_{k}$ の根 $w$ の高さである. –方, 経路 $d$ 上の高さ $i$ の

節点 $v_{i}’’$ に対応する経路 $c$ 上の節点を $v_{i}’$ とすると,

$s(v_{i}’’)=s(v_{i}’)+2$ (6)

が成立する. ただし $j-k+3\leqq i<j$ . (処理 2) にお
いて, 節点のラベルを (5), (6) 式によって更新する.

(処理 3) によって $b$ の葉を訪問したとき, $P_{k-3}$ 上の

節点のうち, 高さ $j-k+3$ の節点 ( $b$ の葉付近の節点

である) のラベルが更新されていない場合がある. こ

の問題は $k\geqq 7$ のときに起こる. しかし, この節点の
ラベルは fseq $(\mathrm{p}k-3)$ から得ることができる. そこで

(処理 3) を行う前に, 高さ $j-k+3$ の節点のラベル
を更新する.

以上の変更を加えることで, $P$ , 上の葉から $O(1)$ 時

間で特定の節点を訪問することができる.
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