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1 はじめに

$p$ を奇素数とし, 以下固定する. $K/\mathbb{Q}$ を $p$ が tamely ramffied である虚な有限次
abel 拡大とし, $\Delta:=\mathrm{C}_{\mathrm{T}}\mathrm{a}1(I\{’/\mathbb{Q})$ とおく. $I\mathrm{t}_{\infty}’/K$ を野分 $\mathbb{Z}_{\mathrm{p}}$ 拡大, $X$ を $I\mathrm{t}_{\infty}^{r}$ の最大不
分岐 abel pro-7t 拡大の Galois 群とする. Iwasawa main conjecture は $\Delta$ の odd な
指標 $\lambda’$ に対し , $X$ の $\chi$-part $z\mathrm{Y}_{\chi}$ の特性イデアルが $\omega\chi^{-1}$ に付随する $p$ 進 $L$ 関数で
書けることを主張している. ここで, $\omega$ : $(\mathbb{Z}/p)^{\mathrm{x}}arrow \mathbb{Z}_{p^{\mathrm{X}}}$ は Teichlll\"uller 指標を表す.

Mazur と Wiles [MW] は, この Iwasawa main colljecture を保型形式を使い $I\mathrm{e}_{\infty}’$

の不分岐拡大を構成するという方法で証明した. その後 $\mathrm{R}_{\mathrm{l}1}\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{n}$ は $\mathrm{I}<\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{y}\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{n}[\mathrm{I}<]$ が

導入した 円単数の Euler syst,$\mathrm{e}\ln$ を用いて, この conjecture に新しい証明を与えた
[R,1]. $\mathrm{R}.\iota 1|_{)}\mathrm{i}\mathrm{n}$ は円単数を用いて, イデアル類群のプラスパートを調べ最後に双対性を
使って上に述べたような $\mathrm{I}\mathrm{w}\mathrm{a}\iota \mathrm{S}\mathrm{a}\mathrm{W}\mathrm{a}$ main conjecture の対象とするマイナスパートへ
移るという方法で証明を与えた. すなわち Rubin の証明は本来この conjecture の対
象であるマイナスパートを直接扱うものではない.
ここでは円単数の代わりに Gatlss 和を用いて イデアル類群のマイナスパートを

直接扱い, $p$ 進 $L$ 関数との関係を調べる. その結果, この conjecture に対し新しい
証明を与える. 証明で用いられる $\mathrm{C}_{\mathrm{T}}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{S}\mathrm{s}$ 和の Euler $\mathrm{s}\mathrm{y}\mathrm{S}\mathrm{t},\mathrm{e}\ln$ は円単数の $\mathrm{E}_{\mathrm{l}1}1\mathrm{e}\mathrm{r}$ sys-
teln と同様に Kolyvagin [K] が導入したもので Rubin [R2] は, この Gauss 和の
Euler systein を用いて基礎体 $K$ のイデアル類群のマイナスパートの構造を調べてい
る. ここでは Gauss 和の Elllcr system を $I\mathrm{t}_{\infty}’/K$ の各中間体に対し組織的に用いて

Iwasawa inain conjecture に証明を与える.
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2 Iwasawa main conjecture

この節では, $\mathrm{I}\backslash \mathrm{V}_{C}’\mathrm{L}\mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{u}r\mathrm{a}$ main conjecture の forinulation を与える. $K/\mathbb{Q}$ を前節のよ

うに $p$ が taenely ralllifie($1$ である虚な有限次 $\mathrm{a}\mathrm{I}_{\mathrm{J}\mathrm{C}}1$ 拡大とする. $\Delta:=\mathrm{G}\mathrm{a}1(I\mathrm{t}’/\mathbb{Q})$ の

任意の指標 $\lambda’$ に対し $\mathbb{Z}_{p}$ 上 $\chi$ の像で生成される環を $O_{\chi},$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ で $\chi$ を通し $\mathbb{Z}_{p}[\triangle]-$ 加

群と見なしたものを表すことにする. 任意の $\mathbb{Z}_{p}[\triangle]-$ 加群 $\mathfrak{M}$ に対し $\mathcal{O}_{\chi}[\triangle]-$ 加群飢

を以下のように定め $\mathfrak{M}$ の $\chi$-part と呼ぶことにする. すなわち

$\mathfrak{M}:=\mathfrak{M}\otimes x\mathbb{Z}1\mathrm{p}]\triangle\underline{\mathcal{O}x}$

と定義する. 各 $\iota n\geq()$ に対し, $K$ 上 $\iota)^{??}$
’ 次である $I\mathrm{t}_{\infty}’/K$ の唯-の中間体を $I\{\mathrm{i}_{m}$ とお

く. Af。を $I1_{1?}’\iota$ のイデアル下弓の $p$-part とすると, 前節における $I\mathrm{t}_{\infty}^{r}$ の最大不分岐

abel pro-p 拡大の Galois 群 $X$ は類体論から $A_{m}$ をノルムに関して射影極限をとっ

たものになる. すなわち, $X=$迦 $A_{?1}$. である.

$\Gamma_{n\mathrm{t}}:=\mathrm{G}\mathrm{a}1(I1^{F},?\ddagger/K)$ , $\Gamma:=\mathrm{G}\mathrm{a}1(I\mathrm{c}’\infty/K)$

とおくと
$\mathrm{G}\mathrm{a}1(I1’,n/\mathbb{Q})=\Delta\cross\Gamma_{n\iota}$ , $\mathrm{G}\mathrm{a}1(I\mathrm{t}_{\infty}’/\mathbb{Q})=\triangle\cross \mathrm{r}$

と分解する. 各 $??l\geq 0$ に対し $A_{m}$ は $\mathbb{Z}_{P}[\Delta \mathrm{X}\Gamma_{n}]\iota-$加群であるから, $X$ は $1\mathrm{i}11\iota \mathbb{Z}[arrow P\triangle \mathrm{X}$

$\Gamma_{f\eta}]=\mathbb{Z}_{p}[[\Gamma]][\triangle]-$ 加群である. ここで, 完備群環 $\mathbb{Z}_{\mathrm{p}}[[\Gamma]]$ は

$\mathbb{Z}_{p}[1\Gamma 1]:=1\mathrm{i}_{\mathrm{l}\mathrm{l}1 ,arrow}\mathbb{Z}_{\mathrm{P}}1\Gamma_{m}]$

で定義する.
$\Lambda:=\mathcal{O}xx11\Gamma 11\simeq \mathit{0}_{\chi}[1\tau]1$

とおくと, $X_{\chi}=X\otimes_{\mathbb{Z}_{p}[}\Delta \mathrm{I}^{\underline{O_{\mathrm{x}\prime}}}$ は $\Lambda_{\chi}[\Delta]-$ 加群となる. ここで同型 $o_{\chi}[[\mathrm{r}]]\simeq \mathcal{O}_{\chi}[[T]]$

は $\Gamma$ の位相的生成元 $\gamma$ を–つ固定し, $\gamma$ に $1+T$ を対応させて得られる. 1節に現

れた $z\mathrm{Y}_{\chi}$ の特性イデアル char$(X)x$ を定義する. 岩澤先生の定理から, $X_{\chi}$ は有限生成

tortion $\mathrm{A}_{\chi^{-}}$ 加群であるから

た

$X_{\chi}\sim\oplus\Lambda/xf_{j\chi}\Lambda j=1$
, $f_{j}\in\Lambda_{\chi}$
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と書ける. ここで, $\sim$ は有限のずれを無視した同型を表す. そこで, $\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{a}1’(_{z\mathrm{Y}_{\chi}})$ を

$(\Pi_{j=1}^{k}fj)$ が $\Lambda_{\chi}$ の中で生成する単項イデアルとして定義する. すなわち,

た

char$(X) \chi:=(\prod_{1j=}f_{j})$

である. -方, 岩澤先生は Kubota-Leopoldt の $P$ 進 $L$ 関数が巾級数の中に存在する
ことを示した. すなわち $\Delta$ の任意の even な指標 $\chi(\neq 1)$ に対し, 巾級数 $G_{p}(\chi, T)\in$

$\Lambda_{\chi}\simeq \mathcal{O}\iota x1^{\tau]]}$ で以下を満たすものが存在する.

$G_{p}(\chi, \kappa(\gamma)^{s}-1)=L_{p}(\lambda’, s)$ , $s\in \mathbb{Z}_{p}$

ここで $\kappa$ : $\mathrm{G}\mathrm{a}1(I\mathrm{C}_{\infty}’/\mathbb{Q})arrow \mathbb{Z}_{p^{\mathrm{X}}}$ は野分指標であり, $L_{p}(\lambda’, s)$ は Kubota-Leopoldt の
$I)$ 進 $L$ 関数を表す. Iwasawa inain colljec{,ure とは以下のような主張である.

定理 2.1 [Iwasawa main conjecture] $\triangle$ の任意の odd な指標 $\lambda’\cdot(\neq\omega)$ に対し

$\mathrm{A}_{\chi}$ のイデアルとして以下の等式が成り立つ.

$\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}1^{\cdot}(x_{x})=(G_{p}(\omega x-1,\tau))$ .

以下で与える証明では, この定理の両辺に現れるイデアル類群のマイナスパートと
$p$ 進 $L$ 関数とを直接関係づけていく. その両者の仲介役をなすのが Gauss 和の Euler
systcm である.

3 Gauss 和の Euler system

この節では, Gatlss 和の $\mathrm{E}\iota 1\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{y}_{\mathrm{S}}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l}1$ について述べ , Gauss 和がどの様にイデア
ル類群と $p$ 進 $L$ 関数との仲介役をするかという事について述べる. $F/\mathbb{Q}$ を任意の有

限次 $\mathrm{a}\mathrm{l}$) $\mathrm{e}\mathrm{l}$ 拡大とし, その conductor を $N=q’ {}^{t}N_{0},$ $t\geq 0,$ $p$ \dagger $N_{0},$ $N_{0}\doteqdot 2$ (inod 4)
とおく. $L:=\mathbb{Q}(\mu_{N},)$ とおくと $F\subset L$ である. $M$ を $M\geq p^{t}$ をみたす $p$ の巾とし,
集合 $\mathrm{S}$ を以下で定める.

$\mathrm{S}:=\{\uparrow\in.\mathbb{N}.|\uparrow$ は $\mathrm{s}\mathrm{q}_{\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{a}1}\cdot \mathrm{e}$ free かつ
任意の $7l$ の素因子垣ま合同式 $P\equiv 1$ (inod $MN_{0}$ ) をみたす. }
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$n\in \mathrm{S}$ に対し $r\equiv$
.

$1(111\circ \mathrm{d}nN)$ となる素数 $\uparrow$ をとり $\gamma$ の上にある $L(\mu_{n})$ の素イデ
アル $\Re$ を–つ固定する. character $\epsilon_{n.,\Re}$ : $(\mathbb{Z}/r)^{\mathrm{x}}arrow\mu_{n.N}$ を以下をみたすものとして

定義する.
$\mathcal{E}_{n,\Re(a)}\equiv a^{-\frac{\mathrm{r}-1}{nN}}$ mod $\Re$

この時, Gallss 和 $g(n, \Re, \zeta r)$ を以下で定義する.

定義 3.1 (Gauss 和)

$g(n, \Re, \zeta r)=\sum_{=a1}^{1}\epsilon_{\mathrm{n}},\Re(a)r-\zeta_{r}^{a}$ $\in L(\mu_{\mathrm{r}n}.)^{\mathrm{x}}$ .

次に, この Gauss 和 $g(n, \Re, \zeta.r)$ から $F(\mu_{n})^{\cross}$ の元を定義する. $\delta\in \mathrm{G}\mathrm{a}1(L/\mathbb{Q})$ を固

定し , $\tilde{\delta}\in \mathrm{G}\mathrm{a},1(\mathbb{Q}(\mu_{N}M)/\mathbb{Q})$ をその延長とする. 各 $?l\in \mathrm{S}$ に対し, $b_{n}$.
$\in \mathrm{N}$ を以下で定

める.

$\mathrm{G}\mathrm{a}1(\mathbb{Q}(\mu_{nNM})/\mathbb{Q})\cong$ $(\mathbb{Z}/nNM)^{\mathrm{X}}$ $\cong$ $\mathrm{C}_{\mathrm{T}}\mathrm{a}1(\mathbb{Q}(\mu_{NM})/\mathbb{Q})$ $\cross$ $\mathrm{G}\mathrm{a}1(\mathbb{Q}(\mu_{n})/\mathbb{Q})$

$b_{n}$

.
$\mapsto$ $( \tilde{\delta} , 1$).

このとき, 任意の $\zeta\in\mu_{nN\mathrm{A}f}$ に対し $\zeta^{\tilde{\delta}}=\zeta^{b_{n}}$ が成り立つ.

$\alpha^{l}(n, \Re)=g(n, \Re, \zeta r)\delta-b_{n}$. $\in L(\mu_{n})^{\mathrm{x}}$

とおき, さらに $\Re$ の下にある $F(\mu_{n},)$ の素イデアル $\mathfrak{r}$ に対し

$a(n, \mathfrak{r})=N_{J_{\lrcorner}/F^{Cx\prime}}(n, \Re)$ $\in F(\mu_{n},)^{\cross}$

と定義する. ここで $N_{L/F}$ : $L(l^{\iota_{n}})^{\cross}arrow F(\mu_{n},)^{\mathrm{x}}$ はノルム写像を表す. $a(\uparrow \mathrm{t}, \mathfrak{r})$ は $\Re$ の

とり方によらず well-defined に定まることが確かめられる. これら $\alpha(\uparrow, \mathfrak{r})$ は Euler
system をなし, かつそれぞれがイデアル類群, $p$ 進 $L$ 関数の両者に関係していること
から $\mathrm{I}_{\mathrm{W}\mathrm{a}\iota \mathrm{S}}\mathrm{a}\backslash (f\mathrm{a}$ main colljecture を証明するための細かな情報を与えてくれる. 実際に
どのように $\alpha(’ l, \mathrm{C})$ がイデアル類群と $p$ 進 $L$ 関数に関係しているのかを次にみてい
く. はじめに $?l\in \mathrm{S}$ に対し Stickelberger $\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{t}=\theta(\uparrow)$ を以下で定義する.
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定義 32(Stickelberger element)

$\theta(\uparrow?,)=(\delta-b)n.$
$\sum_{=,\langle a_{1}n)=1a_{N}1}\frac{a}{r\iota,N}\tau_{a}^{-1}flN$

$\in \mathbb{Z}[\mathrm{G}\mathrm{a}1(L(\mu_{n}.)/\mathbb{Q})]$ .

ここで $\tau_{a}$. $\in \mathrm{G}\mathrm{a},1(L(\mu_{n})/\mathbb{Q})$ は任意の $\zeta\in\mu_{nN}$ に対し $\zeta^{\tau_{a}}=\zeta^{a}$ をみたす元である.
各 Galois 群の元を $F(\mu_{n},)$ に制限することにより $\theta(’ l)\in \mathbb{Z}[\mathrm{C}_{7}\mathrm{a}1(F(\mu_{n})/\mathbb{Q})]$ とみなす.
岩澤先生の定理より, この Stickclberger elenient は $p$ 進 $L$ 関数を構成することが分
かる. また $\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{l}|\supset \mathrm{e}\mathrm{l}\cdot \mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{r}$ elclncllt はイデアル類群の $\mathrm{a},11\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{t}_{\circ \mathrm{r}}$ であることを主張す
る以下の定理が知られている.

定理 3.3 (Stickelberger)
$(\alpha(\uparrow l, \mathrm{t}))=\theta(n)\mathfrak{r}$

すなわち, イデアル類群と $p$ 進 $L$ 関数を構成する $\theta.(n.)$ の両者に Gauss 和 $a(\uparrow\iota,.\mathfrak{r}.)$

.

は

関係している:

$F(\mu_{n})$ のイデアル $rightarrow$ $\theta(\uparrow)$

$\alpha(n, \mathfrak{r})$

我々が知りたいのは $F$ のイデアルの情報である (後で $F$ として, 円分 $\mathbb{Z}_{P}$ 拡大 $.I\mathrm{e}_{\infty}’/K$

の各中間体 $I1’,,\iota$
. をとる). そこで, 上の関係と類似した $F$ での図式:

$F$ のイデアル $rightarrow$ $\delta(n)$

$\kappa(_{\mathit{7}l}, \rho)$

を作る. $\delta(t\mathrm{t}),$ $\kappa(\uparrow\iota, \rho)$ の説明をする. 任意の素数 $p\in \mathrm{S}$ に対し $\sigma_{\ell}$ を $\mathrm{G}^{l}\mathrm{a}1(F(\mu\ell)/F)\simeq$

$(\mathbb{Z}/l)^{\cross}$ の生成元とし,
$\ovalbox{\tt\small REJECT}-2$

$D_{\ell}= \sum_{=i0}i,\sigma$’
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とおく. 自然数 $ll\in \mathrm{S}$ に対しては,

$D_{n}$. $= \prod_{\ell 1n}D_{\ell}$

.

で定義する. 前に定義した Stickelbergcr element $\theta(\uparrow \mathrm{z})$ に対し

$D_{n}\theta(\mathit{7}l)$ $\in N_{n}\{(\mathbb{Z}/\Lambda I)1\mathrm{G}\mathrm{a}1(F/\mathbb{Q})]\}$

であることが確かめられる. ここで $N_{n}$ はノルム $N_{n}= \sum \mathcal{T},$ $\tau\in \mathrm{G}\mathrm{a}1(F(\mu_{n})/F)$ を

表す. そこで $\delta(n,)\in(\mathbb{Z}/\Lambda f)[\mathrm{G}\mathrm{a}1(F/\mathbb{Q})]$ を以下で定義する.

$D_{n}\theta(\prime l)=N\delta(n.’)l$ .

次に $t_{\backslash }’,(n, \rho)$ の説明をする. これを定義するために $F/\mathbb{Q}$ は虚な有限次 $\mathrm{a}\dagger\supset \mathrm{e}\mathrm{l}$ 拡大とい

う仮定をおく.
$\mathrm{G}.\mathrm{a}1(F/\mathbb{Q})\simeq\triangle\cross G_{p},$ $p||\triangle|$ , $G_{\mathrm{p}}$ : $p$ 群

とおき, $\lambda’(\neq\omega)$ を $\triangle$ の odd な指標とする. この時, 任意の $\mathbb{Z}_{p}[\Delta]-$ 加群 $\mathfrak{M}$ に対し

functor $\mathfrak{M}$ }$arrow \mathfrak{M}_{\chi}:=\mathfrak{M}\otimes \mathrm{Z}_{p}[\Delta]\underline{O\chi}$ は exact となる. $a\in \mathfrak{M}$ の像を $a_{\chi}\in \mathfrak{M}_{\chi}$ とおく

ことにする.
$\mathrm{c}x(n, \mathrm{t})\in F(\mu_{n},)^{\mathrm{x}}$ に対し,

$\alpha(n,\mathrm{t})^{D_{n}}\in[F(\mu_{n},)\cross/(F(\mu_{n})\cross)^{\mathrm{A}}f]c\mathrm{v}_{n}$ , $G_{n}=\mathrm{G}.\mathrm{d}\cdot 1(F(\mu_{n})/F)$

が成り立つので $\rho$ を $\mathfrak{r}$ の下にある $F$ の素イデアルとし $\kappa(n, p)\in(F^{\mathrm{x}}/(F^{\cross})^{M})_{x}$ を

以下で定める.

$(F^{\mathrm{x}}/(F^{\mathrm{x}})^{M})_{x}$ $\simeq$ $([F(\mu_{n})^{\mathrm{x}}/(F(\mu_{f\iota}’)^{\mathrm{x}})^{M}1^{C}\mathrm{v}_{n}.)_{\chi}$

$\kappa(n,, \rho)$ $rightarrow$ $(\alpha(\prime l, \mathrm{t})D_{1}.)\chi$

$\kappa(\mathit{7}?,, p)$ は $\mathfrak{r}$ のとり方によらず定まる. $\mathcal{L}:=\oplus_{\lambda}\mathbb{Z}\lambda$ を $F$ のイデアル群とし, 単項イデ
アル $(x.)\in \mathcal{L}$ の $\mathcal{L}/\Lambda I\mathcal{L}$ での像を $[x]$ とおく. $\rho,$

$\delta(\uparrow\iota),$ $\kappa(n, \rho)$ の間には Stickelberger
の定理 (定理 33) と類似した以下の関係式が $(\mathcal{L}/\mathrm{A}I\mathcal{L})_{\chi}$ において成り立つ.

$.[\kappa(n, p)]=\delta(n)_{x}p_{x}+$ ( $r\iota$ を割る素数イデアルの成分).

この関係式が今回の証明において重要な役割をする.
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4 証明の概略

$I\mathrm{e}’/\mathbb{Q}$ を虚な有限次 $\mathrm{a}\mathrm{I}\supset \mathrm{e}\mathrm{l}$ 拡大とし $K^{+}$ で $K$ の最大実部分体を表すことにする. こ

こで以下の仮定をおく.

仮定

I. $p([K$ : $\mathbb{Q}1$ .
II. $I$) の上の任意の素イデアルは $I\mathrm{c}’/K^{+}$ で不分解.

$\chi(\neq\omega)$ を odd な第–種の指標, すなわち $\chi$ の conductor $f_{\chi}$ は $f_{\chi}=p^{a}N_{0},$ $a=0$

or 1, $p|N_{0},$ $N_{0}$ A2(lnod 4) という形に書けているとする. $I\mathrm{e}_{x}’$ を $\lambda’$ の kernel
に対応する体とする. $K=I\mathrm{e}_{x}’(\mu p)$ とし, $\chi$ を $\Delta:=\mathrm{G}\mathrm{a}1(I\mathrm{e}^{r}/\mathbb{Q})$ の指標とみなし
た場合を示せば十分であることが確かめられる. この時, 球分 $\mathbb{Z}_{p}$ 拡大 $I\mathrm{e}_{\infty}’/K$ の

各中間体 $I\iota_{n}’$. の conductor は $p^{\mathfrak{n}+1}’ N_{0}$ となる. 中間体 $I1_{m}’$. を-つ固定し, $p$ の巾
$\Lambda I$ を十分大きくとる. この $I\mathrm{e}_{m}’$ に対し 3節の結果を用いると任意の $n\in \mathrm{S}$ に対し
$\delta(\uparrow\iota)\in(\mathbb{Z}/M)[\mathrm{G}\mathrm{a}1(I\mathrm{t}’.n/\mathbb{Q})]$ が定まる. 分解

$\mathrm{G}\mathrm{a}1(I\{_{m}’/\mathbb{Q})\simeq\Delta\cross \mathrm{r}_{m}$

より

$\delta(n)_{\chi}$ $\in(\mathbb{Z}/\Lambda l)1\mathrm{G}\mathrm{a}1(I(_{1’ 1}’/\mathbb{Q})]_{\chi}\simeq(\mathcal{O}_{\chi}/\Lambda I)1\Gamma m]\simeq\Lambda_{\chi}/(\mathrm{A}I,\omega_{m})$

である. ここで多項式 $\omega_{m}$. は $\omega_{m}$. $:=(1+T)^{p^{m}}-1$ で定義する.

定義 4.1 任意の $n’\in \mathrm{S}$ に対し, 集合 { $\delta(n)_{\lambda},$ $|\mathit{7}$ は $n’$ の約数} で生成される
$R_{m\chi\chi}:=\Lambda/(\Lambda f,\omega_{?l},)$ のイデアルを $T_{n’}x$ とおく.

定義より $T_{1^{\chi}}=(\delta(1)_{x})$ であるが $l_{l_{0}}$ を $G_{p}(\omega_{\lambda’}-1, \tau)$ の $R_{m\chi}$ での像とおくと,
$\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c}\iota\zeta \mathrm{e}\iota \mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{r}g\mathrm{t}^{1},\mathrm{r}$ clelllcnt が $p$ 進 $L$ 関数を構成することから $T_{1^{\chi}}=(\delta(1)_{\chi})=(h_{0})$ が成
り立つ. 2節で述べたように, $X_{\chi}\sim\oplus_{j=1}^{k}\Lambda_{x}/f_{j}\Lambda_{\chi},$ $f_{j}\in\Lambda_{\chi}$ が成り立つが, イデアル
類群と関係する $f_{i}$. は, $\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{l}1_{\mathrm{J}\mathrm{e}\mathrm{r}}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{r}$ eleinent から構成された $\delta(n)_{\chi}$ と以下のように

関係づけられることが示される.
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定理 4.2 以下の性質を満たす素数の集合 $\{_{j}’\cdot\}_{1\leq j\leq k}$ が存在する.
$\uparrow\iota_{j},=\iota_{1\cdots j}\uparrow$

. とおくと, ある $h_{j}\in T_{n_{j}^{\chi}}$ が存在し $R_{m.\chi}$ において次の関係式を満たす.

$fjh=’ lj|lj-1$ .

ここで ’$l$ は $p$ の巾であり, 全ての中間体 $I\mathrm{t}_{m}^{r}$ に対し共通にとれる. (ただし $\Lambda f$ は $\uparrow 7$

より十分大きくとれる.)
この定理は $\mathrm{C}^{\mathrm{t}}11\mathrm{G}1y\mathrm{o}\mathrm{t},\mathrm{e}\mathrm{l}\cdot \mathrm{e}\mathrm{v}$ の密度定理と, Gauss 和の $\mathrm{E}\iota 1\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{r}$ systein を用いて $\}_{1,j}$ を

帰納的に構成していくという方法で示される. 具体的に述べると, $l_{l_{j-1}}\in T_{n_{j-1}}.x$ を生

成元を用いて

$h_{j-1}-- \sum_{-1}.qn|n_{j}n\delta(n)_{\chi}$
, $g_{n}\in R_{m\chi}$

と書いた時, 適当な $I\mathrm{e}’.?$

? の素イデアル $\lambda$ を選び,

$\beta:=\prod_{n|n_{\mathrm{j}-1}}\kappa(n, \lambda)^{g_{n}}$
,

$\mathfrak{s}\eta_{:=}^{\gamma},\beta R_{1},,x\subset(I\{_{m}’.\cross/(I\mathrm{e}_{n^{\mathrm{X}}}’.)^{M})_{\chi}$

とおき, ある種の条件をみたす $R_{m\chi^{-}}$ 準同型 $\psi$ : $Warrow R_{n\iota\chi}$ を構成する. $h_{j},=\psi(\beta)$

とおくと, この $h_{j}$ は $li_{j},\in T_{fl\cdot j}x$ かつ $f_{j}h,$ $=\uparrow_{l-}ll_{j1}$ を満たすことが示せる.
定理 42の $l_{l_{j}}$ の極限をとり $\mathrm{F}_{\mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{r}(}\backslash ,\mathrm{r}\mathrm{o}$,-Washington の定理 $1^{\mathrm{F}\backslash 1^{T}}$] から $p\{f_{j}$ が成り

立つことを用いると $\mathrm{A}_{\chi}$

. の元
$\theta_{j^{\chi}}$ が以下のように得られる.

定理 4.3 任意の $j,$ $1\leq j\leq k$, に対し, $\Lambda_{\lambda}$, の元 $\theta_{j^{\chi}}$ で $f_{j}=\theta_{j-1^{\chi}}/\theta_{j^{\chi}}$ となる

もめが存在する.

ここで, $\theta_{0}x=G_{p}(\omega_{\lambda’}-1, T)$ である.

定理 43からイデアルの包含関係

cllar$(X_{x})\supset(G_{p}(\omega\lambda’-1,\tau))$

が導かれ, 類数公式を用いた岩澤先生による手法を使うと, 定理 2.1 [Iwasawa main
conjecture] が示される.
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