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\S 1. 序

2次体の類数の整除性については, 多くの研究がなされている. それぞれの正の

整数 $m$ に対して, 類数が m で割れる虚 2次体が無限に存在することは古くから知

られている (NageU [N]). また, 実 2次体についてもそのようなものが無限に存在す

ることが示されている ($m=3$ のときは Honda [H], $m$ が–般の正の整数のときは

$\mathrm{Y}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{m}\circ \mathrm{t}_{0}[\mathrm{Y}]$ 及び weinberger[W] $)$ . これらの結果は, 虚数が $m$ で割れるためのあ

る十分条件を与えることによって得られている. そして函数が 3で割れるためのあ

る必要十分条件が示されている ( $\mathrm{K}\mathrm{i}_{\mathrm{S}}\mathrm{h}\mathrm{i}$ -Miy詠 e [K-M]). また, 1997年 10月に行われ

た研究集会 “代数的整数論とその周辺 (京大数理研)” において, この結果についての

講演がなされている (Kishi [K]). 今回述べる結果は, まずこの Kishi-Miyake の定理

の精密化である. さらに, 実 2次体の 3次不分岐巡回拡大をすべて求めるアルゴリズ

ムが得られた (詳しくは [KO] を見て下さい). \S 2では, 主定理であるアルゴリズムを

述べる. \S 3では, $\mathrm{K}\mathrm{i}\mathrm{S}\mathrm{h}\mathrm{i}$-Miyake の定理及びその精密化した定理たちと主定理との関

係について述べる. \S 4と \S 5では, アルゴリズムを用いて得られた幾つかの計算結果

について述べる. \S 6では, 虚 2次体の場合についての注意を述べる.

\S 2. 主定理

定理 2.1 (実 2次体のすべての 3次不分岐巡回拡大及び ideal類群の 3-rank を求

めるアルゴリズム).

$d$ は平方因子を持たない正の整数とする.
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Step 1 整数 $e,$ $e^{*}$ を

$e=\{$
1if $d\equiv 1$ (mod 4),
2otherwise,

$e^{*}= \frac{2}{e}$ $(e\cdot e^{*}=2)$

とする.

(A) $d$ が 3で割れないときについて.

Step 2 4条件

(A.3) $\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(a, C)|1\mathrm{c}\mathrm{m}(e, 3d)$ ,

(A.4) $v_{3}(a)\neq 2$

をすべて満たす組 $(a, b, c)(\in \mathrm{N}\cross \mathbb{N}\mathrm{X}\mathbb{N})$ 全体から成る集合を $W_{d}$ とする. $W_{d}$ のそれ

ぞれの元 $(a, b_{C},)$ に対して, 3条件

$\{$

(A.5) $- \frac{c}{e}<S<\frac{c}{e}$ ,

(A 6) $3bs\equiv a(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} e^{*}C)$ ,

(A.7) $s^{2}\equiv-3d(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} e^{*2}c)$

をすべて満たす整数 $s(\in \mathbb{Z})$ を求める. 整数 $s$ は, それぞれの元 $(a, b_{C},)$ に対し, 唯

つ存在するので, それを $s_{()}a,b,c$ と書く. $W_{d}$ の部分集合 $V_{d}$ を

$V_{d}= \{(a, b, C)\in W_{d}||\frac{s_{(a,b,c)}+\sqrt{-3d}}{ec}*|>1\}$

と定義する.

Step 3. $V_{d}$ のそれぞれの元 ( $a,$ $b_{C)}$, に対して, 3次多項式 $fa,c(Z)$ を

$f_{a,c}(Z)=Z^{3}-3cz_{-}ea$

と定義する. 最後に, 整数 $n$ 及び実数 $r$ を

$n=\# V_{d}$ , $r=\log_{3}(2n+1)\in \mathbb{R}$

とおく.
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結論. $V_{d}$ と実 2次体 $\mathbb{Q}(\sqrt{d})$ のすべての 3次不分岐巡回拡大は 1対 1に対応する.

具体的には

$V_{d}$
$rightarrow 11$ 実 2次体 $\mathbb{Q}(\sqrt{d})$ のすべての 3次不分岐巡回拡大

$(a, b, c)$ $\mapsto$ $\mathrm{s}_{\mathrm{P}}]_{\mathbb{Q}(f_{a},(Z)}\mathrm{C})$

と対応する. ここで, $\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{l}_{\mathbb{Q}(}fa,c(z))$ は几,。$(Z)$ の $\mathbb{Q}$ 上の最小分解体とする. 整数 $n\uparrow\mathrm{h}$ ,

実 2次体の 3次不分岐巡回拡大の個数に–致する. 実数 Hは, 整数であり, 実 2次体

の ideal類群の 3-rankに–致する.

(B) $d$ が 3で割れるときは, 上記の 7条件 (A$.1$ ) $\sim(\mathrm{A}.7)$ を

$\{$

(B.1) $\frac{1}{3e^{*}}\sqrt[3]{9e^{*}(d+3)}\leq c<\frac{e\sqrt{d}}{3}$ ,

(B.2) $a^{2}+ \frac{d}{3}b22c=e^{*}3$ ,

(B.3) $\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(a, c)|1\mathrm{c}\mathrm{m}(e, \frac{d}{3})$ ,

(B.4) $\max\{v_{3}(a^{2}e^{2}-d-4), v_{3(}a), v_{3}(b)\}\geq 2$ .

$\{$

(B.5) $- \frac{c}{e}<S<\frac{c}{e}$ ,

(B.6) $bs\equiv a(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} e^{*}C)$ ,

(B.7) $s^{2} \equiv-\frac{d}{3}(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} e^{*}C)2$ .

にそれぞれ変える. そして, $V_{d}$ の定義を

$V_{d}= \{(a, b, C)\in W_{d}||\frac{s_{(a,b,c)}+\sqrt{-d/3}}{ec}*|>1\}$

とする. このとき, 結論は, 場合 (A) と同様である.

注意 22. 集合 $W_{d}$ は, 高々有限集合である. 定理 2.1のそれぞれの step は, 高々

有限回の計算で行われる. $V_{d}$ のそれぞれの組 $(a, b, \mathrm{c})$ に対し, 多項式 $f_{a,c}(Z)$ は $\mathbb{Q}$ 上

既約である.
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\S 3. Kishi-Miyake の定理及びその精密化した定理と主定理との関係

まず, Kishi-Miyake の定理について述べる.

定理 $3.1([\mathrm{K}_{-}\mathrm{M}])$ . $d$ を平方因子を持たない整数とする. このとき, 次の 2条件

(I), (II) は同値である.

(I) 2次体 $\mathbb{Q}(\sqrt{d})$ の類数が 3で割れる.

(II) 以下の 4条件 (1), (2), (3) 及び (4) をすべて満たすそれぞれ $0$ でない

整数の組 $(x, u, w)\in \mathbb{Z}\neq 0\mathrm{X}\mathbb{Z}\neq 0\cross \mathbb{Z}\neq 0$ が存在する.

(1) $\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(u, w)=1$ ,

(2) $Z^{3}-uwZ-u^{2}$ は $\mathbb{Q}$ 上既約,

(3) $dx^{2}=4uw^{3}-27u^{2}$ ,

(4) 条件

(4.i) 3 $\{w$ ,
$(4.\mathrm{i}\mathrm{i})$ 3 $|w,$ $uw\not\equiv 3$ (mod 9), $u\equiv w\pm 1$ (mod 9),
$(4.\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$ 3 $|w,$ $uw\equiv 3$ (mod 9), $u\equiv w\pm 1$ (mod 27)

のうち少なくとも 1つを満たす.

さらに, このような組が存在するとき, $Z^{3}-uwZ-u^{2}=0$ の根は, $\mathbb{Q}(\sqrt{d})$ の 3次不

分岐巡回拡大を生成する. 逆に, $\mathbb{Q}(\sqrt{d})$ の 3次不分岐巡回拡大は, このようにしてす

べて得られる.

定理 3.1を次のように精密化する.

定理 32. $d$ を平方因子を持たない整数とする. このとき, 次の 2条件 (I), (II) は同

値である.

(I) 2次体 $\mathbb{Q}(\sqrt{d})$ の忌数が 3で割れる.

(II) 定理 3.1の (1), (2), (3) 及び以下の条件 (4) をすべて満たすそれぞれ

$0$ でない整数の組 $(x, u, w)\in \mathbb{Z}\neq 0\cross \mathbb{Z}\neq 0\cross \mathbb{Z}_{\neq 0}$ が存在する.

(4’) ある素数 $p>3$ が存在して $w=p^{4},$ $u=dk^{2}(k\in \mathrm{N})$ .
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さらに, このような組が存在するとき, $Z^{3}-uwz-u^{2}=0$ の根は, $\mathbb{Q}(\sqrt{d})$ の 3次不

分岐巡回拡大を生成する. 逆に, $\mathbb{Q}(\sqrt{d})$ の 3次不分岐巡回拡大は, このようにしてす

べて得られる.

注意 33. 定理 3.1と定理 32の異なる所は, 条件 (4) と (4) である. (4) を満たす

組 $(x, u, w)$ は, (4.i) を満たす. 特に, 定理 3.1の主張から $(4.\mathrm{i}\mathrm{i})(4.\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$ を外しても, 同

値性は保たれる. それぞれの 3次不分岐巡回拡大に対して, (4’) を満たす素数 $p$ は, い

くらでも大きく取ることができる. 1つの 3次不分岐巡回拡大に対して, その拡大を

与える組は無限に存在する.

注意 34. 定理 2.1の条件 (A. $1$ ) $\sim(\mathrm{A}.4)$ たちは, 定理 3.1及び定理 32の条件 (1) $\sim$

(4) 及び (4) と対応する.

定理 2.1 定理 3.1及び定理 32

(A.1) $rightarrow$ (2)

(A 2) $rightarrow$ (3)

(A 3) $rightarrow$ (1)

(A.4) $rightarrow$ (4) 並びに $(4’)$

\S 4. 計算例

定理 2.1をプログラム化し, 平方因子を持たない $1\leq d\leq 10^{5}=100,000$ を満たす

整数 $d$ に対して, 実 2次体 $\mathbb{Q}(\sqrt{d})$ の 3次不分岐巡回拡大をすべて求めた. その結果

をまとめた表が表 45である.

注意 4.1 (表 45の見方について). $m=m_{0}$ の行の n-sfの列の数字は, 1000($m_{0}$ -

$1)+1\leq d\leq 100\mathrm{o}m0$ を満たす整数 $d$ の中で, 平方因子を持つもの (non-squarefree)

の個数である. また, $m=m_{0}$ 行の $0$ の列の数字は, $1000(m_{0^{-}}1)+1\leq d\leq 1000m0$

を満たす平方因子を持たない整数 $d$ の中で, 実 2次体 $\mathbb{Q}(\sqrt{d})$ の ideal 平群の $3$-rank

$r_{d}$ が $0$ となるものの個数である. 同様に, 1(及び 2) の列の数字は, $r_{d}$ が 1(及び 2) と
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なるものの個数である. なお, $1\leq d\leq 10^{5}$ を満たす整数 $d$ の中で, $r_{d}$ が 3以上とな

るものは存在しない.

表 45をグラフ化したのが図 46及び 47である.

注意 42(図 46と 4.7の見方について). 図 46では, 横軸を $m$ とし, 縦軸を

$1000(m-1)+1\leq d\leq 1000m$ の中でそれぞれ n-pt, $r_{d^{=}}0,1,2$ となる割合 (%) とす

る. -方, 図 47では, 横軸を $m$ とし, 縦軸を $1\leq d\leq 1000m_{0}$ の中でそれぞれ n-pt,

$r_{d}=0,1,2$ となる割合 (%) とする.

注意 43($r_{d}=2$ となる実 2次体 $\mathbb{Q}(\sqrt{d})$ について). $1\leq d\leq 10^{5}$ を満たす平方因

子を持たない整数 $d$ の中で, $r_{d}=2$ となるものは

$d=23659$ ,32009, 42817, 43063, 43486, 51694, 53507, 53678, 62501, 62687,

72329, 83414, 85431, 85666, 97719

の 15個である. これらのうち, $d$ が小さい方から 8個に対しての計算結果を\S 5 $((\mathrm{i})\sim$

(viii) $)$ に記すことにする.

注意 44. 計算を実行するための数式処理ソフトは, Maple V を使用した. また,

定理 21をプログラム化したものの text ffle 並びに Maple Internal Format File,

$1\leq d\leq 10^{5}$ を満たす整数 $d$ に対しての計算結果, 表 45等については, 都立大の
$\mathrm{T}\mathrm{N}\mathrm{T}$ (Tools on Number Theory Web) サーバ内の以下の所に置かさせていただいて

いる.

$\mathrm{f}\mathrm{t}\mathrm{p}://\mathrm{t}\mathrm{n}\mathrm{t}$ .math.metro-u. $\mathrm{a}\mathrm{c}.\mathrm{j}\mathrm{p}/\mathrm{p}\mathrm{u}\mathrm{b}/\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}/\mathrm{U}\mathrm{n}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{C}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{E}\mathrm{X}\mathrm{t}_{-}\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{Q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{d}$. tar.gz

111



表 45
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rat io (each 1000)

rat io (sum up)

図 47
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\S 5. ideal類群の 3-rank が 2となる実 2次体 $\mathbb{Q}(\sqrt{d})(1\leq d\leq 6.0\cross 10^{4})$

(i) $d=23659$ . $(e=2, e^{*}=1, d_{0}=-70977.)$

$c$ a $b$
$s$ $| \frac{s+\sqrt{d_{0}}}{ec}*|$

$f_{a,\mathrm{C}}(Z)$

138 270 245 19. . . $Z^{3}-414Z-$ 540
181 1837 2 $-86$ 15 $\cdots$ $Z^{3}-543Z-3674$
226 2998 2 $-103$ 1.2 $\cdots$ $Z^{\mathrm{s}_{-}}678Z-5996$

241 2872 3 $-29$ 1.1 $\cdots$ $Z^{3}-723Z-5744$
298 1862 6 $-29$ 0.8 $\cdots$

(ii) $d=$ 32009. $(e=1, e^{*}=2, d_{0}= - 96027)$

$c$ a $b$
$s$ $| \frac{s+\sqrt{d_{0}}}{ec}*|$

$f_{a,c}(Z)$

61 209 29 25. . . $Z^{3}-183Z-$ $209$

103 956 2 $-81$ 15 $\cdots$ $Z^{3}-309Z-$ $956$

123 2565 117 13. . . $Z^{3}-369Z-2565$
157 3823 123 1.06 $\cdots$ $Z^{3}-471Z-3823$
177 4617 123 0.94. ..

(iii) $d=42817$. $(e=1, e^{*}=2, d_{0}= - 128451)$

$c$ a $b$
$s$ $| \frac{s+\sqrt{d_{0}}}{ec}*|$

$f_{a,c}(Z)$

75 729 1 $-57$ 24 $\cdots$ $Z^{3}-225Z-$ $729$

103 1793 1 $-89$ 17 $\cdots$ $Z^{3}-309Z-1793$
115 1208 2 $-67$ 15 $\cdots$ $Z^{3}-345Z-1208$
183 4833 147 1.05 $\cdots$ $Z^{3}-549Z-4833$
205 5771 147 0.94 $\cdots$

(iv) $d=$ 43063. $(e=2, e^{*}=1, d_{0}=-129189.)$

$c$ a $b$ $s$ $| \frac{s+\sqrt{d_{0}}}{ec}*|$

$f_{a,c}(Z)$

190.1486 2 $-69$ 19 $\cdots$ $Z^{3}-570z-$ $2972$

237 2943 2 $-102$ 15 $\cdots$ $Z^{3}-711Z-$ 5886
265 2854 111 14. . . $z^{\mathrm{s}_{-79}}5z-$ $5708$

310 5014 291.1 $\cdots$ $Z^{\mathrm{s}_{-}}93\mathrm{o}z_{-}10028$
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(v) $d=43486$ . $(e=2, e^{*}=1, d_{0}=-130458.)$

$c$ a $b$
$s$ $| \frac{s+\sqrt{d_{0}}}{ec}*|$

$f_{a,\mathrm{c}}(Z)$

169 361 2 32 2.1 $\cdots$ $Z^{3}-507Z-$ 722
174 756 2 $-48$ 2.0 $\cdots$ $Z^{3}-522Z-1512$
259 2609 3 $-113$ 1.4 $\cdots$ $Z^{3}-777z-5218$
331 2629 5 87 1.1 $\cdots$ $Z^{3}-993z-5258$
417 8235 2 $-87$ 0.8 $\cdots$

(vi) $d=516\mathrm{g}4$ . $(e=2, e^{*}=1, d_{0=-1}55082.)$

$c$ a $b$
$s$ $| \frac{s+\sqrt{d_{0}}}{ec}*|$

$f_{a,\text{。}}(Z)$

201 1593 2 $-36$ 1.9 $\cdots$ $Z^{3}-$ $603Z-3186$
$282$ 4104 2 120 14. . . $Z^{3}-$ $846Z-8208$
$331$ 1171 5 56 1.2 $\cdots$ $Z^{3}-993Z-2342$
$394$ 3304 6 96 1.02 $\cdots$ $Z^{3}-1182Z-6608$
$417$ 8181 2 $-96$ 0.97 $\cdots$

(vii) $d=53507$. $(e=2, e^{*}=1, d_{0=-1}60521.)$

$c$ a $b$
$s$ $| \frac{s+\sqrt{d_{0}}}{ec}*|$

$f_{a,C}(Z)$

186 810 2 $-51$ 2.1 $\cdots$ $Z^{3}-558z_{-}1620$
$213$ 1971 2 9 1.8 $\cdots$ $Z^{3}-639z_{-}3\mathrm{g}42$

$265$ 2368 3 57 15. . . $Z^{3}-795Z-4736$
$325$ 4618 3 152 13. . . $Z^{3}-975Z-9236$

(viii) $d=$ 53678. $(e=2, e^{*}=1, d_{0}= - 161034)$

$c$ a $b$
$s$ $| \frac{s+\sqrt{d_{0}}}{ec}*|$

$f_{a,c}(Z)$

222 2268 2 $-66$ 1.8 $\cdots$ $Z^{3}-$ $666Z-4536$
249 3105 2 $-105$ 1.6 $\cdots$ $Z^{3}-$ $747z_{-}6210$
331 179 5 34 1.2 $\cdots$ $Z^{3}-993Z-358$
379 4267 5 $-44$ 1.06 $\cdots$ $Z^{3}-1137Z-8534$
430 5228 6 $-44$ 0.93 $\cdots$
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\S 6. 虚 2次体の場合についての注意

虚 2弱体についても, 定理 2.1と同様な結果が得られるように思われる. 実際に,

(A$.2$ ), $(\mathrm{A}.3)$ 及び (A 4) は, 一般の 2次体に対して有効である. また, (A.1) と同様な

ものが虚 2次体についてもある. 問題になるのが (A$.5$ ), $(\mathrm{A}.6)$ 及び (A 7) に対応す

る議論である. 定理 21が efficient なものになった理由として, “議論が虚 2次体

$\mathbb{Q}(\sqrt{-3d})$ の方に移り, また虚 2次体の単数群が有限である” ということが挙げられ

る. –方, 虚 2次体 $\mathbb{Q}(\sqrt{d’})$ について, 定理 2.1と同様な結果を得ようとすると, 今度

は実 2次体 $\mathbb{Q}(\sqrt{-3d’})$ の方に議論が移る. ここで実 2次体の単数群は, 階数 1の自

由 $\mathbb{Z}$高話であり, 議論が若干複雑になる. しかしながら, 我々はその問題を克服し,

定理 2.1と同様な結果を虚 2次体についても得ている.
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