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1. 囲い込み法

与えられた物体の表面から (境界と言わず敢えて表面と言う) 電流を流し込みその結
果生じた電位分布の表面における情報から物体内部の導電率の分布をいかにして知る
かと言う問題は大変興味深い問題である。A. P. Calder\’on はその記念碑的論文 [8] でこ
の問題を数学的に定式化しその後のおびただしい理論的研究を招いた。 ここではその述
べ方が簡単ないわゆる $\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h}\iota \mathrm{e}\mathrm{t}_{- \mathrm{t}}\mathrm{o}$-Neumann 写像による定式化で話しを進める。

物体を\Omega であらわしその導電率を\mbox{\boldmath $\gamma$}であらわそう。 $\gamma$ は\Omega 上の有界な関数で, ある–定
の正の値以上であるとする。まず表面上に電位分布 $f$ を与える。そのとき内部の電位
分布 $u$ は境界値問題

$\nabla\cdot\gamma\nabla u=0$ in $\Omega$

$u=f$ on $\partial\Omega$

の–意的な解として特徴づけられる。 このとき表面の各点における電流分布 $j$ は

$j= \gamma\frac{\partial u}{\partial\nu}|_{\partial\Omega}$

であらわされる。 ここに\nu は�\Omegaにたいする外向き単位法線ヴェクトル場である。
写像 $f-j$ を $\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{i}_{\mathrm{C}}\mathrm{h}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{t}_{-}\mathrm{t}_{0}$ euma 写像といい A7であらわす。 Calder\’on は $\Lambda_{\gamma}$

から\mbox{\boldmath $\gamma$}が--意的に決定されるかどうか, もしそうであれば\mbox{\boldmath $\gamma$}を A7からいかに再構成する
かという問題を提出し, その線形化問題に対し解答を述べた。それを説明しよう。

まず\mbox{\boldmath $\gamma$}は--定の値 (1としよう) から余り隔たりがないとする:

$\gamma=1+h,$ $h\approx 0$ .

このとき
$\Lambda_{\gamma}\approx\Lambda_{1}+d\Lambda_{1}(h)$

であるだろう。 そこで\Lambda \mbox{\boldmath $\gamma$}の代わりにこの右辺したがって $d\Lambda_{1}(h)$ が与えられていると
思ってよいだろう。すると問題は, 線形写像:h $-d\Lambda_{1}(h)$ にたいする, 対応する問題に
置き換えられる。

Calder\’on はこれが単射であることおよび $h$ を $d\Lambda_{1}(h)$ をつかって計算する公式を与
えている。 しかしながら, この問題にたいしては, 無限次元 Banach 空間における通常
の逆写像定理を適用できないことがわかっており, もともとの\Lambda \mbox{\boldmath $\gamma$} から $\gamma$を決定する問題
にたいしての解決にはなっていないということを注意しておこう。
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さて Calder\’on の $d\Lambda_{1}(h)$ から $h$ を再構成する公式を述べよう。 まず

(1.1) $\int_{\partial\Omega}\{dA_{1}(h)\}(v_{1}|_{\partial\Omega})v_{2}d\sigma=\int_{\Omega}h(x)\nabla v_{1}(x)\cdot\nabla v_{2}(x)dX$

が二つの調和関数 $v_{1},$ $v_{2}$に対してなりたつことを見るのは容易である。さて $z\cdot z=0$ を
満たす複素ヴェクトル $z$ に対し関数

$e^{x\cdot z}$

は調和関数である。 $0$ でない実ヴェクトル $k$ にたいしそれと同じ長さをもち直交する $0$

でない実ヴェクトル $k^{\perp}$ を–つとり

$z_{1}= \frac{k^{\perp}}{2}-\dot{\iota}\frac{k}{2}$

$z_{2}=- \frac{k^{\perp}}{2}-i\frac{k}{2}$

により二つ複素ヴェクトル $z_{1},$ $z_{2}$を定める。

$z_{1}+z_{2}=-ik$ ,

$z_{1} \cdot z_{2}=-\frac{|k|^{2}}{2}$ ,
$Z_{1}\cdot z_{1}=\mathcal{Z}_{2}\cdot Z_{2}=0$

に注意すると $v_{i}=e^{x\cdot z}:,$ $i=1,2$ を (1.1) へ代入して

$\int_{\partial\Omega}\{dA1(h)\}(v_{1}|\partial\Omega)v2d\sigma=-\frac{|k|^{2}}{2}\int_{\Omega}h(x)e^{-i}dx\cdot kx$

を得る。 これより $h$ の\Omega の外への $0$ 拡張の Fourier変換が計算され Fourier の反転公式
により $h$ が再構成される。より詳しい Calder\’on の論文の解説については Uhlmann $[33|$

を見るのがよい。
Sylvester-Uhlmann [32] は, Calder\’on が使った $z\cdot z=0$ を満たす複素ヴェクトル $z$

をパラメタにもつ調和関数の代わりに, $|z|arrow\infty$ のときそれに漸近するいわゆる複
素幾何光学解を構成し, $\mathrm{A}_{\gamma}\text{から滑らかな}\gamma \text{が}-\text{意的に決定されることを証明した}$ 。 さら
に Nachman [26], [27] は, $\gamma \text{を}\Lambda_{\gamma}$から再構成するための公式を与えた。最近 Siltanen-
Mueller-Issacson [30] は Nachman の再構成公式の数値実験を実行した。

ところで\mbox{\boldmath $\gamma$}自身ではなく, \mbox{\boldmath $\gamma$}の不連続面を再構成する問題もまた応用上重要であると
信じられている。 $D$ を $\Omega$の開部分集合とする。簡単のため $D$ は連結であるとしよう。
今 $h$ が, $D$ の外部で $0$ で Dで連続, すべての $a\in\partial D$ にたいして $h(a)>0$ またはすべ

ての $a\in\partial D$ にたいして $h(a)<0$ であるとしよう。 このとき� D は\mbox{\boldmath $\gamma$}=l+h の最初の
不連続面である。 この線形化問題は $d\Lambda_{1}(h)$ から $\partial D$ を再構成する問題である。 もちろ
ん上で述べた方法で $h$ 自身が再構成されるのだからなにも問題はない, といってもよい
がとりだす情報が少ないのだから, $\partial D$ に関する情報をもっと直接的に $d\Lambda_{1}(h)$ から取
り出す方法があってよいはずである。
ここでは $D$ の支持関数 $h_{D}$ :

$h_{D}( \omega)=\sup_{Dx\in}x\cdot\omega,$

$\omega\in S^{2}$
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をひきだす単純な idea を述べよう (図 1)。
図 1.

$x\cdot\omega=h_{p^{(\omega)}}$

支持関数が分かれば $D$ の凸包が得られることは言うまでもない。
idea の核心を述べよう。 (1.1) の $v_{1},$ $v_{2}$ として正のパラメタ $\tau$をもつ

$v_{1}=e^{\mathcal{T}}x\cdot(\omega+i\omega^{\perp})$ ,

$v_{2}=\overline{v}_{1}=e\tau x\cdot(\omega-i\omega)\perp$

を代入して

$\int_{\partial\Omega}\{d\Lambda_{1}(h)\}(v_{1}|\partial\Omega)v2d\sigma=2_{\mathcal{T}}2\int_{D}h(x)e^{2\mathcal{T}}x\cdot\omega_{dX}$

を得る。 各 $t\in \mathbb{R}$ に対し $e^{-2\tau t}$をこの両辺にかける :

(1.2) $e^{-2\tau t} \int_{\partial\Omega}\{d\Lambda_{1}(h)\}(v_{1}|\partial\Omega)v2d\sigma=2_{\mathcal{T}}2\int_{D}h(x)e-t)d2\tau(x\cdot\omega X$.

左辺は $d\Lambda_{1}(h)$ より計算できる量であり既知としてよい。さて右辺をみる。関数 $e^{2\mathcal{T}()}x\cdot\omega-t$

は,\tau \rightarrow \infty のとき, 半空間 $x\cdot\omega>t$ で (指数的に) 増大し, 半空間 $x\cdot\omega<t$ で (指数的
に) 減衰する。 したがってもし $t>h_{D}(\omega)$ であれば, (1.2) の右辺は\tau \rightarrow \infty のとき減

衰する。 しかし $t=h_{D}(\omega)$ あるいは $t<h_{D}(\omega)$ のときは, $\tauarrow\infty$ のとき違った振る舞
いをするであろう。 そこでその境目として, $D$ の支持関数を特徴づけられるであろう。
これが idea の核心である。
実際� D にたいする適当な滑らかさのもとで次の主張が証明される。

命題 1.1.
$t>h_{D}(\omega)$ であるための必要十分条件は

$\lim_{\tauarrow\infty}e^{-2_{\mathcal{T}t}}\int_{\partial\Omega}\{d\Lambda 1(h)\}(v1|_{\partial}\Omega)v_{2}d\sigma=0$ .

筆者はこの方法を [15] で提唱し, $\text{もともとの}\mathrm{A}_{\gamma^{\text{か}}}$ ら $\gamma=1+h$ の不連続面を再構成す
る問題に適用して次の定理を証明した。

定理 11.
$t>h_{D}(\omega)$ であるための必要十分条件は

$\tauarrow\lim_{\infty}I_{\omega}(\mathcal{T}, t)=0$
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ここで

$I_{\omega}( \tau, t)=e-2\tau t\int_{\partial\Omega}(\Lambda_{\gamma}-\Lambda_{1})(v1|_{\partial\Omega})v2d\sigma$ .

実はその証明から公式

ん D $( \omega)-t=\lim_{arrow \mathcal{T}\infty}\frac{\log|I_{\omega}(\tau,t)|}{2\tau}$

も成り立つことがわかる (Ikehata-Siltanen [21])。
その幾何学的なスタイルからこの方法を囲い込み法と呼ぶことを筆者は提唱した

い。 なお Sylvester-Uhlmann で構成された複素幾何光学解を $v_{1},$ $v_{2}$の代わりに使えば
$\gamma=\gamma 0+$ んにたいしても同様な結果を得ることができることはいうまでもない。 ただ
し\mbox{\boldmath $\gamma$}。は既知で十分に滑らかとする。

A\mbox{\boldmath $\gamma$}から, $\Omega\backslash \overline{D}$ が連結であるような $D$ およびんが, -意的に決定されることを証明し
たのは Isakov [22] である。筆者は, [14] で探針法 (the probe method) を導入し, $D$ の

$A_{\gamma}$からの再構成公式を与えた。また [16] では, $\Lambda_{\gamma}$からん自身の再構成公式が, Nachman
[26], [27] の結果へ帰着させることにより得ることができる, ということを述べた。
囲い込み法の数値実験は興味あるところであるが, 最近 Br\"uhl-Hanke[7] および

Ikehata-Siltanen [21] でなされている。
なお, より realistic なモデルとして, 電極と皮膚との間のインピーダンスを考慮し

た境界条件を取り入れた, いわゆる完全モデル (complete model) が提唱されている。
Issacson-Cheny [25] では, 他のモデルとともにそれが紹介されている。
また $\mathrm{s}_{\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{r}}\mathrm{S}\mathrm{a}1_{0^{- \mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{y}\mathrm{o}\mathrm{n}}}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}-\mathrm{I}_{\mathrm{S}\mathrm{S}\mathrm{a}\mathrm{c}}\mathrm{S}[31]$ では, 完全モデルの下での順問題の–意可解性が
証明されている。
筆者の共同研究者である Siltanen は, この順問題設定のもとで得られる観測データ

から囲い込み法に必要な定理 1.1の”指示関数”

(1.1) $e^{-2\tau t} \int_{\partial\Omega}(\Lambda_{\gamma}-\Lambda_{1})(v_{1}|\partial\Omega)v2d\sigma$

をいかに近似的に求め数値実験をおこなうかと言う興味ある問題を提起している。

2. ひと組の Cauchy データからの再構成問題

囲い込み法をひとたび手に入れると人はその過激な適用に思い至る。それは定理 1.1
で導入された指示関数 (1.1) の代わりに

(2.1) $I_{\omega}( \tau, t)\equiv e^{-\tau b}\int_{\partial\Omega}(\Lambda_{\gamma 1}-\Lambda)(f)vd\sigma$

を考えてはどうかという問いである。 ここで $f$ は固定した定数でない境界上の電位分
布であり $v$ は

$v=e^{\mathcal{T}x\cdot(i},$$\tau\omega+\omega^{\perp})>0$

で与えられる調和関数である。 このとき定理 1.1に相当する事実がなりたつか ? もしそ
れが成り立てばひと組のデータ $(f, \Lambda_{\gamma}f)$ より $D$ の存在する場所にかんする情報がひき
だせることになる。
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$\Lambda_{1}$は対称であることから

$I_{\omega}( \tau, t)=e^{-\tau t}\int_{\partial\Omega}\gamma\frac{\partial u}{\partial\nu}v-\frac{\partial v}{\partial\nu}ud\sigma$

が成り立ち $I_{\omega}(\tau, t)$ を計算するにあたって Al $(f)$ を計算する必要はないということを注
意しておく。
筆者は [18] で, この idea を Friedman-Isakov [11] によって取り上げられた問題にた

いして適用し, 多角形状の介在物の支持関数の再構成公式を得た。
より詳しく問題を述べよう。 \Omega を 2次元の有界領域とし $\nu$を $\partial\Omega$に対する外向き単位法

線ヴェクトル場とする。 \mbox{\boldmath $\gamma$}は\Omega 上定義された正の値をとる関数で、 ある $\Omega$内の凸多角形
$D$ の上で–定値 $k,$ $D$ の外で 1をとるものとする。 $k\neq 1$ を仮定する。
問題は、 方程式

$\nabla\cdot\gamma\nabla u=0$ in $\Omega$

の定数でない解から計算される対

$(f, j)=(u|_{\partial} \Omega, \gamma\frac{\partial u}{\partial\nu}|\partial\Omega)$

を使って $D$ の存在する場所にかんする情報を引き出す公式を発見することである。
は固定されていることに注意しよう。仮定

(2.2) diam $D<\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}(D, \partial\Omega)$

のもとで対応
$D\mapsto(u|_{\partial\Omega,\gamma\frac{\partial u}{\partial\nu}}|\partial\Omega)$

が–対–であること (–意性) は既に Friedman-Isakov [11] が証明している。 Seo [29],
Alessandrini-Isakov [2] は $j$ に対する自然な条件のもとで (2.2) を外して凸多角形状の
介在物の–意性を証明している。3次元の問題についても凸多面体状の介在物の–意性
について Friedman-Isakov [11], $\mathrm{B}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{e}1_{0}- \mathrm{F}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{S}-\mathrm{s}_{\mathrm{e}}\mathrm{o}[5]$ の結果がある。 $\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{o}[29]$ ではふた
組の $(f1, j_{1}),$ $(f_{2},j_{2})$ からの多角形状の介在物の–意性も証明されている。
円板上または球状の介在物の–意性についてはそれぞれ Kang-Seo [23], Kang-Seo

[24] で証明されている。安定性については Friedman-Isakov [11], Bellout-Friedman-
$\mathrm{I}\mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{o}\mathrm{V}[6]$ を参照せよ。
このように, この 10年の間, 上述の Friedman-Isakov の論文が発表されて以来, 再構

成公式を探す問題にたいしては, 筆者の知る限りなんら結果はなかった。筆者が [18] で
証明した定理は $D$ の習性を仮定していたが自明な修正で次の定理を得る。

定理 2.1.
$f$ は定数でないと仮定する。$D$が (2.2) を満たす多角形であれば { $x\in\partial D|x\cdot\omega=$ ん D $(\omega)$ }
が–点のみからなるような方向\mbox{\boldmath $\omega$}\in Slに対し次の二つの公式が成り立つ。

$[h_{D}(\omega),$ $\infty[=\{t\in \mathbb{R}|\lim_{\tauarrow\infty}I_{\omega}(\mathcal{T}, t)=0\}$ ,

$h_{D}( \omega)-t=\lim_{\tauarrow\infty}\frac{\log|I_{\omega}(\tau,t)|}{\tau},$ $\forall t\in \mathbb{R}$ .
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より詳しくは, $\tauarrow\infty$ のとき, $|I_{\omega}(\tau, t)|$ は $t>h_{D}(\omega)$ に対しては指数的に減衰,
$t=h_{D}(\omega)$ に対しては代数的に減衰, $t<h_{D}(\omega)$ に対しては指数的に増大する。なお $j$

について, ある自然な制限 ([29]) を課せば, (2.2) を落とすことができることは定理の証
明からただちにわかることを指摘しておく (これは専門家に対する注意である)。
この定理を根拠として筆者は今がまさに方向を転換する時代であると宣言したい。

囲い込み法を使った多角形状の空洞の支持関数の再構成公式は [17], 囲い込み法の逆源
泉問題への応用については [19] を参照せよ。

3. Cherepanov-Rice 積分と直線亀裂の長さの決定 (破壊力学との関係)

ここでは逆問題と破壊力学との関係が良くあらわれている小さな例題を述べよう。
2次元有界領域\Omegaの中に線分状 (絶縁された) 亀裂\mbox{\boldmath $\sigma$}がありそのひとつの端点 $P$ が\Omega

の境界に達していて他の端点 $Q$ は完全に $\Omega$のなかに含まれているとする (図 2. )。
図 2.

$\mathrm{P}$

このとき�\Omega 上に電流分布 $j$ を与え, その結果生じた�\Omega 上の電位分布 $f$ を測定する。 $\Omega$

の導電率が–定であるという仮定のもとでは, $\Omega$内の電位分布 $u$ は,
$\triangle u=0$ in $\Omega\backslash \overline{\sigma}$ ,

$u=f$ on $\partial\Omega$ ,

$\frac{\partial u}{\partial\nu}=\dot{\gamma}$ on $\partial\Omega$ ,

$\frac{\partial u}{\partial\nu}=0$ on $\sigma$

の解として特徴づけられる。 \nu は\mbox{\boldmath $\sigma$} 上定ヴェクトルであることに注意。 なおここの目的
は既存の idea の厳密化ではなく新しい idea の提出であり, 詳しい順問題の設定を述べ
ることは控える。
さて問題は, $\sigma$の方向\theta \in Sl、 長さ $l$ を ( $f$,のから計算する公式を求めることである

が、 ここでは\thetaを既知として $l$ をいかにして求めるかということを問題とする。
その–つの答えは次のとおりである。 $\theta$ と直交する方向\theta \perpで $\det(\theta\theta^{\perp})>0$ なるも

のをとる。
$v=e^{\mathcal{T}x\cdot(},$$\tau\theta+i\theta^{\perp})>0$

とおこう。指示関数

$I_{\theta}( \prime \mathrm{r}, t)=e^{-\tau t}\int_{\partial\Omega}jv-\frac{\partial v}{\partial\nu}fd\sigma,$$t\in \mathbb{R}$

を導入する。 さらに $(f, j)$ から次の量を計算する:

$J(f,j)= \int_{\partial\Omega}\frac{1}{2}|\nabla u|2(\nu\cdot\theta)-(\nabla u\cdot\nu)(\nabla u\cdot\theta)$ .

これは破壊力学で有名な Cherepanov-Rice 積分とよばれる量で (Ohtsuka [28]) 亀裂の
進展問題において重要な役割を果す。
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定理 3.1.
$J(f,j)\neq 0$

であれば公式
$\{t\in \mathbb{R}|\lim_{\tauarrow\infty}I_{\theta(\mathcal{T},t)}=0\}=[\text{ん_{}\sigma}(\theta),$

$\infty[$

$h_{\sigma}( \theta)-t=\lim_{arrow \mathcal{T}\infty}\frac{\log|I_{\theta}(\mathcal{T},t)|}{\tau}$

が成り立つ。亀裂の長さ $l$ は公式

$l=$ ん\mbox{\boldmath $\sigma$} $(\theta)-P\cdot\theta$

から計算される。

この証明のためには, 自明な等式

$I_{\theta}(\tau, t)=e-\theta t)I\tau(h_{\sigma}()(_{\mathcal{T}}\theta, h_{\sigma}(\theta))$

および指示関数と Cherepanov-Rice積分との関係を示すつぎの命題があれば十分である。

命題 3.1.

(3.1) $\lim_{\tauarrow\infty}\tau|1/2I_{\theta}(\tau, h_{\sigma}(\theta))|=4\sqrt{\frac{2}{\pi}}\Gamma(1+\frac{1}{2})\sqrt{|J(f,j)|}$ .

命題 3.1の証明の概略. 直交座標 $(y_{1}, y_{2})$ , 極座標 $(r, \theta)$ およびそれに関する $u$ の表
現を

$x=Q+y_{1}(-\theta)+y2(-\theta^{\perp})$

$y_{1}=r\cos\theta,$ $y2=r\sin\theta$

$u(y_{1}, y_{2})=u(X)$

$u(r, \theta)=u(r\cos\theta, r\sin\theta)$

と定める (図 3.)。
図 3.

$u$ を $Q$ の回りで

$u(x)= \frac{\alpha_{1}}{\sqrt{2\pi}}+\frac{\alpha_{2}}{\sqrt{\pi}}\sqrt{r}\cos\frac{\theta}{2}+\cdots$
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と展開する (Grisvard [13])。 $\alpha_{2}$は応力拡大係数と呼ばれている。 $\mathrm{I}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{a}[17]$ と同様な
考え方により, $\tauarrow\infty$ のとき漸近展開

$I_{\theta}(\tau, h_{\sigma}(\theta))$

(3.2)
$\sim-\frac{2e^{-i_{\mathcal{T}}Q\cdot\theta^{\perp}}}{\sqrt{\pi}}\sum_{m=1}^{\infty}\mathrm{r}(1+\frac{2m-1}{2})\frac{(-1)^{m}\alpha_{2m}}{\tau^{\frac{2m-1}{2}}}$

を得る。
したがって (3.1) の証明のためには, Cherepanov-Rice積分と応力拡大係数との関係

を示す公式

(3.3) $J(f, j)= \frac{\alpha_{2}^{2}}{8}$

を示せば十分である。念のため断わっておくが, 筆者は (3.3) が新しいと主張するつも
りは全くない。多分知られている事実であろう。 だが (3.1) は囲い込み法の idea があっ
て始めて獲得される公式である。それがなければ誰が”指示関数” の漸近挙動を調べる
だろうか?
そこで問題は (3.3) の証明である。領域 $D$ 上の二つの関数 $u,$ $v$ に対し

$J_{\partial D}(u, v)$

(34)
$= \int_{\partial D}(\nabla u\cdot\nabla v)\nu-\int_{\partial D}(\nabla v\otimes\nabla u+\nabla u\otimes\nabla v)\nu$

とおく。 ここに\nu は� D にたいする外向き単位法線ヴェクトル場である。 $D=\Omega$のとき

$J(f,j)= \frac{1}{2}J_{\partial\Omega(}u,$ $u)\theta$

であることに注意。
つぎの事実は破壊力学では良く知られているがここでは読者の便宜のため述べる。

補題 3.1.
$u,$ $v$ ともに領域 $D$ で調和であるとする。 このとき $J_{\partial D}(u, v)=0$が成り立つ。

証明. 任意の定ヴェクトル\thetaに対し $J_{\partial D}(u, V)\theta=0$ を示す。

$\int_{\partial D}(\nabla u\cdot\nabla v)(\nu\cdot\theta)=\int_{D}\nabla\cdot\{(\nabla u\cdot\nabla v)\theta\}$

$= \int_{D}\nabla(\nabla u\cdot\nabla v)\cdot\theta$

$= \int_{D}\{(\nabla^{2}u)\nabla v+(\nabla^{2}v)\nabla u\}\cdot\theta$
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および

$\int_{\}=\int_{D}v\cdot\theta}\partial D(\nabla u\nabla..\{\mathcal{U})(\nabla(\nabla v\cdot\theta)\nabla u+(\nabla u\theta)\nabla)+(\nabla v\cdot\nu).(\nabla u\cdot\theta)v$

$= \int_{D}\nabla(\nabla v\cdot\theta)\cdot\nabla u+\nabla(\nabla u\cdot\theta)\cdot\nabla v+(\nabla v\cdot\theta)\triangle u+(\nabla u\cdot\theta)\triangle v$

$= \int_{D}(\nabla^{2}v_{2})\theta\cdot\nabla u+(\nabla^{2}u=\int_{D}\{(\nabla v)\nabla u+(\nabla 2u)\nabla v\}\cdot\theta)\theta\cdot\nabla v$

からただちに結論を得る。 口

(3.3) を証明しよう。 $P$ から亀裂の下側を亀裂に沿って $Q$ のちょっと左側まで進みそ
こから反時計回りに $Q$ を中心とする半径\epsilon の円周 C\epsilon 上を--周して再び亀裂の上側を亀
裂に沿って $P$ まで進みそれから $\partial\Omega$を時計回りに–周して再び $P$ に至る道によってかこ
まれる領域 $D$ をかんがえそれに補題 3.1を適用する (図 4.)。
図 4.

$\mathrm{P}$

$\partial\sim\Omega$

\mbox{\boldmath $\sigma$}上\nu . $\theta=0,$ $\nabla u\cdot\nu=0$ であるから積分の亀裂からの寄与はすべて消えて

(3.5) $J_{\partial\Omega}(u, u)\theta=J_{C_{\epsilon}}(u, u)\theta,$ $0<\forall\epsilon<\epsilon_{0}$

を得る。 このとき

$\frac{\partial u}{\partial y_{1}}=-\nabla u\cdot\theta$

$\frac{\partial u}{\partial y_{2}}=-\nabla u\cdot\theta^{\perp}$ ,

$(_{\frac{}{\partial y_{2}}}^{\frac{\partial u}{\partial y_{1}\partial u}})=$

および $C_{\epsilon}$の点 $(r, \theta)$ における単位法線ヴェクトル\nuは

$\nu(r, \theta)=-(\cos\theta\theta+\sin\theta\theta^{\perp})$
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で与えられることから、

$\nabla u\cdot\nu=-\nabla u\cdot(\cos\theta\theta+\sin\theta\theta^{\perp})$

$= \cos\theta\frac{\partial u}{\partial y_{1}}+\sin\theta\frac{\partial u}{\partial y_{2}}$

$= \cos\theta(\cos\theta u_{r}-\frac{1}{r}\sin\theta u_{\theta})$

$+ \sin\theta(\sin\theta u_{r}+\frac{1}{r}\cos\theta u_{\theta})$

$=u_{r}$ ,

$(\nabla u\cdot\nu)(\nabla u\cdot\theta)=-u_{r^{\frac{\partial u}{\partial y_{1}}}}$

$=-u_{r}(\cos\theta u_{r\theta}-\mathrm{S}\mathrm{n}\theta u)\underline{1}$.
$r$

$=- \cos\theta u_{r}^{2}+\frac{1}{r}\sin\theta u_{r}u_{\theta}$

が成り立つ。 $\nu\cdot\theta=-\cos\theta$に注意して

$\frac{1}{2}|\nabla u|^{2}(\nu\cdot\theta)-(\nabla u\cdot\nu)(\nabla u\cdot\theta)$

(3.6) $=- \frac{1}{2}\cos\theta(u_{r}^{2}+\frac{1}{r^{2}}u_{\theta}^{2})+\cos\theta u_{r}^{2}-\frac{1}{r}\sin\theta uru\theta$

$= \frac{1}{2}\cos\theta u^{2}-r\frac{1}{r}\sin\theta uru_{\theta}-\frac{1}{2}\frac{1}{r^{2}}\cos\theta u_{\theta}^{2}$

を得る。 ここで

$u_{r}= \frac{\alpha_{2}}{2\sqrt{\pi}}r^{-1/2}\cos\frac{\theta}{2}+\cdots$

$u_{\theta}=- \frac{\alpha_{2}}{2\sqrt{\pi}}\sqrt{r}\sin\frac{\theta}{2}+\cdots$

から
2 $c$ 2

$\theta$

$u_{r}=\cos\overline{r}$ $\overline{2}^{+}\ldots$

$\frac{1}{r}u_{r}u_{\theta}=-\frac{c}{r}\cos\frac{\theta}{2}\sin\frac{\theta}{2}+\cdots$

$\frac{1}{r^{2}}u_{\theta}^{2}=\frac{c}{r}\sin 2\frac{\theta}{2}+\cdots$

を得る。 ただし
$c=( \frac{\alpha_{2}}{2\sqrt{\pi}})^{2}$ .

(3.6) へ代入して

$\frac{1}{2}|\nabla u|^{2}(\nu\cdot\theta)-(\nabla u\cdot\nu)(\nabla u\cdot\theta)$

$=7 \underline{c}.(\frac{1}{2}\cos\theta\cos 2\frac{\theta}{2}+\sin\theta\cos\frac{\theta}{2}\sin\frac{\theta}{2}-\frac{1}{2}\cos\theta\sin 2\frac{\theta}{2})+$

$= \frac{c}{2r}+O(1)$
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を得る。 これより

$J_{C_{\epsilon}}(u, u) \theta=\int_{C_{\epsilon}}\frac{c}{2\epsilon}+O(\epsilon)$

$= \pi c+O(\epsilon)=\frac{\alpha_{2}^{2}}{4}+O(\epsilon)$

したがって (3.5) から (3.3) を結論する。 口

(3.3) より $J(f, j)\neq 0$ は $|\nabla u(x)|$ が亀裂の先端 $Q$ で発散するための必要十分条件で
あることがわかる。そして定理 3.1は, 亀裂の先端で電位分布の勾配に特異性が発生す
るような $(f, j)$ を持ってくれば結論が成り立つ, ということを言っている。重要なこと
は, 特異性が発生しているかどうかを Cherepanov-Rice積分を通して $(f, j)$ だけを使っ

て判定できることである。
実は $J(f, j)\neq 0$ は仮定しすぎであって, $j$ に自然な制限を課すと, 定理 2.1の証明と

同様な考え方で (関数論を併用して), 適当な $m\geq 1$ に対し (3.2) の\alpha 2m $\neq 0$ を証明でき

る。 そのような $m$ で最小なものをとれば, 適当な $0$ でない定数 $A$ に対し

$\lim_{\tauarrow\infty}\tau\frac{2m-1}{2}|I\theta(\tau, h\sigma(\theta))|=A$

を得る。 これがひとたび得られれば, 後は同様にして定理 3.1と同じ公式を得ることが
できる。 この考え方を使えば亀裂の方向\theta が未知であっても, 亀裂に横断的な方向\mbox{\boldmath $\omega$}にた

いする支持関数の値を対応する指示関数から引き出すことができる。 筆者は, 複数の線
状亀裂が存在する場所の凸包の再構成公式についても, 囲い込み法を適用して得ること
ができると考えている。 その詳細は他の問題も含めて準備中である (Ikehata [20])。

Andrieux-Abda [3] は, 表面に端点を持つ線状亀裂の長さを, $(f,j)$ から定まるある

関数の最初の零点として特徴づけている ([3, Proposition 1.8]) 。ただし亀裂上におけ
る電位分布の飛びについてある制限を課している。 問題は違うが, Aparicio-Pidcock [4]
は, 単連結領域の境界の–部を他の部分における $(f, j)$ を使って再構成するための公式
を適当な条件下で与えていている。
導電率が–定でない等方的な物体中の亀裂の再構成公式を探す問題に対して, 囲い込

み法を, Calder\’on [8] の指数関数の代わりに Sylvester-Uhlmann [32] の構成した複素幾
何光学解を使うことにより適用したらどうなるかやってみると面白いと思う。囲い込み
法を適用してみたい問題は他にも沢山あり, 何を調べればよいかが確立されたいま, 後
は実際にやってみることであり, ここにリストを並べても無意味である。

3次元物体の中の未知の–枚の平面上に乗っている未知の亀裂の再構成についても
$\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{u}\mathrm{x}-\mathrm{A}\mathrm{b}\mathrm{d}\mathrm{a}[3]$ による方法がある。 より詳しくは\Omegaを $\mathbb{R}^{3}$の有界領域としその中に未
知の曲面状の亀裂\mbox{\boldmath $\sigma$}があるとする。 $\Omega$は導電率が–定の導電体であると仮定する。 さて
�\Omega 上に電流分布 $j$ を与えその結果生じた�\Omega 上の電位 $f$ を測定する。 このとき\Omega \\mbox{\boldmath $\sigma$}内
の電位分布を $u$ とするときその�\Omega 上における Cauchy data は $(f,j)$ であり、 $u$ は\Omega \\mbox{\boldmath $\sigma$}

で調和であるが, $\sigma$ は絶縁されていると仮定する。 すなわち

$\frac{\partial u}{\partial\nu}=0$ on $\sigma$

が\mbox{\boldmath $\sigma$}の固定した単位法線ヴェクトル場に対して成り立つと仮定する。問題は $(f,j)$ から

$\sigma$を再構成することである。
この問題に対する完全な結果はまだない。 しかし\mbox{\boldmath $\sigma$}が--枚の未知の平面上に乗ってい

ることが分かっているときには Andrieux-Abda [3] による美しい再構成公式がある。
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詳しくは彼等の原論文を参照して欲しい。 しかし複数の未知の平面状に乗っている
未知の亀裂の再構成問題にたいしては彼等の方法の適用は困難である。いまのところ技
術的に難しいが, この問題への囲い込み法の適用は数学として興味ある問題である。 さ
らに, 新しい方法も待たれる。

意性問題については Alessandrini-DiBenedetto [1], Eller [10], Friedman-Vogelius
[12], $\mathrm{E}\mathrm{l}\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}-\mathrm{I}\mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{o}\mathrm{V}-\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathfrak{U}1_{0}\mathrm{i}\mathrm{u}[9]$ およびそれらの文献を参照せよ。
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