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1 はじめに

直交多項式と戸田方程式などの可積分系との関連性は, これまでも広く議論されてきた. 例えば, 次の直交
多項式に対する 3項二漸化式

$P_{0}(x)=1$ , $P_{1}(x)=x-c0$ ,
$P_{n+1(x)}$ 十 $c_{n}P_{n}(x)+u_{\mathit{7}\iota}P_{7\mathrm{L}}-1(x)=xP_{n}(x)$ $n=1,2,$ $\ldots$

の $c_{n},$ $u_{\tau\iota}$ は, 戸田方程式の半無限分子解を用いて書き表すことができることが知られている. また, Spiri-
donov らは, 直交多項式の Christoffel-Darboux 変換を離散時間に対する時間発展とみなし, 離散可積分
系を導いている [5]. 本稿では, 3項間漸化式を満たす直交多項式から導かれる離散戸田方程式と離散 Lotka-
Volterra 方程式とその分子解について簡単に解説する. さらに上記の漸化式を持たない場合についても, 2
次元離散戸田方程式や Hungry Lokta-Volterra 方程式などの離散時間ソリトン方程式の導出を試みたい.

2 Monic orthogonal polynomials $P_{n}(x)$

$f(x),$ $g(X)$ を $x$ の多項式とする. 内積 $\langle f(x)g(x)\rangle$ を

$\langle f(x)g(x)\rangle=c[f(x)g(x)]$

により決める. ここで $\mathcal{L}$ は

$\mathcal{L}[\alpha_{1}f(x)+\alpha 2^{g}(x)]=\alpha_{1}\mathcal{L}[f(x)]+\alpha 2\mathcal{L}[g(x)]$

$\mathcal{L}[f(x)_{\mathit{9}(}x)]=\int_{\mathbb{R}}f(x)g(x)uJ(x)dx$

とする. $n$ 次のモーメント a。は $\mathcal{L}[x^{n}]$ により

$a_{n}=\langle x^{n}\rangle=\mathcal{L}[x^{\tau\iota}]\in \mathbb{R}$ , $n=0,1,2,$ $\cdots$

と定まる.
この場合の直交性は,

$\mathcal{L}[Pn(x)Pm(x)]=h_{n}\delta_{n,m}$ , $h_{n}\neq 0,$ $n,$ $m=0,1,2,$ $\cdots$
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で与えられ, h、はハンケル型行列式 $\Delta_{n}$ を用いて

$h_{\tau\iota}$ $=$ $\frac{\Delta_{n+1}}{\Delta_{n}}$ ,

$\Delta_{n}$ $=$

$a_{0}$ $a_{1}a_{2}$ $a_{n- 1}$

$a_{1}$ $a_{2}a_{3}$

$a_{2}$ $a_{3}$

. . ..$\cdot$

$a_{n- 1}a_{n}$ $a_{2\gamma\iota- 2}$

$=(\langle x^{i+j}\rangle)0\leq i^{j\leq},n^{-}1$

と表される. この多項式 $P_{n}(x)$ はら, $u_{n}\in \mathbb{R}$ を用いた 3項間漸化式

$P_{n+1}(x)=(x-cn)P_{n}(x)-u_{n}Pn^{-1}(x)$ , $n=1,2,$ $\ldots$ (1)

を満たす.

2.1 離散戸田方程式

以下では, 離散戸田方程式との関係をみていく. (1) 式より次の恒等式

$\sum_{j=0}^{n}\frac{Pj(x)Pj(\mu)}{u0^{u_{1}\cdots u}j}=\frac{1}{x-\mu}\cdot\frac{P_{n+1}(x)P_{n}(\mu)-.P_{n}(x)P_{n}+1(\mu)}{u_{01}u\cdot\cdot u_{n}}$

が得られる. 上式は Christoffel-Darboux 恒等式と呼ばれる [2]. ここで Christoffel 変換

$P_{n}^{*}(x, \mu)$ $=$ $\frac{1}{x-\mu}(P_{n+1}(x)-\frac{P_{n+1}(\mu)}{P_{n}(\mu)}P_{n}(x))$ (2)

より, 多項式 $P_{n}^{*}(x)$ を定義する. この $P_{n}^{*}$ も新たな直交多項式となっており, 次の直交関係を持つ.

$L^{*}[f(x, \mu)]$ $=$ $\mathcal{L}[(x-\mu)f(x)]$

$\mathcal{L}^{*}[P_{m}^{*}(x, \mu)P_{n}*(x, \mu)]$ $=$ $h_{n}^{*}\delta_{mn}$

また, Geronimus 変換と呼ばれる Christoffel 変換の逆変換

$P_{n}(x)$ $=$ $P_{n}^{*}(x, \mu)-A_{n}^{*}P^{*}\mathcal{T}\iota^{-}1(x, \mu)$ (.3)

も存在する. ここで瑞を離散戸田方程式の波動関数 $\psi_{n}$ とみなし, 新たな直交多項式 $P_{n}^{*}$ への変換を時間

発展とする. これにより, Christoffel 変換 (2) と Geronimus 変換 (3) は次のように書き直される.

$\psi_{n}^{t+1}$ $=$ $(\psi_{\mathit{7}\iota+}^{t}1-Cn+^{1}1\psi_{n}+l\mathrm{I}^{/}\iota(x-\lambda^{t}+1)$ (4)

$\psi_{n}^{t}$ $=$ $\psi_{n}t+1-Al+1\psi nn\mathrm{r}\underline{+}_{1}1$ . (5)

ここで $\mu$ は $\lambda^{t+1}$ とし, $c_{n+}^{t+1}=P(1n+1\lambda^{t}+1)/P_{n}(\lambda t+1)$ とおいた.

(4) 式と (5) 式の両立条件より,

$A_{\tau\iota}^{t+t+1}1cn$ $=$ $A_{\mathcal{R}}^{t}c_{n}^{t}+1$

$A_{n}^{ttt}+C_{n}-\lambda$ $=$ $A_{n-^{1}}^{t+_{1}t+}+c_{\tau\iota}1-\lambda t+1$
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を得る. さらに従属変数を

$A_{n}^{t}$ $=$ $-\delta^{t}V_{\tau\iota}\mathrm{r}$

$C_{n}^{t}$ $=$ $-p_{\tau\iota}/\delta^{t}=-(1-\delta^{t}J_{n}^{t})/\delta^{t}$

$\lambda^{t}$

$=$ $-1/\delta^{t}$

と書去有すことに上り. 不等闇隔離散芦田方程式が得られる.

また, ここで用いた $\psi_{n}^{v},$ $A_{\tau\iota}^{v},$ $\mathrm{C}_{n}^{v}|$ま, ハンケル竹列式による表不 $\ddagger$,持つ. Uhrlsto甘 el裟礫 $(\Delta)$ と GerOnlmUS

変換 (3) を行列式間の関係式としてみると, それぞれプリュッカー関係式, ヤコビの恒等式とみなすことも可
能である.

22 離散 Lotka-Volterra 方程式

Symmetric orthogonal polynomials $gn(x)$ より, 離散 Lotka-Volterra 方程式を導く.
この多項式は, monic orthogonal polynomial $P_{n}(x)$ に対称性 $S_{\tau\iota}(-x)=(-1)$ “ $S_{n}(x)$ を要請したもの

であり, モーメント b、は

$b_{n}=\langle 1, x^{n}\rangle=S[x^{n}]\in \mathbb{R}$ , $n=0,1,2,$ $\ldots$

$b_{2n+1}=0$

となる. この場合の内積, 直交性は

$\langle f(X)g(x)\rangle=S[f(x)_{\mathit{9}(x)]}$

$S[S_{n}(X)g_{m}(x)]=k_{n}\delta_{n,m}$ , $n,$ $m=0,1,2,$ $\cdots$

$k_{n}= \frac{E_{n+1}}{E_{\tau\iota}}$ , $E_{\tau\iota}=(b_{i+j})0\leq i,j\leq n$

で与えられる. これにより $S_{\tau\iota}(x)$ の満たす 3項間漸化式は

$S_{n+1}(x)$ $=$ $xS_{n}(X)-v_{\mathit{7}\iota}Sn-1(x)$ , $n=1,2,$ $\cdots$ . (6)

となる.
$P_{n}(x)$ と $S_{n}(x)$ との間には

$S[_{X^{2\mathit{7}\iota}}]=\mathcal{L}[x^{n}]\Leftrightarrow b_{2n}=a_{n}$

$S_{2n}(x)$ $=$ $P_{n}(x^{2})$

$S_{2n+1}(x)$ $=$ $xP_{n}^{*}(X^{2},0)$

の関係がある.
$S_{n}(x)$ に対する Christoffel 変換は

$S_{n}^{*}(x, \hslash)$ $=$ $\frac{1}{(x)^{2}-(_{\hslash})\mathrm{z}}(s_{n+2(x)}-\frac{S_{n+2}(\kappa)}{S_{n}(\kappa)}S_{n}(x))$ (7)
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で与えられ, (6) 式と (7) 式より

$\psi_{n+1}^{t}$ $=$ $x\psi_{n}^{t}-v_{n}^{t}\psi_{n}t-1$ (8)

$\psi_{n}^{t+1}$ $=$ $(\psi_{n+2}^{t}-w_{\tau\iota}^{t}\psi n)/((X)^{2}-(\lambda^{t+1})^{2})$ (9)

が得られる. ここで $\kappa=\lambda^{t+1}$ とし,

$v_{n}^{\mathrm{t}}$ $=$ $V_{n+n}^{tt\iota}1(\lambda+V)$

$w_{\tau\iota}^{t}$ $=$ $-(\lambda^{tt}+V_{n}+1)(\lambda^{t}+Vt)n+2$

とおいた. (8) 式と (9) 式の両立条件より, 不等間隔離散 Lotka-Volterra 方程式

$\frac{V_{n}^{t+1}}{V_{n}^{t}}=\frac{\lambda^{t}+V^{\mathrm{t}}\mathit{7}\iota+1}{\lambda^{t+1}+V_{n-1}^{\iota}+1}$ (10)

が導かれる.

3 String-orthogonal polynomials $P_{n}^{(1)}(x),$ $P_{r\iota}^{()}2(x)$

Adler,Moerbeke らは次の直交性を持つ多項式 $P_{n}^{(1)}(x),$ $P_{n}^{(2)}(x)$ を導入した [1].

$\langle P_{n}^{(1)}(x), P_{m}^{(2})(x)\rangle=h_{n}\delta_{n,m}$ , $n,$ $m=0,1,2,$ $\ldots$ (11)

$h_{n}= \frac{\overline{\Delta}_{n+1}}{\overline{\Delta}_{n}}\neq 0$

$\overline{\Delta}_{n}=|a_{ij}|_{0\leq}i,j\leq n-1$

$a_{ij}=\langle x^{i}, x^{j}\rangle$

この多項式は次の行列式

$P_{n}^{(1)}(_{X)}$ $=$ $\frac{1}{\overline{\Delta}_{n}}$

$P_{n}^{(2)}(_{X)}$ $=$ $\frac{1}{\overline{\Delta}_{\tau\iota}}$

で表される. この多項式 $\{P_{\tau\iota}^{()}1(x), P_{n}(2) (x)\}$ を string orthogonal polynomials と呼ぶ. 以下では, 簡単
のため $P_{n}^{(1)}(x),$ $P_{n}^{(2)}(x)$ をそれぞれ瑞 $(x),$ $Q_{n}(x)$ と表す.

3.1 2次元離散戸田方程式

以下では, 2次元離散戸田方程式を導く. $\{P_{n}(x), Qn(x)\}$ に対する新たな string-orthogonal polyno-
mials $\{P_{n}^{1,0}(X), Q^{1,\mathrm{O}}n(X)\}$ と $\{P_{n}^{0,1}(x), Q_{n}^{0,1}(x)\}$ を導くことが可能である. $P_{\tau\iota}$ と Q、との関係は, 行列式
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の恒等式であるプリュツカー関係式より,

$P_{n}^{1,\mathrm{O}}(_{X,\delta})= \frac{1}{x-\delta}(P_{n+1}(x)-\frac{P_{n+1}(\delta)}{P_{n}(\delta)}P_{7b}(x))$ (12)

$Q_{n}^{0,1}(X, \epsilon)=\frac{1}{x-\epsilon}(Q_{n+}1(X)-\frac{Q_{\tau\iota+1}(\epsilon)}{Q_{\mathit{7}l}(\epsilon)}Q_{\tau\iota}(x))$ (13)

さらにヤコビの恒等式より,

$P_{n}^{0} \dotplus_{1(x,\epsilon)}^{1}=P_{n+1}(_{X)}+\frac{k_{n+1}Q_{n}(\epsilon)}{k_{n}Q_{n+1}(\epsilon)}P_{n}^{0,1}(X, \epsilon)$ (14)

$Q_{n+1}^{1,0}(x, \delta)=Q_{n+1}(x)+\frac{k_{\tau\iota+1}P_{n}(\delta)}{k_{n}P_{n+1}(\delta)}Q_{n}^{1,0}(_{X,\delta})$ (15)

が得られる. $\{P_{n}^{1,0}, Q_{n}1,0\},$ $\{P_{n}^{0,1}, Q_{\gamma}^{0,1}\iota\}$ のモーメントをそれぞれ $a_{ij’ i}^{1,\mathrm{o}0,1}aj$ とすると, これらは $a_{ij}$ を用

いて

$a_{ij}^{1,0}=a_{i+1,j}-\delta a_{ij}$ , $a_{ij}^{0,1}=a_{i,j+1}-\epsilon a_{ij}$

と表される.
さらに (1次元) 離散戸田方程式の場合と同様に瑞を波動関数 $\psi_{n}$ とし, 新たな直交多項式系への変換を

時間発展とみなす. これにより (12), (14) 式は, 離散時間 $t,$ $s$ を用いて,

$\psi_{n}^{t+1,s}=\frac{1}{x-\lambda^{t+1}}(\psi_{n+1}^{t}’ s-c_{n}^{\mathrm{r}_{S}t}’\psi_{n}’ s)$ (16)

$\psi_{n+1}^{t,s+1}=\psi_{n+1}^{t,S}+A_{n\iota}^{t,s+1l_{S}}\psi_{\tau}’+1$ (17)

と書き表せる. ここで

$C_{n}^{t,s}= \frac{P_{n+1}(\delta)}{P_{\mathit{7}\iota}(\delta)}$ , $A_{n}^{t,s+1}= \frac{k_{n+1}Q_{n}(\epsilon)}{k_{n}Q_{n+}1(\epsilon)}$

とし, $\delta$ を $\lambda^{t+1}$ とおいた. (16) 式と (17) 式より,

$A_{n-}^{t,s+1}1nct,s$ $=$ $A_{n-}^{t+1S+1}\mathrm{i}c_{\mathit{7}\iota}’-\iota s+11$ (18)

$A_{n}^{t,s+1}+C_{n}^{l,S}$ $=$ $A_{n-\mathrm{i}^{S}}^{t+1}+1+C_{n}^{t_{\mathit{8}+1}}$’ (19)

2次元離散戸田方程式が得られる.

3.2 離散 HHHungry Lotka-Volterra 方程式

次に Hungry Lotka-Volterra 方程式の導出を試みる. 漸化式

$T_{0}(X)$ $=$ 1, $T_{1}(x)=x$ , $T_{2}(x)=x^{2}$

$T_{n+1}(x)$ $=$ $xT_{n}(X)-v_{n}T_{n-2}(x)$ $n=2,3,$ $\ldots$ (20)

で与えられる多項式 $T_{n}(x)$ から始める.
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この漸化式を満たす多項式は,

$a_{00}$ $a_{01}$ . . .
$a_{\mathrm{O},\mathrm{m}1}$ 1

$T_{n}(x)$ $=$

$\frac{1}{\tau_{\tau\iota}}$
(21)

$\tau_{n}$ $=$ $|a_{ij}|0\leq i,j\leq\tau b-1$

$a_{i,j}$ $=$
$\{$

$Z_{(j)/3}2i+$ ( $i$ mod $3$ ) $=$ ($j$ mod 3)
$0$ otherwise

で表すことができる. 例えば $n=8$ の時

$T_{8}(x)$ $=$

$\frac{1_{z_{00Z0}}^{\mathrm{o}_{23}}\mathcal{Z}00z0\mathrm{o}^{3}\mathrm{s}z0\mathrm{o}\mathrm{o}z3\mathrm{o}_{6}\mathrm{o}^{4}z5\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{o}^{1}z00_{4}z\mathrm{o}0z0z_{4}00Z00X00z\mathrm{o}\mathrm{o}_{4}Zx_{5}\mathrm{o}_{2}Z10_{23}0z_{5}0\mathrm{o}\mathrm{o}\mathcal{Z}00z5x^{4}0z_{0}\epsilon 0Zz_{0}\mathrm{o}_{7}Z201\mathcal{Z}0000^{6}z_{0}X\mathrm{o}_{7}xx^{8}Xx_{7}^{2}63}{1_{Z}^{00^{1}z}z002z_{0\mathcal{Z}}00_{3}0Z00z_{4}00z\mathrm{o}_{45}\mathrm{o}_{2}z00_{3}10_{5}0z_{45}00\mathcal{Z}\mathrm{o}\mathrm{o}^{\mathrm{s}}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathcal{Z}600Z\mathrm{o}\mathcal{Z}000z20ZZ\mathrm{o}\mathrm{o}^{3}Z400z\mathrm{o}\mathrm{o}Z\backslash 00\mathcal{Z}2\mathrm{o}_{3}\mathrm{o}_{7}z\mathrm{o}_{6}\mathrm{o}}$

となる.
$T_{\tau\iota}(x)$ に対し, 直交関係

$\langle T_{n}(x), U_{m} (x)\rangle=k_{n}\delta_{n,m}$ , $n,$ $m=0,1,2,$ $\cdots$

$k_{n}= \frac{\tau_{n+1}}{\tau_{n}}\neq 0$

を持つ多項式 砺 (x)

1
$U_{n}(x)$ $=$

$\tau_{n}$

$a_{00}$ $a_{01}$ .. . $a_{0n}$

$a_{10}$ $a_{11}$ . $*\cdot$ $a_{1n}$

: .$\cdot$. :. .$\cdot$.
$a_{n-1,0}$ $a_{n-1,1}$ .. . $a_{n-1,n}$

1 $x$ . . . $x^{n}$

(22)

を準備する. $T_{n}(x)$ と同様に砺 (X) に対しても漸化式

$U_{n+1}(x)=x^{2}U_{n-1}(x)-w_{n}Un-2(x)$ (2.3)
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が存在し, $w_{n}$ は行列式 $\tau_{n}$ を用いて

$\tau_{n^{\mathcal{T}}}n-2$

$w_{n}$ $=$

$\tau_{n-1}\mathcal{T}_{n-}1$

と表される. (20) 式の v。も

$v_{n}$ $=$ $\frac{\tau_{n+-}1^{\mathcal{T}}n2}{\tau_{n^{\mathcal{T}}}n-1}$

と表すことができる.
さらに $z_{j}$ から $z_{j}^{1,0}$ と $z_{j}^{\mathrm{O},1}$ を

$z_{j}^{1,0}$ $=$ $z_{j}^{00}\dotplus_{2}-(\delta)^{3_{Z_{j}^{0,0}}}$

$z_{j}^{0,1}$ $=$ $z_{j}^{00}\dotplus_{1}-(\epsilon)^{3}z_{j}^{0,0}$

と定め, 離散時間 $t,$ $s$ を導入することにより, 次の線形関係式

$z_{j^{+}}^{l}1,S$ $=$ $z_{j}^{t}\dotplus^{s_{2}}-(\delta^{t+1})^{3}\mathcal{Z}_{j}^{t,S}$

$z_{j}^{t,s+1}$ $=$ $z_{j}^{t}\dotplus^{s_{1}}-(\epsilon^{S+1})^{3_{Z}t}j’ s$

を用意する. これによりプリュッカー関係式から,

$\tau_{n}^{\iota+}1,s(X)=\frac{1}{(x)^{3}-(\delta^{\iota}+1)^{s}}(\tau_{\tau\iota}^{t}\dotplus^{s_{3}}(X)-V_{n}^{t,s}\tau_{n}t,S(x))$ (24)

$U_{n}^{t,\mathit{8}+1}(X)= \frac{1}{(x)s-(\epsilon S+1)3}(U_{n+}^{t,s}$a $(x)-W_{n}^{l,s}Ut_{S},(nx))$ (25)

の恒等式が得られる。 ここで

$V_{n}^{t,s}= \frac{\tau_{n}^{ts_{3}}\dotplus(\delta^{t}+1)}{\tau_{\tau\iota}^{\iota,s}(\delta l+1)}$ , $W_{n}^{t,s}= \frac{U_{n+}^{t,s_{3(}}\epsilon^{S})+1}{U_{\tau\iota}^{\iota,\epsilon}(\epsilon)s+1}$

とおいた. さらに $v_{n}^{t,s}$ と $V_{n}^{t,s}$ を

$v_{\tau\iota}^{t_{S}}$’ $=$ $u_{n+1(+u_{n}}^{t_{S}+1}’\delta^{t}\iota_{s},$) $(\delta t+1+u_{n-}^{t,s})1$

$V_{n}^{t,s}$ $=$ $-(\delta\iota+1,)+u_{n+1}^{t_{S}}(\delta^{t}+1+u_{n+2})t,S(\delta t+1+u_{n+3})st$
,

とすると (20) 式と (24) 式の両立条件より, Hungry Lotka-Volterra 方程式

$\frac{u_{n}^{t+1}}{u_{n}^{t}}=\frac{(\delta^{l+1}+u_{n++1}^{t})2(\delta^{t}+1+u)tn}{(\delta^{t+2}+u^{l}-2)n(+1t+2t+1)\delta+u_{n}-1}$ (26)

が得られる. また, $w_{n}^{t}$ と $W_{\tau\iota}^{t,S}$ を

$w_{n}^{t,s}$ $=$ $(y_{n}^{t,s}y_{n}\iota,s-1-(\epsilon^{\mathit{3}})+12)y_{n-2}t,S$

$W_{\tau\iota}^{t_{\mathit{8}}}$’ ち s $t,sst,s$
$=$ $-y_{\tau\iota+1}y_{n}y_{n-1}$

とすると (23) 式と (25) 式からも

$\frac{y_{n}^{s+1}}{y_{n+3}^{s}}=\frac{(\epsilon^{S+1})2-y^{S}n+1ys+n2}{(\epsilon^{s+2})^{2}-y_{n+}^{s}1y+1s+1n+2}$ (27)

が得られる.
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4 おわりに

いくつかの例を用いて, 離散可積分系と直交多項式系との関連を見てきた. 行列式の恒等式であるプリュッ
カー関係式やヤコビの恒等式を用いて直交多項式間の関係を導き, それらを離散時間の時間発展を決める関係
式とみなす. これにより, 離散 Hungry Lotka-Volterra 方程式等の離散可積分系を導くことができた. こ

の議論から不等間隔差分化された離散方程式の分子解も自然に得られる. また, Kato, Aomoto らによる 4

項間漸化式

$P_{n+2}(x)$ $=$ $(x-\alpha_{n})P_{n+1}(x)-\beta_{n}P_{n}(x)-\gamma_{n}P_{n-1}(x)$ ,
$\alpha_{n},$ $\beta_{n},$ $\gamma_{n}\in \mathbb{R},$ $n=1,2,$ $\cdots$ .

をみたす直交多項式系 [4] と離散高次戸田方程式の間の関連性も最近の計算により明らかになりつつある. さ

らに, パフィアン解も持つ離散方程式に対しても同様の議論ができることが期待される.
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