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はじめに

平均曲率一定輪環面の発見以来, 可積分系理論的アプローチによる微分幾何学の研究は進展
著しい. とくに平均曲率一定曲面 (CMC 曲面) の研究は高い関心を呼び飛躍的に進展した. 平
均曲率一定輪環面は Pinkall と Sterling [31] により分類されさらに Bobenko[2] により $\theta$ 函数
表示が与えられた.(finite-gap integration) 平均曲率一定曲面は Sinh-Gordon場の幾何学的対
応物であることから微分幾何学における研究成果を Sinh-Gordon 場の研究に還元することが
できる. Pinkall-Sterling-Bobenko の結果は 「 $\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{h}$-Gordon場の二重周期解はすべて有限帯ポ
テンシャル解である」 という事実を導く. Bobenko はこの事実を [3] の序文で注意している.
さらに CMC 輪環面の単位法線場 (ガウス写像) は単位球面への非線型シグマモデル (調和

写像) であることから輪環面からコンパクト対称空間への非線型シグマモデルの組織的構成理
論 (有限型調和写像論) へと発展した。 これらは 2次元アファイン戸田場方程式の幾何学的対
応物であることを注意しておく.
当然のことながら次のステップとして「離散可積分系」の幾何学的対応物が何であるかに

関心が向く. これは可積分系・幾何学双方の領域の研究者がともに関心を持つ課題である。既
に「離散化された微分幾何学」が可積分系微分幾何学の双方で活躍する研究者により提唱さ
れており続々と論文が発表されている.
「離散化された微分幾何学」の研究を始める際に可積分系の研究者にとって障害となるの

は「どのような微分幾何学の知識が必要か」がわかりにくいことと「手っ取り早く必要な知識
が得られる文献」が存在しないことである。1 この講演ではどのような考え方をつかんでおけ
ば「離散化された微分幾何学」の研究領域に入り込めるかを手短かに説明することを試みる.
具体的には「平均曲率一定曲面はどう離散化されるか」までを説明する. 離散化された曲面に
ついての詳しい解説は次の機会にゆずりたい.

1ここで「微分幾何学」という語を「可積分系」の語に入れ替えてみれば微分:幾何学者にとっ
ての障害を説明していることになる.
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PART I. 可積分な曲面 (連続理論)

離散可積分系を理解するには連続な系をよく理解していなければならない. そこでまず Part
I において連続理論すなわち可積分な曲面について必要な知識をまとめておく.

\S 1. 曲面の Lax 表示.
ここでは「曲面の微分幾何学」 の基本事項を「可積分系理論」の観点から書き直しておく.

内容が 「幾何学」なのでどうしても記号の説明から始めないといけない.
3次元のユークリッド空間 2を $\mathrm{E}^{3}$ , その内積を $\langle\cdot, \cdot\rangle$ で表す. $M\subset \mathrm{C}$ を単連結領域, $F$ :

$Marrow \mathrm{E}^{3}$ を曲面の位置ベクトル場とする. 複素座標 $z=x+\sqrt{-1}\prime y$ を用いて第–基本形式 $I$

を $I=e^{u}dzd\overline{z}$ と表わす. 単位法ベクトル場 $N$ は $N=(F_{x}\cross F_{y})/|F_{x}\cross F_{y}|$ を選んでおく.
$Q^{\#}=Qdz^{2},$ $Q=\langle F_{zz}, N\rangle$ と定め Hopf 微分とよぶ. 局所理論的には「曲面は $u_{J}.H,$ $Q$ で決
定される」ことを注意しておく. もちろんでたらめに与えてよいわけではなく次の可積分条件
(ガウス. コダッチ方程式と呼ばれる) に従わねばならない.

(G) $u_{z\overline{z}}+ \frac{1}{2}H^{2}e^{u}-2|Q|^{2}e^{-u}=0$ ,

(C) $H_{z}=2e^{-u}Q_{\overline{z}}$

コダッチ方程式 (C) からただちにわかるように平均曲率が–定であることと $Q^{\#}$ が正則であ
ることは同値である。 あとで述べるように平均曲率一定輪環面は双等温であり 「双等温座標」
を使うと $(\mathrm{G}\mathrm{C})$ は Sinh-Gordon方程式になる.

$F$ : $Marrow \mathrm{E}^{3}$ の正規直交枠場 ( $N_{F}.e^{-\frac{u}{\sim)}}F_{x_{\text{ノ}}}.e^{-}$ 号 $F_{y}$ ) を二重被覆 $p:\mathrm{S}\mathrm{U}(2)arrow \mathrm{S}\mathrm{O}(3)$ を介して
$\mathrm{S}\mathrm{U}(2)$ に持ち上げたものを $\Phi$ と書く。 この $\Phi$ を曲面のフレーミングと呼ぶ. フレーミングの
挙動を表す方程式

$(\mathrm{G}\mathrm{W})$
$\frac{\partial}{\partial z}\Phi=\Phi U$ , $\frac{\partial}{\partial\overline{z}}\Phi=\Phi V$

が幾何学でいう 「ガウス・ワインガルテンの公式」である. これの可積分条件

$\frac{\partial}{\partial z}V-\frac{\partial}{\partial\overline{z}}U+[U_{J}.V]=0$

がガウス. コダッチ方程式 $(\mathrm{G}\mathrm{C})$ である 従って $(\mathrm{G}\mathrm{W})$ は $(\mathrm{G}\mathrm{C})$ の $2\cross 2$行列線型問題 (AKNS
表示) を与える. とくに $U,$ $V$ は Lax対である. $U,$ $V$ を具体的に書き下しておく。

$U=(_{-Q}$$\frac{u_{\vee}\sim}{4,e}-\frac{u}{2}$ $\frac{H}{-2}\frac{e^{\frac{u}{\underline{9}}}u-}{4}.$ ), $V=(_{-\frac{H}{2}}^{-\frac{u_{\overline{\approx}}}{4e}} \frac{u}{2}$ $\overline{Q}\frac{e^{-}u_{\overline{\simeq}}}{4}\frac{u}{2})$ .

2普通の 3次元空間のこと.
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註.
ここでは Lax 対 $U,$ $V$ の計算は省略したがこの「導出」 自体には深い幾何学的背景が潜ん

でいる 「補講 $\mathrm{A}$」 を参照されたい. また計算については [4], [28] が参考になる.

\S 2. 双等温曲面.

以下の議論で中心的な役割を演ずる特別な座標系をここで導入しておく.

[定義 2.1]. $\mathrm{E}^{3}$ 内の曲面 $(M, F)$ 上の局所座標系 (X, $y$ ) が双等温 3 (isothermic) であるとは次
の条件を満たすことをいう

$I=e^{u}(dx^{2}+dy^{2})$ , $II=h_{11}dx^{2}+h_{22}dy^{2}$ .

ここで II は第二基本形式を表す. とくに双等温座標は $I$ と II を同時対角化していること
が特徴である.

[幾何学的説明 2.2]. $\kappa_{1}=e^{-u}h_{11}.,$ $\kappa_{2}=e^{-u}h_{22}$ は曲面の主曲率であり座標曲線は曲率線
である.

双等温座標に対応する複素座標 $z=x+\sqrt{-1}y$ も単に双等温座標と呼ぶ.

[定義 2.3]. $\mathrm{E}^{3}$ 内の曲面 $(M, F)$ が双等温 $(\iota’sothermic)$ であるとは $M$ の各点で双等温座標系
が採れることをいう.

とくに膀点のない平均曲率一定曲面は双等温である. また回転面も双等温曲面の例である.
次馬でみるように双等温曲面は「巨大な可積分系」である.
第二基本形式の成分 $(h_{ij})$ を使うと Hopf微分の係数 $Q$ は

$Q=\{(h_{11}-h_{22})-2\sqrt{-1}h_{12}\}/4$

と計算される 4から双峰球座標は次のように言い換えられる.

$(M, F)$ : 双等温曲面 $\Leftrightarrow\exists z;Q(z_{\wedge}.\overline{z})$ は実数値函数.

とくに膀点のない平均曲率一定曲面は双等温である. また回転面も双等温曲面の例である. 次
節でみるように双等温曲面は「巨大な可積分系」 である.
平均曲率一定曲面の場合に双等温座標系を用いて $(\mathrm{G}\mathrm{C})$ を書いてみよう.

$H=0$ の場合:
$Q=1/\sqrt{8}$ となる双等温座標をとれば $(\mathrm{G}\mathrm{C})$ は

$\triangle u=e^{-u}$

となりこれは Liouville 方程式である.

3上の条件のみ満たす座標系は常に存在し等温座標系 (isothermal) と呼ばれている上下を満
たす座標系は必ずしも存在せずいわばこの座標系の存在が 「可積分性」を保証する. isothermic
と isothermal のどちらも通常「等温」と和訳されるが紛らわしいのでここでは isothermic に「双
等温」 の語を当てた. いっそ isothermic を bisothermic に改めればよいのだが.

4この式から $Q$ の零点と温点が–致することがわかる.
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$H\neq 0$ の場合:

$H=1/2$ と選んでも –般性を失わない. 双等温座標系を $Q=1/4$ であるように選べば
$(\mathrm{G}\mathrm{C})$ は

$\triangle u+\sinh u=0$

となりこれは Sinh-Gordon 方程式である. 前節で与えた Lax 対 $\{U, V\}$ は

$U= \frac{1}{4}$ , $V= \frac{1}{4}$ .

となりこれは Sinh-Gordon の Lax対としてよく知られたものである 5
双等温曲面の基本的な性質は次の命題である.

[命題 2.4].
$(M, F)$ が双等温ならば $M$ の単連結領域ので定義されたはめ込み $\overline{F}$ で

(1) $(M,\tilde{F})$ は双等温 ;
(2) $(M,\tilde{F})$ は $(M, F)$ と反共形的 ;

(3) $e^{\overline{u}}=e^{-u_{\text{ノ}}}.\tilde{H}=q,\tilde{Q}=H/2$

をみたすものが存在する. $(M.\tilde{F})\ovalbox{\tt\small REJECT}$ を $(M_{i}F)$ のクリストッフエル変換または共乾曲面 (dual
surface) と呼ぶ.

離散可積分系の理論においては「クリストッフ \supset i r変換」の名称は別の意味で使われるの
でここでは「手軽曲面」の名称を使う. とくに平均曲率一定 $(\neq 0)$ の場合共範曲面は単純な形
で与えられる.

[系 2.5]. $(M, F)$ が贋点の無い平均曲率一定曲面 $(H\neq 0)$ ならばその共範曲面は

$F^{*}=F+N/H$

で与えられる.

Part II ではこの性質が「離散化のキー」であることを説明する. 幾何学サイドからの双等
温曲面についての詳しい情報は [25] をみるとよい.

\S 3可積分系理論からみた曲面論.

この節では「平均曲率一定曲面のクラス」 より広いクラスの可積分系を探してみる. その
ためにまず CMC 輪環面のもつ性質をいくつか列挙してみる.

(0) 磨点がない,
(I) “よい座標”で覆われている (双等温),
(II) 同伴族をもつ,

5 (可積分) 方程式の Lax対を見つける–般的な方法は無いがこの導出でわかるように「幾
何学的実体」が見つかってしまえば Lax対を見つける標準的な手続きは (大抵) 幾何学の知識
で得られる. このことからも「可積分系の研究」において幾何学の知識技術が有効なことが
うかがえる. これはいくら強調してもしすぎることは無いと (筆者は) 考えている.
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(III) 零曲率表示 (ZCR)6 をもつ,
(IV) ガウス写像が $S^{2}$ 値シグマモデル.
輪環面では (0) が成立していることから (I) の “よい座標 7-,の存在と (II) の同伴族の存在

が導かれることを注意しておく. 正確に述べると、露点がないことから各州で双等温座標
系がとれる. この座標系のもとではガウス. コダッチ方程式は Sinh-Gordon 方程式の形にな
る. ふたたび膀点がないことから (局所的に) 平均曲率を保ったまま等長的に連続変形できる.
(O. Bonnet [12].)
平均曲率一定曲面 (Sinh-Gordon) の「可積分性」を理解するためには平均曲率一定曲面を

「可積分系のまま拡張する」 ことが有効なアプローチであろう. そこで (II), (III) に着目する.
(II) の観点での–般化は「平均曲率を保ったまま等長的に連続変形できる曲面」である. 但

しここでいう変形は局所的でもよく且つ非自明とする. すなわちユークリッド空間の合同変換
群の–径数部分群の作用によるものは除外する. このような曲面はボンネ曲面と呼ばれている.
定義の仕方からボンネ曲面は「純幾何学的拡張」 といえる.
次に (III) の観点からの–般化を考える すなわち ZCR を許容するという観点から $\mathrm{C}\mathrm{M}\underline{\mathrm{C}}$

という条件を拡張してみる. 一般の曲面に対する Lax表示を思い出そう. スペクトルパラ
メータ $\lambda$ を $U,$ $V$ に導入する. スペクトル. パラメータの (意味の自然な) 挿入の仕方には
次の 3通りがある.

(1) $U_{\lambda}^{[1]},$ $V_{\lambda}^{[1]}$ : $U,$ $V$ において $Q\vdash+Q_{\lambda}=\lambda Q\ovalbox{\tt\small REJECT}.\lambda\in S^{1}=\{\lambda\in \mathrm{C}||\lambda|^{2}=1\}$ と変える;

(2) $U_{\lambda}^{[2]},$ $V_{\lambda}^{[2]}$ : 次で定める;

$U_{\lambda}^{[2]}=(_{-Q}$$\frac{u_{\simeq}}{4,e}-$

旦
$\lambda\frac{H}{-2}\frac{u-e}{4}\frac{u}{2}$ ), $V_{\lambda}^{[2]}=(-\lambda^{-\frac{u---}{1_{\frac{4H}{2}}}}-e^{\frac{u}{2}}$ $\overline{Q}\frac{e^{-}u\underline{=}}{4}\frac{u}{2})$

(3) $U_{\lambda}^{[3]},$ $V_{\lambda}^{[3]}$ : 次で定める;

$U_{\lambda}^{[3]}=(_{-\lambda}$$\frac{\tau x_{=}}{Qe4}-\frac{u}{2}$ $\lambda\frac{H}{-2}\frac{u-e_{\vee}}{4}\frac{u}{2}$ ), $V_{\lambda}^{[3]}=(-\lambda^{-\frac{u\tau}{1_{\frac{4H}{2}}}}-e^{\frac{u}{2}}$ $\lambda^{-1}e^{-\frac{u}{2}}\frac{\overline{Q}u\underline{=}}{4})$

$d+\alpha_{\lambda}^{[i]},$ $\alpha^{[i]}=U_{\lambda}^{[i]}dz+V_{\lambda}^{[i]}d\overline{z}$ をゲージポテンシャル (接続) とするゲージ場 (曲率) を $F_{\lambda}^{[i]}$

とする. これら 3つの場合について「零曲率条件」を書き下してみる.

[命題 3.1]. $Q\neq 0,$ $H\neq 0$ とする.

(1) $F_{\lambda}^{[1]}=0 \Leftrightarrow\lambda=(1-2\sqrt{-1}tf^{-}.)/(1+2\sqrt{-1}tf.)\text{ノ}.\frac{1}{Q}=f$
.

$+\overline{f.}$, ここで $f$ は

(B) $f_{zz}.(f$
.

$+ \overline{f.})-f_{z}^{2}=\overline{f}_{\overline{z}\overline{z}}(f+f^{-}.)-f^{-}.\frac{2}{z}$

の解 8

(2) $F_{\lambda}^{[2]}=0\Leftrightarrow\lambda=-\overline{f}/f,$ $\frac{1}{ff}=f+f^{-},$ $f$ : 正則函数 (すなわち $1/\mathrm{H}$ は調和函数)

6 Zero Curvature Representation
7大雑把にいえば曲面の可積分性は特殊な座標系の存在と等価である
8あとで説明するようにボンネ曲面は双等温である. $z$ を双等温座標系にとりかえると $f$ の

満たす微分方程式がこの形になる.
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(3) $F_{\lambda}^{[3]}=0\Leftrightarrow\lambda$ は $z$ に独立 ( $\mathrm{H}$ は–定)

各 $\alpha_{\lambda}^{[i]}$ ごとにフレーミングの方程式 (Maurer-Cartan 方程式) を解きフレーミングの $S^{1_{-}}$

族を作る.
$(\Phi_{\lambda}^{[i]})^{-1}d\Phi_{\lambda}^{[i]}=\alpha_{\lambda}^{[i]}.$ , $\Phi_{\lambda}^{[i]}(0_{J}.0)\equiv 1$ .

とくに $\Phi_{\lambda}^{[3]}$ は $S^{2}$ へのシグマモデルに対する extended framing とよばれるものになってい
$\text{る}.93$種のフレーミングは次のようにゲージ同値である.

$\Phi_{\lambda}^{[2]}=\Phi_{\lambda}^{[1]}$ , $\Phi^{[3]}=\Phi^{[1]}\circ\sim$ .

(1) ではボンネ曲面を記述する微分方程式が得られた.10
(2) では「平均曲率の逆数が調和函数」 という条件が導かれた. これも平均曲率一定曲面の拡
張概念である. この条件をみたす曲面を HIMC 曲面と呼ぶ.11 この概念は A. I. Bobenko [4]
により導入された. HIMC 曲面は可積分系の観点からの (平均曲率一定曲面の) 拡張である.
([15] も参照されたい) ここではスペクトルパラメータが「点に依存している」 ことに注意
してほしい. すなわち HIMC 曲面に対する Lax表示は Burtsev, Zakharov, Mikhairov [13] の
いう Inverse $scatt_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}ering$ problem with variable spectral parameter の例を与えている.12
ボンネ曲面と HIMC 曲面はともに平均曲率一定曲面の拡張概念であるがこの 2つの概念は

どのような関連にあるのだろうか. この疑問には「双等温座標系」を使うことで答えられる.

[命題 3.2]. (L. Raffy, W. C. Graustein $[32]\ovalbox{\tt\small REJECT}.[22]$ )
膀点のない曲面 $(M, F)$ がボンネであるための必要十分条件は

(1) $(M, F)$ は双等温で ;
(2) 双等温座標系に関し $\triangle(1/Q)=0$ である.

さらに命題 2.4から次を得る.

[系 3.3]. 膀点のない曲面がボンネであればその共融曲面は HIMC である.

この系の逆は成立しない. HIMC 曲面は–般には双等温ではないため共軛曲面が存在する
とは限らない. 双等温性のもとでは「共範をとる操作」を通じて (局所理論的には) ボンネ曲
面の研究は双等温 HIMC の研究と等価になる.

幾何の問題の範疇において Sinh-Gordon の拡張に当たるクラスを求めたがこれらは既知の
可積分系と対応しているのかが気にかかる. この疑問に対する回答は既に得られている.

CMC 輪環面の特徴 (I) を

(I) ガウスコダッチ方程式が可積分方程式 (Sinh-Gordon) の形になる座標系がとれる

$9\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{d}$ framing は 無限自由度対称性 (無限次元群作用) を考える際に基本的な役割を演
ずる. [30] 参照.

10この方程式については $[61, [7]$ , [18] を参照.
11Haraonic Inverse Mean Curvature
12彼らによれば物理学的に興味ある方程式で固有値が時間変数に依存するものがあり, 逆散

乱法は拡張されなければならないという. (実際には空間変数にも依存するものも考えなけれ
ばならない) 彼らはこの「拡張された逆散乱法」 を Inverse scattering method with variable spectral
$pa7^{\cdot}ameter$ と呼んだ.
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と言い換えてみる. ガウスコダッチ方程式が (なんらかの意味で) Sinh-Gordon の拡張
にあたる方程式になる曲面は $(\mathrm{I}’)$ の観点からの 「 $\mathrm{C}\mathrm{M}\mathrm{C}$ 曲面の–般化」 といえる. CMC 輪環
面は (0) を満たしていたため Sinh-Gordon の形にできたことに注意する 画数 $\geq 2$ としたり
CMC 条件を緩めたりすれば「特異性をもつ可積分方程式」が表れてくると予想される. 可積
分系理論においては特異性をもつ可積分方程式はパンルヴエ性をもつと考えられている (経
験的事実) ことから「パンルヴエ方程式で記述される曲面」を「 $\mathrm{C}\mathrm{M}\mathrm{C}$ 曲面の–般化」と考え
るのはそう不自然なことではない. 実際, 本節で取り上げた HIMC 曲面, ボンネ曲面はパンル
ヴ $\supset \mathrm{i}$方程式 PIII, $Pv,$ $P_{VI}$ で記述される 13
ここではこれ以上詳しく説明する余裕はないので $[6].,[7]$ 等を参照されたい. とりあえずは

「双等温曲面が Sinh-Gordon., PIII, $P_{V},$ $P_{VI}$ を含む広いクラスの可積分系である」ことを了
解されたい.
この節で説明した「平均曲率一定曲面の可積分系としての–般化」については [18] に手短

かなサーベイがある.

この講演ではユークリッド空間内の曲面のみを取り上げたが 3次元球面, 3次完双曲空間内
の可積分な曲面も興味深い対象である. 例えば 3次元球面内の平坦な曲面は線型波動方程式
$-u_{tt}+u_{xx}=0$ と対応する.
ユークリッド空間内の平均曲率一定曲面は球面及び双曲空間に対応物をもつことが知られ

ている. (ローソン対応と呼ばれている) だが双曲空間には $0<H^{2}<1$ の場合球面やユー
クリッド空間に対応物を持たない平均曲率一定曲面が存在する. それらは Cosh-Gordon 場
; $\triangle\prime u+\cosh u=0$ の幾何学的対応物である.

藤岡 [16] は HIMC 曲面の概念を球面と双曲空間にも拡げた. ただし外側の空間が曲がって
いる場合は定義式 $\triangle(1/H)=0$ を修正する必要がある HIMC 曲面の場合にもローソン対
応が成立するがやはり $0<H^{2}<1$ の場合, 双曲空間にはユークリッド空間や球面には対応
物がない HIMC 曲面が存在する. $0<H^{2}<1$ である HIMC 曲面は Lax表示をもつことから
「新しいクラスの可積分曲面」であると思われる. これらの曲面が既知の可積分系, 例えばパ
ンルヴエ方程式等と対応するかどうかはまだわかっていない. 詳細については [14] を参照され
たい. ローレンツ定曲率空間内の可積分曲面については$[19]-[21]$ を参照されたい.

$1.3P_{V},P_{VI}$ の任意パラメータを特定したもの. パンルヴエ方程式の初等函数解で記述される
ボンネ曲面については [17] を参照.
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PART II 可積分曲面の離散化

\S 4離散曲面.
現代数学では 「 $3$ 次元空間内の曲面」を次のように定式化している.

[定義 4.1]. 定義 2次元多様体からユークリッド空間 $\mathrm{E}^{3}$ への共形はめ込みを $\mathrm{E}^{3}$ 内の曲面と

よぶ.

この「現代数学的定義」に従えば「離散化された曲面」は次のように定義されるであろう:

[定義 4.2]. quard-graph $G$ から $\mathrm{E}^{3}$ への “写像’ を discrete surfacel4 とよぶ.

しかしながら単に写像というだけではただのお題目であって何の実態もな Ilt $\mathrm{a}$ . discrete surface
は可積分系であることを課さないと数学的には意味をなさない対象と思われる 15

[記法 4.3].
$v$ : (vertex)
$V=$ 頂点全体の集合;
$e=[v, v’]$ : 頂点 $v,$

$\prime U’$ を結ぶ辺 (edge);
$E$ : 辺全体の集合;
$q=(v, v’, \prime v’’, v’’’):(v, v’, v’’, \prime v’’’)$ を頂点とする基本四辺形 (elementary quardr垣 ateral);
$Q$ : 基本四辺形の全体.

ここで「基本四辺形」を説明する. 頂点の 4つ組 $(v, v’.v”, v”’)\text{ノ}$ が次の条件を満たすとき基
本四辺形とよぶ.
(1) 頂点は丁度四本の辺:

$[v, \prime u’],$ $[v’, v”],$ $[\prime u’’, v’’’]\text{ノ}.[\prime v’’’, v’]\in E$

で結ばれる. とくに $[v, v”],$ $[\prime \mathit{0}’, v’’’]\not\in E$ である.

(2) 基本四辺形の各辺は–つまたは二つの基本四辺形に含まれる.

とくに辺 $e$ が–つの四辺形のみに含まれるとき $e\in\partial G$ と書き 「辺 $e$ は $G$ の境界上に

ある」 と言い表す. 本講演では記述の簡略化のためグラフとして整数格子 $G=\mathrm{Z}^{2}$ を選ぶ.
$F:\mathrm{Z}arrow \mathrm{E}^{3}$ に対し次の記法を用いる.

$F_{n,m}$ : 頂点;

$[F_{n+1,m}, F_{n,m}],$ $[F_{n,m+1}, F_{n,m}]$ : 辺;

$(F_{n,m}, F_{n+1,m}, F_{n+1,m+1}, F_{n,m+1})$ : 基本四辺形.

14 “discrete surface” や “discritized differential geometry” の邦訳は幾何学者の間ではまだ
定まっていない. 廣田先生は [27] の中で「差分幾何」 とよばれている. 後述するが discrete surface

の本質的な部分は discrete net である.
15連続理論では可積分でない曲面も重要である事実とは対比的である.
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\S 5. 離散双等温曲面.

双等温曲面の離散化を考えたい. そのためには「双等温曲面」について更に詳しく理解し
ておく必要がある. 興味深いことにケーリーに解る双等温曲面の「古典的定義」が離散化のヒ
ントを与える.

[定理 5.1]. (Cayley; 1872) ユークリッド空間内の曲面 $M$ が双等温であるための必要十分条
件は $M$ が曲率線を辺とする無限小正方形に分割できることである.

もちろんこの「定理」はこのままでは現代数学的には意味を為さないが以下で導入する「複
比」 を用いることで厳密化できる.

[註]. ケーリーの定理を「無限小」を厳密化してこのままの形で活かすことができると面白
い. これは超準解析 (Nonstandard Analysis) を取り込むことで実現できることを Hertrich-
$\mathrm{J}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}[23]$ が証明した. 微分幾何学の離散化によって「古典幾何学における無限小概念」が
正当化されたことは幾何学サイドからは注目すべきことと思われる. これから説明する双等温
曲面の離散化は無限小正方形の正当化と理解できる.

[命題 5.2].
双等温曲面は共形的概念である. すなわち次が成立する.
$F$ : $Marrow \mathrm{E}^{3}$ を双等温曲面とする. $\mathrm{E}^{3}$ の任意の共形変換 (メビウス変換) A4に対し

$\tilde{F}:=\mathcal{M}\circ F$ も双等温曲面である.

共形普遍性に鑑みここで「複比」 を導入する.

[定義 5.3]. ユークリッド空間を四元数体の虚部と同–視する:

$\mathrm{E}^{3}={\rm Im} \mathrm{H}=\{x_{1}\mathrm{i}+x_{2}\mathrm{j}+x_{3}\mathrm{k}|x_{1}, x_{2_{J}}.x_{3}\in \mathrm{R} \}$ .

4点 $Q_{1},$ $Q_{2},$ $Q_{3},$ $Q_{4}\in{\rm Im} \mathrm{H}$ に対し複素数 $DV(Q_{1}, Q_{2}, Q_{3}, Q_{4})$ を

$DV(Q_{1}, Q_{2}, Q_{3}, Q_{4}):={\rm Re} Q(Q_{1_{\text{ノ}}}.Q_{2,}.Q_{3}, Q_{4})+\sqrt{-1}|{\rm Im} Q(Q_{1}, Q_{2}, Q_{3_{\text{ノ}}}.Q_{4})|$ ,

$Q(Q_{1,}.Q_{2_{\mathrm{c}}}.Q_{3_{i}}Q_{4}):=(Q_{1}-Q_{2})(Q_{2}-Q_{3})^{-1}(Q_{3}-Q_{4})(Q_{4}-Q_{1})^{-1}\in{\rm Im} \mathrm{H}$

で定め 4点 $Q_{1}.,$ $Q_{2},$ $Q_{3},$ $Q_{4}$ の複比という.

もちろん 4点がすべて複素数のときは函数論でいう 「複素数に対する複比」 と –致する. 基
本四辺形 $q$ が与えられているとき $q$ の頂点 $q=(Q_{1}, Q_{2}, Q_{3}, Q_{4})$ に対し複比を計算すること
ができる. この複比を $q$ の複比とよぶ.
次の命題は複素数の場合によく知られている事実の自然な拡張である.

[命題 5.4].
(1) 複比は $\mathrm{E}^{3}={\rm Im} \mathrm{H}$ のメビウス変換で不変.

(2) ${\rm Im} Q=0\Leftrightarrow q$ の頂点は同–円周上にある (concircular).

(3) ${\rm Im} Q=-1\Leftrightarrow q$ は正方形の 4頂点.

とくに (3) に注目しよう. ケーリ一の古典的定義と比較すれば $DV=Q=-1$ が「双等温
曲面の離散化は, どう定義されねばならないか」を説明している.
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[定義 55]. 曲面 $F:Marrow \mathrm{E}^{3}$ の–点 $(x_{0_{-}}.’\iota)_{0})$ を固定する. $\epsilon\in \mathrm{R}$ に対し

$\Gamma_{1}^{4}=F+\epsilon(-F_{x}-F_{\eta},)+\frac{\epsilon^{2}}{2}(F_{xx}+F_{\eta/y}+2F_{xy})$ ,

$F_{2}=F+ \epsilon(F_{x}-F_{y})+\frac{\epsilon^{2}}{2}(F_{xx}+F_{yy}-2F_{xy})_{i}$

$F_{3}=F+ \epsilon(F_{x}+F_{y})+\frac{\epsilon^{2}}{2}(F_{xx}+F_{yy}+2F_{xy})$ ,

$F_{4}=F+ \epsilon(-F_{x}+F_{y})+\frac{\epsilon^{2}}{2}(F_{xx}+F_{yy}-2F_{xy})$ ,

で定まる基本四辺形の–径筆画 $F^{\epsilon}:=(F_{1}, F_{2}, F_{3}, F_{4})(x_{0}, y_{0})$ を $F$ の $(x_{0}, y_{0})$ における無限小
基本四辺形とよぶ.

ここで定義した「無限小基本四角形」 を使うと次の特徴づけが得られる.

[定理 5.6].
$F$ が双等温であるための必要十分条件は

$Q(F^{\epsilon})=-1+O(\epsilon^{2})$ .

これは「ケーリーの定義した双等温曲面」の厳密な再定式化を与えているここまでくれば
双等温曲面の離散化がどうあるべきかは自ずと決まる.

[定義 5.7].
離散曲面 $F$ が次の条件をみたすとき離散双等温曲面 16 (discrete isothermic surface)17
とよぶ.

$Q(F_{n,m}, F_{n+1,m}, F_{n+1,m+1}, F_{n,m+1}, )=-1\text{ノ}.m,$ $7l\in \mathrm{Z}$

このように定めれば「離散双等温曲面」が共形不変概念になっていることは明らかである.

[定義 5.8].
離散双等温曲面 $F$ に対し

$F_{n+1,m}^{*}-F_{n,m}^{*}= \frac{F_{n+1,m}-F_{n,m}}{||F_{n,m}F_{n+1,m}||^{2}})$ $F_{n,m+1}^{*}-F_{n,m}^{*}= \frac{F_{n+1,m}-F_{n,m}}{||F_{n,m}F_{n,m+1}||^{2}}$

で定まる離散曲面 $F^{*}$ もまた双等温である. $F^{*}$ を $F$ の共範とよぶ.

離散曲面に対し「曲率」をどう定義すればよいのだろうか. 「平均曲率」の定義に依存して
様々な種類の「平均曲率一定離散曲面」が定義できるかもしれない. しかし我々は「離散可積
分系」に関心があり, そして連続理論 (通常の平均曲率一定曲面) と自然に結びつく系が欲し
いのである. そうすると系 25に着目すればよいことに気づく.

16ここまで見てくると図形としての曲面の姿というよりは座標系が主役であることが了解
されるだろう. 「可積分系として曲面を見る」 ことはとりもなおさず「可積分性を主張する特
殊な座標系」に関心を集中させることなのである. すなわち「可積分系の研究としての曲面論」
は「座標系の復興」である. この精神をとらないと discrete differential geometry の考え方は掴み
にくいだろうと (筆者は) 感じる.

17「座標系が主役」という立場からは離散曲面というよりは discrete net とか discrete isothermic
net という命名が望ましいかもしれない. 実際 [9] はこの名称を使っている.
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[定義 5.9]. 離散双等温曲面 $F$が次を満たすとき平均曲率一定離散曲面 (discrete CMC surface)
とよぶ.

$||F_{n,7r\iota}-F_{n,m}^{*}||= \frac{1}{H^{2}}$

ここで $H\neq 0$ は定数である.18

ようやく平均曲率一定離散曲面の定義に到達した. この定義にもとづき平均曲率一定離散
曲面の研究が開始され興味深い仕事が続々と発表されている. まず最初は [24] をみるとよい.
ここで導入した「平均曲率一定離散曲面」がふさわしいものであると言い切るにはまだ残

された問題がある. 平均曲率一定離散曲面が廣田先生による「差分化された Sinh-Gordon 方
程式」 と結びつくかどうかを検証することである. この検証については平均曲率一定曲面に対
する Lax表示 (extended framing) の離散化を行うことが有効である. この検証については [30]
を見てもらいたい. Sine-Gordon の場合については [8] に詳しく説明されているので参照され
るとよい.

補講

\S A. Lax 対の導出.

3次元ユークリッド空間 $\mathrm{E}^{3}$ を四元数体 $\mathrm{H}$ を用いて ${\rm Im} \mathrm{H}=\mathrm{E}^{3}$ と同–視する. このとき四
元数の単位円 $G=\mathrm{S}\mathrm{p}(1)=\{\xi\in \mathrm{H}|\xi\overline{\xi}=1\}$はコンパクト (リー) 群であり 3次元球面 $S^{3}$ と
同–視される. $G$ のりー代数は $\mathrm{g}={\rm Im} \mathrm{H}=\mathrm{E}^{3}$ である. $\mathrm{H}$ の自然な基底を 1, $\mathrm{i},$ $\mathrm{i},$

$\mathrm{k}$ と書く
と $S^{2}=\mathrm{A}\mathrm{d}(\mathrm{G})\mathrm{i}=G/K,$ $K=\mathrm{U}(1)$ であることがわかる. 更に $\mathrm{H}=\mathrm{C}\oplus \mathrm{k}\mathrm{C}$ により $\mathrm{H}$ を右線型
空間として $\mathrm{C}^{2}$ と同–視する. 「四元町を左から掛ける操作」は右複素線型なので四半数体 $\mathrm{H}$

から $2\cross 2$複素行列環への準同型写像を定める.

$\mathrm{H}\ni\alpha+\mathrm{k}\betarightarrow\in \mathrm{M}_{2}\mathrm{C}$

この対応により SP(1) $=\mathrm{S}\mathrm{U}(2)$ と同–視される. $g\in G$ に対し $\mathrm{A}\mathrm{d}(g)$ の $\{\mathrm{i},\mathrm{j}, \mathrm{k}\}$ に関する表現
行列を $\rho(g)$ と書けば $\rho(g)\in \mathrm{S}\mathrm{O}(3)$ である. これらの対応 (同–視) を用いて $\Phi$ を偏微分すれ
ば Lax 対 $\{U, V\}$ が求められる.
ソリトン方程式に対する Ablowitz-Kaup-Newell-Segur による 2行 2列の線型問題 (AKNS

表示) は (幾何学的には) 四獣数 (および亜四獣数 19) を用いた「フレーミング」の導出と理
解される

方, Part II において「山元数の複比」が重要であった. 可積分曲面の研究において「四
元生」は基本的な役割を演じることが最近明らかになってきた (四元気函数論と呼ばれる) 詳
しくは [29] をみるとよい.

18ここでは平均曲率の概念を導入することを避けて discrete $\mathrm{C}\mathrm{M}\mathrm{C}$ surface を定義した. 最近
Bobenko は isothermic とは限らない discrete net に対し 「平均曲率」が自然に定義できることを
示した.

19Split-quaternions, [ $19|-[20]$ 参照 footnote 5も参照.
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\S B. 射影微分幾何学.
H. Wely はリーマン幾何学 (計量の幾何学) において角度の概念のみに注目することより

「電離微分幾何学」を創始した. また測地線の概念を抽出し「射影微分幾何学」を, 平行移動の
概念を抽出して「アファイン微分幾何学」 を創始した.
連続および離散双等温曲面は花形不変概念であった. その意味で双等温曲面の幾何学は「共

形微分幾何学」に属するといえる. 「射影構造」はある意味で「共形構造」 と双対的な関係に
ある当然「射影微分幾何学」に可積分系を見出すことを期待したくなる. 実際, 射影微分幾何
学に多くの可積分系を見出すことができる. とくに注目すべき対象はラプラス系列とよばれる
ものであろう. これは 3次元実射影空間内の曲面の為す列であるがとくに周期的なラプラス系
列は 2次元戸田場方程式で記述される $2$ 射影微分幾何学における「周期的ラプラス系列」は
離散化されている更に高次元化も為されている (discrete lattice model) これらの仕事は主に
A. Doliwa, M. Manas, P. M. Santini らにより進められている Discrete lattice model の物理
学的解釈とくに弦理論の観点からの解説は齋藤 [33] をみるとよい. 射影微分幾何学については

佐々木武, Projective Differential Geometry and Linear Homogeneous Differential Equations,
Rokko Lectures in Mathematics, Vol. 5, 1999.
を薦める 21 可積分系の「数学的構造」は計量・魚形構造射影構造等積構造などの何らか
の幾何構造により必ず説明できるであろうと幾何学者は信じている.22

註. 等積アファイン微分幾何学は統計学・情報科学との関連が深く 「情報幾何学」が甘利らによ
り創始された. 情報幾何学と可積分系理論との関連は興味深い研究課題であることはいうまで
もないが古典的な等積アファイン微分幾何学には重要な可積分系が存在する. 3次元アファイン
空間内のアファイン球面とよばれる曲面である. それは $BC_{1}$型戸田方程式 $(=\mathrm{D}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{d}- \mathrm{B}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{u}_{\{\supset}^{\sigma}\mathrm{h}$

方程式) で記述される.23 アファイン球面の離散化は A. Bobenko, W. Schiefにより研究が進
められている.
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