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1. 序
線形微分方程式系を扱う際に, 微分作用素環におけるイデアルの共通部分の構造を考察し
たりあるいは実際に計算したりする必要が生じることがある. たとえば、関数 $u_{1}$ , u2に対

して, 微分作用素環 $D_{X}$ におけるイデアルム, $I_{2}$ を $I_{1}=\{P\in D_{X}|Pu_{1}=0\},$ $I_{2}=\{P\in$

$D_{X}|Pu_{2}=0\}$ で定めたとする. これらの左イデアルはそれそれ関数 $u_{1},$ $u_{2}$ の満たす微分

方程式を記述するので, イデアルの共通部分 $I=I_{1}\cap I_{2}$ は, ふたつの関数 $u_{1},$ $u_{2}$ をともに

解として持つような微分方程式に相当する. このことが示すように, イデアルの共通部分を

考えることは微分方程式論においても基本的であるが, その生成元を具体的に求めること
はそれほど容易ではない. 実際ふたつの左イデアル $I_{1},$ $I_{2}$ の生成元が比較的簡単な形の微
分作用素であったとしても, 共通部分 $I_{1}\cap l_{2}$ の生成元を (たとえば, 未定係数法のような)

素朴なやり方で求めようとすると相当量の計算が必要となる. そのため計算を遂行出来な
い事も多い. 従って. イデアルの共通部分に対しその生成元を確実に与えてくれるようなア
ルゴリズムを見つけてそれを利用することが必要となる.
多変数多項式環の場合, グレブナ基底を用いることでイデアルの共通部分の生成元を求め
ることが出来る. 偏微分作用素環の場合も, 全く同様の考え方に基づいて, イデアルの共通

部分を求めることが可能である. 本稿では, 常微分作用素環の場合にこの計算法を紹介し,
いくつかの計算例と注意を与えた後に有理関数の極での主要部に関連した利用例について
述べる.
本稿の内容は, 平成 9年度文部省海外研究開発動向調査事業によりフランスのパリ大学
を訪問した折りに行った計算に基づいて得たものである. また本研究は住友財団平成 11年
度基礎科学研究助成事業より助成を受けている.

2. 常微分作用素と S-多項式
$d$

複素平面 $\mathrm{C}$ を $X$ で表し, 独立変数を $x$ とおく. 微分作用素 – を $D_{\alpha}$. で表し, 多項式を
$dx$

係数にもつような $X$ 上の線形常微分作用素全体の作る環を $D_{X}$ で表すことにする. この

常微分作用素環 $D_{X}$ から左イデアル $I_{1},$ $I_{2}$ として次のものを取る.

$I_{1}=\langle xD_{x}+2\rangle$ , $I_{2}=\langle(x-1)D_{x}-3\rangle$ .

この節では, これらふたつのイデアルの共通部分の生成元を求める計算を中心に議論を進
めていく. まず最初に素朴な方法で計算を試み, その後に S-多項式の概念を用いた方法で

計算をおこなうことにする. 以下. $P_{1}=xD_{x}+2,$ $P_{2}=(x-1)D_{x}-3$ とおく.
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微分方程式の解を用いた計算
1

有理関数 – が微分方程式 $(xD_{x}+2)u(X)=0$ を満たすことに注目する. この有理関数に
$x^{2}$

微分作用素 $P_{2}=(x-1)D_{x}-3$ を作用させると

$P_{2} \frac{1}{x^{2}}=\frac{-5x+2}{x^{3}}$

となるが, 右辺の有理関数は $u$ を未知関数とする次の微分方程式をみたす.

$((5x-2)xD_{x}+(10x-6))u(X)=0$ .

そこで, これらの微分作用素の積をとり計算すると

$((5x-2)xD_{x}$. $+(10x-6))P_{2}=(5x-2)x(x-1)D_{x}^{2}+(-12x+6)D_{x}+(-30x+18)$

を得る. 次に. 関数 $(x-1)^{3}$ が微分方程式 $((x-1)D_{x}-3)u(x)=0$ を満たすことに注目し
て同様の計算をすると, 関数 $P_{1}(x-1)^{3}=(5x-2)(x-1)^{2}$ を解として持つ–階の微分方
程式

$((5x-2)(x-1)D_{x}-3(5x-3))u(x)=0$

を得る. 先ほどと同様に微分作用素の積

$((5x-2)(\prime x-1)D_{x}-3(5x-3))P_{1}$

をとり. この作用素の積を計算してみると前に求めた 2階の微分作用素と同じであること
が確かめられる. この 2階の微分作用素を

$R_{2}=(5a\cdot-\mathit{2})x(x-1)D_{\alpha}^{\mathit{2}}.$. $+(-12x+6)D_{x}+(-30x+18)$

とおき, いままでの計算結果をまとめると

$R_{2}$ $=$ $((5x-\underline{y}_{)(x}. -1)D_{x}-3\}5x-3))P_{1}$

$=$ $((5x-\mathit{2})xD_{x}+(10x-6))P_{2}$

となる. 明らかに $R_{2}\in I_{1}\cap l_{2}$ が成り立つ.
さてここで, イデアル $I_{1}$ もイデアル 12も共に–階の微分作用素により生成されているの

で. イデアル $\mathit{1}_{1}\cap I_{2}$. の生成元として 2階の微分作用素 $R_{2}$ をとれば十分であると考えるのは
早計である. 微分作用素 $tt_{2}$ の 2階の微分の部分の係数は $x=0,$ $x=1$ 以外に $(5x-2)=0$
も零点として持っている. 従って, $R_{2}$ の生成するイデアルが定める Dx-加群の特性多様体
は. $D_{X}$ -加群 $D_{X}/l_{1}\cap I_{2}$. の特性多様体と明らかに異なるからである. つまり, $5x-2=0$ は
余分な見かけ上の特異点とも言うべきものになる.

この様な素朴な計算を行うと、イデアル $I_{1}\cap I_{2}$ に属する微分作用素を構成することがで
きるが, イデアル $I_{1}\cap J_{2}$ を生成するに十分な数の微分作用素を求めるには更に多くの計算
が必要となる. この例の場合はもともとの微分方程式の解 (ここでは古典解) がもとまって
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いるのでこのような発見的計算が出来たが, 一般には解が求まる訳ではないのでこの様な
計算は出来ない. 従って, 微分作用素環における代数的計算のみで共通部分 $I_{1}\cap I_{2}$ の生成

元を求める様なアルゴリズムが必要とされる.
さて、ここで多変数多項式環のイデアルの共通部分の計算法に関する結果を思いだそう.

いま, $I_{1},$ $l_{2}$ を多変数多項式環 $K[x_{1}, x_{2}, \ldots, X_{n}]$ のイデアルとする. 不定元 $t$ を新たに導入
し, 多項式環 $K[x_{1}, x_{2}, \ldots, X_{n}, t]$ のイデアル $t\text{右}+(1-t)l_{2}$ を考える. この時, 次が成立する.

定理 (cf. Cox. Little and $0$ ‘Shea [4], $\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{a}_{\mathrm{P}^{4}}$ , Th. 11)

$I_{1}\cap I_{2}=(tI_{1}+(1-t)I_{2})\cap K[x_{1}, x_{2}, \ldots, X_{n}]$ .

この定理の証明をみれば, 偏微分作用素心でもまったく同じ主張が成り立つことが容易
に分かる. その事から偏微分作用素環の場合にも、イデアルの共通部分を計算するアルゴリ
ズムを導くことができる (私自身は数年前にはじめてこの事に気がついたが, 専門家には常
識に属することらしい).
この節のはじめに与えたイデアルをここで再び取り上げ, 上記の結果に基づいてイデア

ルの共通部分を求めてみることにする.

$\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}^{\mathrm{I}}\rfloor 1$ イデアル $I_{1}=\langle xD_{x}+2\rangle,$ $I_{2}=\langle(x-1)D_{x}-3\rangle$ に対し, イデアル I $\subset D_{X}[t]$ を
$\tilde{I}=tI_{1}+(1-t)l_{2}$ で定める. いま $P_{1}=xD_{x}+2,$ $P_{2}=(x-1)D_{x}-3$ とおけば, 明らかに
$\tilde{I}=\langle tP_{1}, (1-t)P_{2}\rangle$ となる. これより S多項式の計算等をおこない変数 $t$ を消去していく.
まず, $S:=\mathrm{b}(tP1, (1-t)P_{2})=tP_{1}+(1-t)P_{2}$ とおくと

S=(Dx+5)t+Pら

を得るので, $T:=\mathrm{S}(S, tP1)=xS-t_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}P1$ と定めると,

$T=(5x-\mathit{2})t+x(x-1)D_{x}-3x$

を得る. ここで交換関係 $[D_{\alpha}, +5,5x-2]=5$ に注目して $U:=(D_{x}+5)T-(5x-2)s$ とお
けば、

$U=5t+x(x-1)D_{x}^{\mathit{2}}:+(x-3)D_{x}-9$

を得る.
微分作用素 $T,$ $U$ の $\mathrm{S}$ -多項式をとり, 変数 $t$ を消去すると

$(5,$ . $-\mathit{2})\iota \text{ノ}\cdot-\mathit{5}T=((5x-2)xD,$. $+(10_{d}:-6))P_{\mathit{2}},\in I_{1}\cap I_{2}$

を得る. 同様に、微分作用素 $S,$ $U$ から変数 $t$ を消去すれば

$(D_{x}+5)U-5S=(xD_{x}^{2}+(5x+4)D_{x}+10)P_{2}\in I_{1}\cap I_{2}$

を得る. 前者は既に求めた 2階の微分作用素

$R_{2}=(5x-2)x(x-1)D_{x}^{2}+(-12x+6)D_{x}+(-3\mathrm{o}x+18)$
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と等しいことが確かめられる. 後者を $R_{3}$ とおき計算すれば, 次を得る.

$R_{3}=(x^{2}-x)D_{x}^{3}+(5x^{\mathit{2}}-2x-4)D^{2}x-1\mathrm{s}D_{x}-30$ .

結局, 微分作用素環の左イデアル $I_{1}$ と 12の共通部分 $I_{1}\cap I_{2}$ はこれらふたつの微分作用
素 $R_{2},$ $R_{3}$ で生成されることが分かる.

$I_{1}\cap I_{2}=\langle R_{2}, R3\rangle$ .

これらの生成元 $R_{2}.R_{3}$. はグレブナ基底をなしている.

例 2 常微分作用素環の左イデアル $I_{1},$ $I_{3}$ を次のようにおく.

$I_{1}=\langle xD_{x}+2\rangle,$ $I_{3}=\langle(x-1)D-x3, D_{x}^{4}\rangle$ .

左イデアル $l_{3}$ は関数 $(x-1)^{3}$ を特徴付ける方程式系であり, 微分方程式系としては例 1で
とりあげたイデアル $I_{2}$ の定める微分方程式系より単純な構造をしている. 数式処理システ
ム Kan を用いてイデアルの共通部分のグレブナ基底を計算すると

$I_{1}\cap I_{3}=\langle R_{2}, R_{3}, R_{4}\rangle$

を得る. ただしここで、微分作用素 $R_{2},$ $R_{3}$ は例 1と同じ作用素

$R_{2}=(5x-2)X(x-1)D_{x}^{2}+(-12x+6)D_{x}+(-3\mathrm{o}x+18)$ ,

$R_{3}=(x^{2}-x1D’\alpha 3$. $+(5x^{\mathit{2}}-2X-4)D_{x}^{2}-18D_{x}-30$ ,

であり, 微分作用素 $R_{4}$ は

$R_{4}=xD_{x}^{4}+(-5x+5)D_{x}^{3}+(125x^{2}-1\mathrm{o}\mathrm{o}x-20)D_{x}^{2}-300D_{x}-750$

で与えられる. さて, $D_{x}^{4} \frac{1}{x^{2}}=\frac{120}{x^{6}}$ であることから 5階の微分作用素

$R_{5}=(xD_{x}+6)D_{x}^{4}=xD_{x}^{5}+6D_{x}^{4}$

が共通部分 $I_{1}\cap I_{3}$ に属することが分かる. 従って素朴に考えると ( $R_{2},$ $R_{3}$ 以外の) イデア
ルの生成元としてこの $R_{5}$ が必要に見えるが, このイデアルの場合は 5階の作用素でなく 4
階の微分作用素魚で十分となる.

3. 計算例
この節では具体例をふたつ取り上げ、それぞれの場合にイデアルの共通部分のグレブナ

基底を求めてみる. 最初の例 (例 3) では $\text{「}2$ つの有理関数の満たす微分方程式系」の計算
を行い, 次の例 (例 4) では「それらの有理関数の極における主要部が定める代数的局所コ
ホモロジー類の満たす微分方程式系」の計算を行う. さらに, これら 2つの計算結果を比較
し検討を加える.
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例 3 次で定める左イデアル $I_{1},$ $I_{2}$ を考える.

$I_{1}=\langle xD+2\rangle$ . $l_{2}=\langle(x-1)D_{x}+3\rangle$ .

イデアル $I_{1}$ は有理関 $\frac{1}{x^{2}}$ の満たすべき微分方程式系であり, イデアル $I_{2}$ は有理関数

$\frac{1}{(x-1)^{3}}$ の満たすべき微分方程式系である. $7=tI_{1}+(1-t)l_{2}$ とおく. 環 $D_{X}[t]$ に

$t\succ x.D_{x}$ なる項順序を入れ、イデアル $\hat{I}$ のグレブナ基底を計算すると

$\mathrm{G}\mathrm{r}(\tilde{I})=\{T, R_{2}, R3\}$

を得る. ただし.

$T=t,$ $-(\langle x^{2}-x)DT\mathit{2}+(7x-3)D_{x}+9)$ ,

$R_{2}=(x^{3}+x^{2}-2_{X)}D^{\mathit{2}}x+(6x^{\mathit{2}}+12x-6)D_{x}+(6x+18)$ ,

$R_{3}=(x^{\mathit{2}}-x)D_{x}^{3}+(-x^{2}+10_{x-}4)D_{x}^{2}.+(-6x+18)D_{x}-6$ ,

である. $\mathrm{G}\mathrm{r}(\hat{I})\mathrm{n}DX$ がイデアル $I_{1}\cap I_{2}$ のグレブナ基底 $\mathrm{G}\mathrm{r}(I_{1^{\cap}}I_{2})$ を与えるので, 特に

$I_{1}$ 口 $I_{2}=\langle R_{2}, R_{3}\rangle$

を得る.

例 4 左イデアル $J_{1},$ $J_{2}$ を次で決める.

$J_{1}=\langle xD_{x}$. $+2, x^{2}\rangle$ . $J_{2}=\langle(x-1)D_{x}+3, (x-1)^{3}\rangle$ .

1
イデアル」1は代数的局所コホモロジー類 – mod $\mathcal{O}x$ の満たす微分方程式系であり, $J_{2}$

$x^{2}$

$\text{は}\frac{1}{(x-1)^{3}}$ mod $\mathcal{O}x$ の満たす微分方程式系である. イデアルの共通部分」1\cap J2を計算す

ると
$\text{」_{}1^{\cap}2}\text{」}=\langle Q, R\rangle$

を得る. ただし

$Q=x^{2}(X -.-1)^{3}$ ,

$R=x(’x-1)D_{x}+\overline{(}x^{4}-19x^{3}+15x^{2}+2x-2$

である.

例 3と例 4の計算結果を見ると、例 3のイデアル $I_{1}\cap I_{2}$ のグレブナ基底が 2階と 3階の
微分作用素から成るのに比べ例 4のイデアル」1\cap J2のグレブナ基底は零階と 1階の微分

作用素からなり.\acute (微分方程式系としての構造も) より単純であることが分かる. 関数そのも
のでなく, 関数の特異性に注目してその特異性のみを記述する微分方程式系を考えると, 得

られる微分方程式系は関数そのものが満たす微分方程式系に比べ (著しく構造が) 簡単にな
るからである.
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イデアルの共通部分の生成元を求める計算を例 4の場合に実際に行ってみることにする.

$\mathrm{S}$-多項式を用いた計算 (例 4の場合)

イデアル $\tilde{J}\subset D_{X}[t]$ を $\tilde{J}=\langle tP_{1}, tx^{2}, (1-t)P_{2}, (1- t)(x-1)^{3}\rangle$ とおく, ただし $P_{1}=$

$xD_{x}$. $+2,$ $P_{2}=(x-1)D_{T}+3$ とおいた.

恒等式 $(3x^{2}-8x+6)x^{2}+(-3x-1)(x-1)^{3}=1$ より, ,.

$(3x^{2}-8x+6)tx^{2}+(3X+1)(1-t)(X-1)3=t+(3X+1)\cdot(x-1)^{3}$

が導けるので, $t+(3x+1)(x-1)^{3}\in\tilde{\text{」}}$ を得る. 次に, $tP_{1}$ と $(1-t)P2$ の S-多項式を計算

すると
$\mathrm{b}(tP_{1}, (1-t)P_{2})=(x-1)tP_{1}+x(1-t)P_{2}$

$=x(x-1)D+tx(-X-2)+3X$

となる. ここで $t+(3x+1)(x-1)^{3}\in\tilde{\text{」}}$ を用いると

$R=x(\prime X-1)D+x-17x^{4}9x^{3}+15x+2x-2\in 2\text{」_{}1^{\cap\text{」}}}2$

を得る.

参考のため. 共通部分 $I_{1}\cap I_{2}=\{R_{2},$ $R_{3},\rangle$ と共通部分 $\text{」_{}1}\cap\text{」}2=\langle Q, R\rangle$ の生成元の間の関

係を以下に添えておく.

$R_{2}=((x+2)D_{T}-16x^{2}+\mathit{2}8x-7)R+(-7D_{x}+112x-164)Q$ ,

$R_{3}=(D_{x}^{\mathit{2}}.+(-7_{X}2+1‘ \mathit{2}X-4)D+x(4X-221_{X}+14\mathrm{I})R+((49X-70)D_{x}+(-28X+99))Q$.

4. 代数的局所コホモロジ一類の満たす常微分方程式系への応用
$\cdot\cdot$

$.\vee..\vee$

:

複素平面 $X=\mathrm{C}$ 上の正則関数のなす層を $\mathcal{O}_{X}$ とおき, 点 $A\in X$ に台を持つような代数

的局所コホモロジー群のなす層を $\mathcal{H}_{[A}^{1}(\mathrm{J}oX)$ で表す. 微分作用素環のなす層を $D_{X}$ で表す

と, $\mathcal{H}_{[A]}^{1}(\mathcal{O}_{X})$ は $\mathcal{D}_{X}$ -加群の構造をもつ. 更に, simple な極大過剰決定系となる.

さて, 点 $A$ に台を持つような代数的局所コホモロジー類 $\sigma\in \mathcal{H}_{[A]}^{1}(\mathcal{O}x)$ を取る. 点 $A$ の

座標を $a$ とおけぱ代数的局所コホモロジ一類 $\sigma$ は . .
$\cdot$. $.\sim:_{\gamma}.$. .. $\cdot$

$\sigma=\sum_{1k=}^{m}[\frac{c_{k}}{(x-a)^{k}}]$

と表すことが出来る. ただし, $[. \frac{1}{\tau^{k}}]=\frac{1}{x^{k}}$ mod $\mathcal{O}_{X}$ とおいた.

さて, 係数 $c_{m}$ は $c_{m}\neq 0$ を満たすとして, 代数的局所コホモロジ一類\mbox{\boldmath $\sigma$} の満たす微分方

国式系を考えてみる. $m=1$ である時は, $\sigma=\mathrm{t}\frac{c_{1}}{x}$] であり,

$\{P\in D_{X}|P\sigma=0\}=\langle x-a\rangle$
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が成り立つ. すなわち, $\sigma$ の annihilator ideal は零階の微分作用素 $x-a$ で生成される事に

なる. それに対し $7n\geq 2$ の時は (高々 $m-1$ 次の) 多項式 $b(x)$ を適当に取れば, 代数的局

所コホモロジー類 $\sigma$ は次の微分方程式を満たすことが容易に分かる.

$(x-a)^{m}\sigma=((x-a)D_{x}+b(x))R\sigma=0$ .

この微分方程式の代数的局所コホモロジー解は 1次元のみとなり,

$\{P\in D_{X}|P\sigma=0\}=\langle(x-a)^{m}, (x-a)Dx+b(X)\rangle$

が成り立つことも明かであろう.
さて、いくつかの代数的局所コホモロジ一類が与えられたとし, それらを解として持つよ

うな微分方程式系を構成する事を考えてみる.
いま. $A_{1},$ $A_{2},$

$\ldots,$
$Ap$ を複素平面 $X$ の相異なる $\ell$ 個の点とする. 各 $k=1$ ,2, ...、垣こ対し,

点 $A_{k}$ のみに台を持つような代数的局所コホモロジ一類 $\sigma_{k}$ が与えられたとする. コホモロ

ジー類 $\sigma_{k}$ の点 $A_{k}$ における極の位数を $rtl_{k}$ で表すことにする (これらのうち少なくともひ
とつは極に置ける位数が 2以上であると仮定しよう). 点 $A_{k}$ の座標を $a_{k}$ とする. この時,

次が成立する.

定理 イデアル」を $J=\{P\in D_{X}|P\sigma_{k}=0, k=1,2, \ldots, \ell\}$ で定める. このとき, イデ

アル」は次の形をした四民の微分作用素 $Q$ と 1階の微分作用素 $R$ により生成される.

$Q=(x-a_{1}\mathrm{I}m1(X-a2)^{m_{2}}\cdots(x-al)^{m}f$ ,

$R=(x-a_{1})(x-a_{2})\cdots(x-ap)Dx+b(X)$ .

ただし. $b\{x$ ) は高々,771 $+m_{2}+\cdot..$ $r’\iota,$ $-1$ 次の多項式である.

証明の方針 $\ell=1$ の時は明かであるので前節での議論を用いれば数学的帰納法で証明する
ことが出来る.

微分方程式 $Q\sigma=R\sigma=0$ の解空間は $\ell$ 次元となるが, 微分作用素 $R$ は 1階の微分作用

素である事に注意されたい. さて, 論文 [5], [6] では微分作用素を用いた月数計算アルゴリ
ズムを与えているが. そこではその領承計算アルゴリズムに用いる微分作用素を天下りに
与えている. 微分作用素の存在を議論しないで具体的に微分作用素を与えた訳である. そ
れに対し, 上に述べた定理を用いれば [5], [6] で用いた微分作用素の存在を示す事が出来る.
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