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1 序章

1.1 はじめに

Reidemeister torsion と呼ばれる単純ホモトピ一雲変量は、 レンズ空間の

分類を目的として Reid.emeister, Franz らによって 1930年代に導入されまし

た。 その後、 1970年代に Ray-singer によって、解析的類似を使って、解析
的な不変量である analytic torsion が定義されました。 Reidemeister torsion

は単体分割、 あるいは、 より –般に胞体分割による局所係数 $(\text{コ})$ ホモロジ-

を使って定義され、 $-$方で、 analytic torsion は、 多様体の距離と平坦ベクト

ル束の内積を使い定義される解析的ラプラシアンにより定義されます。 1970
年代の終わりに Cheeger と M\"uller によって、独立に、 この 2 っの torsion は

適当な条件の下で、 等しい事が証明されました。

その後、モースの不等式の–般化に関する研究 $[16, 17]$ . そして、 リーマン
多様体上の等長的な有限群の作用に関する torsiOn の研究を経て、 $L^{2}$ -analytic

torsion が Lott $[8]_{\text{、}}$ Mathai [14] らによって定義されました。 これは有限次元

平坦ベクトル束に対する Ray-Singer の analytic torsion の無限次元平坦ヒル

ベルト魚群束への拡張と言う事ができます。特に [8] では、定義と同時に 3次

元閉塞曲的多様体に対しては、 $L^{2_{-\mathrm{a}}}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{y}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{t}_{\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{S}}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$ が双曲的体積の -等倍と
一致する事が示されています。その後、一般の奇数次元の双空華多様体に対し

ても、 同様の結果が成り立つ事が示されています。 これらについては $[7, 12]$

を参照して下さい。
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$方で、 元々の組み合わせ的な Reidemeister torsion に対応する組み合わ

せ的な $L^{2}$-combinatorial torsion も Carey-Mathai, L\"uck らによって、 $[2, 10]$

において、 $L^{2}$ -analytic torsion とほぼ同時期に定義されました。

当然、両者が定義された時から、Cheeger-M\"uller の結果の $L^{2}$ -torsion版が成

り立つかという事は問題とされました。まず、 $\mathrm{B}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{a}-\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}- \mathrm{K}\mathrm{a}_{\mathrm{P}\mathrm{P}^{\mathrm{e}}}1\mathrm{e}\mathrm{r}-$

$\mathrm{M}\mathrm{c}\mathrm{D}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{d}$ [1] により、 閉り -マン多様体に対して正しい事が証明されまし

た。 後に、 $\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}$-Schick [7] によってカスプを持つ体積有限な双曲多様体に対

しても $L^{2}$ -analytic torsion が拡張され、 2つの torsion が–致する事が証明

されています。

この論説の中では、 これらの事実を踏まえて 2つの torsion を区別せずに、

単に $L^{2}$ -torsion と呼ぶ事にします。但し、 定義としては組み合わせ的な方を

採用します。 そして興味の対象は 3次元多様体です。 この場合 $L^{2}$ -torsion は

後で述べる L\"uck の仕事によって、理論的には基本群の表示から求まる量で
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す。 古典的な Mostow の剛性定理より、 基本群はその多様体の体積を知って

います。 それを具体的に取り出す–つの方法を $L^{2}$ -torsion は与えているとい

う事ができます。 もちろん実際に計算を実行するという意味では、 これは決

して容易ではありません。

以下では、 $L^{2}$ -torsion の組み合わせ的定義、基本的な性質に関して述べた

後、 組み合わせ的な $L^{2}$ -torsion を使った双曲的多様体の体積のより計算可能

な近似列を構成する $-$つの試みとその数値実験の結果を紹介します。

この論説は、 2000年 3月 14日 $\sim 17$ 日に国際高等研究所で行われた数理

解析研究所短期共同研究 「 $\mathrm{V}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{e}$ Conjecture の現状」での北野-森藤の講演

内容を整理し、 高沢による計算機を使った数値実験の結果を付け加えたもの

です。

1.2 お礼の言葉

$L^{2}$ -torsion の事を私達に引き合わせ、3月の高等研での研究集会で $L^{2}$ -torsion
のサーベイをする機会を与えて下さった村上斉氏、結び目群の剰余票零性に

ついていろいろと教えて下さった小島定吉氏、著者の–人 (北野) が 4月に

Toulouse に滞在した際に、色々有意義な議論をしてくれた M. Boileau 氏、M.

Kapovich 氏に感謝いたします。 また、本稿執筆の仕上げの段階で有益な助言

をして下さった古田幹雄氏にお礼申しあげます。
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2 $L^{2}$-torsion
この章では、組み合わせ的な $L^{2}$-torsion の定義及びその基本的性質につい

て必要な範囲で復習します。 詳しくは、論文 [10] をご覧ください。

2.1 諸定義

$\pi$ を群とし、 $\pi$ の $\mathbb{C}$ 上の群環を $\mathbb{C}\pi$ で表します。 $\mathbb{C}\pi$ の元 $\sum_{\mathit{9}\in\pi}\lambda_{g\mathit{9}}$. に対

して、 その $\mathbb{C}\pi$-跡を単位元 $e\in\pi$ の係数

$\mathrm{t}\mathrm{r}_{\mathbb{C}\pi}(\sum_{g\in\pi}\lambda\cdot g\mathit{9})=\lambda_{e}\in \mathbb{C}$

で定めます。 次に、行列 $B=(b_{ij})\in M(n, \mathbb{C}\pi)$ に対して、 その C\mbox{\boldmath $\pi$}-跡を対角

成分毎の C\mbox{\boldmath $\pi$}-跡の和

$\mathrm{t}\mathrm{r}_{\mathbb{C}\pi}(B)=\sum_{i=1}\mathrm{t}\mathrm{r}_{\mathbb{C}}(\pi b_{ii})$

で定めます。 このとき、 行列 $B\in M(n, \mathbb{C}\pi)$ の L2-ベッチ数を次式で定義し

ます:

$b(B)= \lim_{parrow\infty}\mathrm{t}\mathrm{r}_{\mathbb{C}\pi}((1-K^{-}2. BB^{*})^{p})\in \mathbb{R}\geq 0$ .

ここで、 $K$ は $B$ の右作用から決まる有界 $\pi-$同変作用素

$R_{B}$ $:\oplus_{i=1}^{n}\iota 2(\pi)arrow\oplus_{i=1}^{n}\iota 2(\pi)$

の作用素ノルム $||R_{B}||_{\infty}$ に対して、 $K\geq||R_{B}||_{\infty}$ を満たす任意の実数であり、

$B^{*}$ は行列 $B$ の随伴行列を表します。 ただし、 随伴は

$B^{*}=(\overline{b_{ji}})$ , $\sum\lambda_{\mathit{9}}\cdot g=\sum\overline{\lambda g}$ $.g^{-1}$

を意味するものとします。

次に、 行列 $B$ の Fuglede-Kadison 行列式を

$\det(B)=K^{(n-b(}B))\exp(-\frac{1}{2}\sum_{p=1}^{\infty}\frac{1}{p}(\mathrm{t}\mathrm{r}_{\mathbb{C}\pi}((1-K^{-2}\cdot BB^{*})^{p})-b(B)))$

で定めます。

注意 2.1 $L^{2}$ -ベッチ数 $b(B)$ 及び Fuglede-Kadison 行列式 $\det(B)$ は、 定数

$K\geq||R_{B}||_{\infty}$ の選び方によらないことがわかります。 $K$ の $-$つの選び方と

して、

$K= \sqrt{n}\cdot\max\{||bij||_{1}|1\leq i,j\leq n\}$
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が取れます。ただし、 $||u||_{1}= \sum_{g\in\pi}|\lambda_{g}|(u=\sum_{\mathit{9}\in}\pi\lambda_{g\mathit{9}}.\in \mathbb{C}\pi)$ と定めます。

さて、 (組み合わせ) $L^{2}$ -torsion は以下の 2条件を満たす有限 $\mathrm{C}\mathrm{W}$-複体 $X$

に対して定義されます:

(i) 全ての $L^{2}$ -ベッチ数 $b_{p}(X)$ が自明。

(ii) 全ての Novikov-Shubin 不変量 $\alpha_{P}(X)$ が正の実数。

このような $X$ を admissible であるといいます。Novikov-Shubin不変量 $\alpha_{p}(X)$

の定義については、 文献 [9, 10, 16] を参照して下さい。

例えば、 向きのついたコンパクト連結多様体 $M$ が以下の (1) $\sim(3)$ のいず

れかの条件を満たせば、 admissible となることが知られています [4, 9, 10]。
(1) $M$ が 3次元多様体であって、 かつ次の $(\mathrm{i})\sim(\mathrm{i}\mathrm{v})$ を満たす:

(i) $\pi_{1}M$ が無限群。

(ii) $M$ は既約な 3次元多様体または $S^{1}\cross S^{2}$ または $\mathbb{R}P^{3}\#\mathbb{R}P^{3}$ にホモトピ一

同値。

(iii) $\partial M\neq\phi$ ならば、 $\partial M$ はトーラスからなる。

(iv) $\partial M=\emptyset$ ならば、 $M$ は双曲的またはザイフエルトまたはハーケン多様体

にホモトピー同値な 3次元多様体で finitely cover される。

(2) 軌道から $M$ への inclusion が基本群の単射を誘導する自由な $S^{1}$ 作用を

もつ。

(3) $M$ は奇数次元の閉双曲多様体。

以下、 $M$ はコンパクトで向きのついた既約 3次元多様体で $\partial M$ が非圧縮

トーラスから成るものとします。

$M$ の普遍被覆 $\overline{M}$ の $\mathbb{C}\pi_{1}M$-鎖団体 $C_{*}(\overline{M};\mathbb{C}\pi 1M)$ を考えます:

$0arrow C_{3}-\partial_{3}C_{2}-\partial_{2}C_{1}arrow C_{0}\partial_{1}arrow 0$ .

このとき、境界作用素 $\partial_{i}$ は $\mathbb{C}\pi_{1}M$ 係数の行列として表示されることになり

ます。 そこで、 $i$ 番目の (組み合わせ) ラプラス作用素 $\triangle_{i}$ : $C_{i}arrow C_{i}$ を

$\triangle_{i}=\partial_{i}+1\circ\partial_{i}*+1\partial i+*\circ\partial_{i}$

で定義します。 このとき、 $M$ の (組み合わせ) $L^{2}$ -torsion $\rho(M)$ は古典的な

Reidemeister torsion の–般化として次のように定義されます。 ただし、古典

的な場合には有限次元ユニタリ表現を考えましたが、 ここでは正則表現 $l^{2}(\pi)$

を用いることになります。
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定義 2.1

$\rho(M)=\prod_{=i0}^{3}\det(\triangle i)^{()^{i+}i}-11$ .

注意 22非連結のときは、連結成分ごとの $\rho$ たちの積で定義します。

2.2 基本的性質

この節では、 $L^{2}$ -torsion の基本的かつ重要な性質を列挙します (他にも興

味深い性質がいくつか成り立ちますが、それらについては [10] を参照して下
さい) :

$\bullet$ admissible な有限 CW-複体の inclusion についての可換図式

$X_{0}$ $arrow$ $X_{1}$

$\downarrow$ $\downarrow$

$X_{2}$ $arrow$ $X$

から誘導される基本群の間の各写像が単射ならば、

$\rho(X)=$
.

$\rho(x_{1})\rho(x_{2})\rho(x_{0})^{-1}$

が成り立つ。

$\bullet$ admissible な有限 $\mathrm{C}\mathrm{W}$-拳体の $d$ 重有限被覆 $Xarrow Y$ に対して、 $\rho(X)=$

$\rho(Y)^{d}$ が成り立つ。

$\bullet$ 向きのついたコンパクト連結多様体 $M$ が上記 (2) の $S^{1}$ 作用を持つな

らば、 $\rho(M)=1$ が成り立つ。

これらの性質を用いると次がわかります。 ここで、 3次元多様体をトーラ

ス分解 (Jaco-Shalen-Johanson) したときに、 ザイフェルトでない部分に断面

曲率 $-1$ の双曲構造が入るとき、そのような分解を JSJT-分解と呼ぶことに

します。

定理 2.1 $M$ を境界が空または非圧縮トーラスの非交和である、コンパクト既

約な有向 3次元多様体で基本群が無限であるとします。 さらに、 $M$ は JSJT-
分解をもつと仮定します。 このとき、 $M$ は admissible であり

$\rho(M)=\prod_{i=1}^{r}\rho(M_{i})$

成り立ちます。ただし、 $M_{i}$ は $M$ の JSJT-分解における有限体積の双曲構造

をもつ部分である。
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方、 3次元多様体 $M$ の組み合わせ $L^{2}$ -torsion は、 本質的に $M$ の位相的

な体積といえる Gromov の simplicial volume [6] として解釈できます。

定理 22上の定理と同じ仮定のもと、

$\log\rho(M)=C_{3}\cdot||M||$

が成り立つ。ここで、 $c_{\mathrm{s}}$ は次元のみによる定数であり、 $||M||$ は $M$ の simplicial

volume を表す。 特に、 $M$ が 3次元双曲馬多様体ならば、

$\log\rho(M)=-\frac{1}{3\pi}\mathrm{V}\mathrm{o}\mathrm{l}(M)$

が成り立つ。

この定理は、解析的 $L^{2}$ -torsion と組み合わせ $L^{2}$ -torsion の logarithm が $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

致するという結果 [1, 7, 12] と、 解析的 $L^{2}$ -torsion が体積として解釈できる
こと [8] から従います。

一般に、解析的 $L^{2}$-torsion及び simplicial volume はその計算が非常に困難
となりますが、組み合わせ $L^{2}$-torsion は 3次元多様体 $M$ の基本群の表示か

ら読み取ることができます。

定理 2.3 (LUUck) $M$ をコンパクト既約な有向 3次元多様体で、 $M$ の基本群

の表示

$\pi_{1}M=\langle s_{1}, \cdots, s_{g}|r_{1}, \cdots, r_{g-1}\rangle$

が与えられているとする。 FOX 行列 $(\ovalbox{\tt\small REJECT})$ から 1列のぞいた $g-1$ 次正方行

列を $A$ とします。 このとき、 $M$ の組み合わせ $L^{2}$ -torsion の logarithm は次

式で与えられる :

$\log\rho(M)=-2(g-1)\log K+\sum_{p=}\infty 1\frac{1}{p}\mathrm{t}\mathrm{r}_{\mathbb{C}}\pi((I-K^{-}2AA*)^{p})$.

ただし、 定数 $K$ は $K\geq||R_{A}||_{\infty}$ を満たす任意の正の実数である。

さて、 $M(K)\subset S^{3}$ を結び目 $K$ の補空間とします。 このとき、 $M(K)$ は

admissible となり、 組み合わせ $L^{2}$ -torsion

$\rho(K)=\rho(M(K))$

を定義できることになります。 $L^{2}$ -torsion の性質から、 自明結び目あるいは
トーラス結び目に対しては、 $\rho(K)=1$ となることがわかります。 この不変量
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は $S^{3}$ 内の結び目の連結和について乗法的であり、 また鏡映で不変であるこ

ともわかります。 よって、 ある意味でアレキサンダー多項式のように振る舞

いますが、無限巡回被覆に対するものではなく、 結び目補空間の普遍被覆に

対応するものになっています ([11] 参照のこと)
。

2.3 $L^{2}$-torsion の計算例

前節での L\"uck の定理を用いて、基本群の表示から $L^{2}$ -torsion の $\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{m}\text{、}$

したがって本質的にその simplicial volume を求めてみます。

例 21 まず、 8の字結び目 $4_{1}$ を考えることにします。 よく知られているよ

うに、 $S^{3}$ におけるその補空間には双曲的 3次元多様体の構造が入ります。 し

たがって、 この場合の $L^{2}$ -torsion の計算は、双学的体積を与えることになり

ます。

さて、 $\pi=\pi_{1}(4_{1})$ の表示として、 $S^{1}$ 上の 1点穴あき ト一ラス束として得

られるものを採用します :

$\pi=\langle x,y,t|txt^{-1}y^{-}1=tyt^{-1}xy-3=1\rangle$ .

このとき、 Fox 行列は

で与えられます。 ここで、 $S^{1}$ 方向の生成元 $t$ に関する列を除いて得られる正

方行列を L\"uck の定理における行列 $A$ とします (原論文とは、抜いている列

が異なることに注意) :

$A=$ .

このとき、 $K\geq||R_{A}||_{\infty}$ として $K=4$ がとれるので、 $B=16-AA^{*}$ とお

けば、$B=$,

$\lambda(y, t)=11+t+t^{-1}-2y-2y-1-y^{2}-y^{-2}+ty^{-1}+ty^{-2}+yt^{-1}+y^{2}t^{-1}$

となり、 $L^{2}$ -torsion は次で与えられます :

8
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$\log\rho(4_{1})=-2\cdot 2\log K+\sum p=\infty 1\frac{1}{p}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathbb{C}\pi((1-K^{-}2AA*))$

$=-8 \log 2+\sum_{p=}\infty 1\frac{1}{p\cdot 16^{p}}\mathrm{t}\mathrm{r}_{\mathbb{C}}\pi(B^{p})$ .

この公式を用いた計算機による数値実験の結果は以下の表 1のとおりです。
ここで、 表中の $\log\rho(4_{1})_{p}$ は部分和

$\log\rho(41)_{p}=-8\log 2+\sum\frac{1}{k\cdot 16^{k}}k=1p\mathrm{t}\mathrm{r}_{\mathbb{C}}\pi(B^{k})$ .

を意味するものとします。

方、 8の字結び回訓空間の双素的体積は、

$\mathrm{V}\mathrm{o}\mathrm{l}(41)=2.0298832128\cdots$

となることが知られています。 したがって、 $L^{2}$ -torsion の logarithm の実際
の値は

$\log\rho(4_{1})=-\frac{1}{3\pi}\mathrm{V}\mathrm{o}\mathrm{l}(41)$

$=-0.215377298\cdots$

で与えられることになります。

表 1: 8の字結び目の $L^{2}$ -torsion の近似計算

例 22 次に、 三葉結び目 $3_{1}$ について考えます。 これは $(3, 2)$ 型トーラス結

び目なので、前節の最後で述べたことから、 $L^{2}$ -torsion は 1になります。 こ

こでは、 L\"uck の公式を用いて数値的に近似計算を行ってみます。
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表 2: 三葉結び目の $L^{2}$ -torsion の近似計算

この場合も $\pi_{1}(3_{1})$ の表示として、 $S^{1}$ 上の曲面束として得られるものを採

用します :
$\pi=\langle x,y, t|txt^{-1}y^{-}1=tyt^{-1-1}xy=1\rangle$ .

このとき Fox 行列は、

で与えられます。 先と同様に生成元 $t$ に関する列 (第 3列目) を除いたもの

を $A$ とすれば、 この場合も $K=4$ ととれて、

$B=16-\mathrm{A}A^{*}$$=$となり、 $L^{2}$ -torsion は次式で与えられることになります :

$\log\rho(3_{1})=-8\log 2+\sum_{p=}\infty 1\frac{1}{p\cdot 16^{p}}\mathrm{t}\mathrm{r}_{\mathbb{C}}\pi(B^{p})$ .

この公式を用いた数値実験の結果を表 2にまとめておきます。
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$方、 三葉結び目 $3_{1}$ の $S^{3}$ における補空間の体積は $0$ になることが知られ

ています。
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3 $S^{1}$ 上の曲面束の $L^{2}$-torsion
この章では、 $S^{1}$ 上の 1つ境界を持った曲面束を考えます。 すなわち、 $\Sigma_{g,1}$

を種数 $g\geq 1$ の向き付けられたコンパクトな曲面 (実 2次元多様体) で境界を
–つ持つものとします。 ここで、

$\varphi$ : $\Sigma_{g,1}arrow\Sigma_{g,1}$

を $\Sigma_{g,1}$ 上の向きを保つ微分同相写像とします。 この写像 $\varphi$ の mapping torus
を $W_{\varphi}$ と書きます。 このトーラスを境界に持つ 3次元多様体 $W_{\varphi}$ には、 自然

な射影 $W_{\varphi}arrow S^{1}$ が存在し、 $S^{1}$ 上の $\Sigma_{g,1}$ 束の構造が入ります。 以下簡単の

ため、

$\pi:=\pi_{1}(W_{\varphi}, *)$ ,

$\Gamma:=\pi_{1}(\Sigma_{\mathit{9},1}, *)$

とします。但し、 $\pi$ と $\Gamma$ の基点 $*$ は $\Sigma_{g,1}\cross\{0\}\subset W_{\varphi}$ 上の同–の点とします。

この時、 $\pi$ は $\Gamma$ と $\mathbb{Z}\cong\langle t\rangle$ の半直積と同型になります。

注意 3.1 $\varphi$ が擬アノソフ微分同相写像であれば、 $W_{\varphi}$ の内部はトーラスカス

プを持つ完備な双曲的多様体となることが知られています。

ここで、 $B(l^{2}(\pi), \iota^{2}(\pi))^{\pi}$ を $\pi-$同変な $l^{2}(\pi)$ 上の有界線形作用素の全体とし

ます。 前の章では基本群 $\pi$ の右正則表現

$\piarrow B(l^{2}(\pi), \iota^{2}(\pi))^{\pi}$

を考え、 それを使ってヒルベルト加群係数のねじれホモロジーを考えて $L^{2}-$

torsion $\rho(W_{\varphi})$ を定義しました。

以下では $l^{2}(\pi)$ を $\Gamma$ の暗中遷化列を使って近似することを考え、それによっ

て、元々の $L^{2}$ -torsion $\rho(W_{\varphi})$ を近似する $L^{2}$ -torsion の列 $\rho_{k}(W_{\varphi})(k=1,2, \ldots)$

を構成する $-$つの試みに付いて述べます。

3.1 降中心化列から定まる $L^{2}$-torsion

基本群 $\pi_{1}(\Sigma_{g,1})=\Gamma$ は、 階数が $2g$ の自由群です。 そこで、 自由群 $\Gamma$ の降

中心化列

$\Gamma_{1}$ $:=\Gamma\supset\Gamma_{2}\supset.$ $:$ . $\supset\Gamma_{k}\supset.$ . .
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を考えます。但し、 $\Gamma_{2}:=[\Gamma_{1} , \Gamma_{1}]_{\text{、}}$ 一般に $k>2$ に対して、 $\Gamma_{k}:=[\Gamma k-1, \mathrm{r}1]$

です。 さらに $\Gamma$ の幕豪商 $\mathrm{M}$ :=F/Fk、そして、そこへの自然な射影 $p_{k}$ : $\Gammaarrow$

$N_{k}$ を考えます。

注意 32古典的に $\Gamma$ は、 剰余幕零性を持つことは知られています。すなわち

自明でない任意の元 $x\in\Gamma$ に対して、 ある $k$ が存在して $p_{k}(x)\neq e$ となりま

す。 これらについては $[5, 13]$ を参照して下さい。

前の章では $\pi$ の $l^{2}(\pi)$ の上への正則表現を考えました。 $\Gamma_{k}$ は $\pi$ の正規部

分群なので、 その商群 $\pi(k):=\pi/\Gamma_{k}$ を考える事ができます。 そこで、 $\pi$ の

$l^{2}(\pi(\text{ん}))$ の上への表現、すなわち、

$\piarrow B(l^{2}(\pi(k)), \iota^{2}(\pi(k)))^{\pi}$

を考えましょう。 この表現により、前の章と同様にして、 3次元多様体 $W_{\varphi}$ の

$L^{2}$-torsion $\rho_{k}(W_{\varphi})$ が幾つかの仮定、すなわち、 $L^{2}$ -ベッチ数の消滅と Novikov-

Shubin 不変量の正値性の下で定義されます。

補題 3.1 上の表現 $\piarrow B(l^{2}(\pi(k)), \iota^{2}(\pi(k)))^{\pi}$ で捻った $W_{\varphi}$ のホモロジーは

全て消える。

証明の詳細は省略しますが、 $k=1$ の時、 $l^{2}$ (Z)-係数ホモロジーが消えるこ

とが証明でき ([11] 参照のこと)、 $k>1$ の場合はそこに帰着させることがで

きます。

Novikov-Shubin 不変量の正値性については以後仮定をして話を進めます。

注意 33以下で述べることは全て、Novikov-Shubin 不変量の正恒性が成り

立つと仮定すれば、数学的に正しい事が証明されます。 しかし、 その正値性

についてはある型のトーラス束の場合には証明されていますが、 –般的には

未だ未解決と思われます。

注意 34正則表現をその他の無限次元表現に取り替えて $L^{2}$-torsion を定義

した仕事はもともと Carey-Mathai [2] にあります。 この論文では L2-ベッチ

数が消滅し、 Novikov-Shubin 不変量の正となる表現の事を admissible 表現

と呼び、 このような表現に対して $L^{2}$ -torsion を定義しています。

もともと基本群 $\pi\cong\Gamma\rangle\triangleleft \mathbb{Z}$ でした。 よって、 明らかに今の場合 $\pi(k)\cong$

$N_{k}\rangle\triangleleft \mathbb{Z}$ です。 この事から、群の列 $\{\pi(k)\}$ は $\Gamma$ の剰余三三性から素朴な意味

で $\pi$ の近似列です。 この近似列から定まる表現はもともとの正則表現 $\piarrow$
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$B(l^{2}(\pi), \iota^{2}(\pi))^{\pi}$ の近似列と見なすことができます。 よってこれから定まる
$L^{2}- \mathrm{t}_{\mathrm{o}\mathrm{r}}\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$ を考えれば、 これは下の $L^{2}$ -torsion を近似しているはずです。具
体的にどのように書き下すことができるかは L\"uck の公式を使って後で書き

ます。

3.2 動機

なぜこのような状況を考えるのかに付いて、 その動機について少し書きま

す。 Kashaev-村上順-村上斉による結び目の volume conjecture は、 結び目の

Jones 多項式のある極限が結び目の補空間の体積を与えるというものでした。
方で、結び目の $L^{2}$-torsion $\rho(S^{3}\backslash K)$ がその体積を与えることは証明されて

います。 そこで、 $\rho(S^{3}\backslash K)$ に収束して行くような torsion の近似列は作れな
いだろうかというのが、 このようなことを考えはじめた動機です。最初は (3

月の段階では) 素朴に結び目の基本群自身の降中心化列を考え、 単純にその

幕零商を取ることを考えました。

しかし、 こうして torsion を定義し、 それらが良く振る舞ってくれるため
には基本群の剰余幕零性が必要です。 しかし、 これが成り立つのは自明な結

び目だけです。剰余幕零性が成り立つことが知られている群は、前にも述べ

ましたが自由群です。そこで fibered結び目を考えてみると、その基本群の交
換子忌は自由群でその降中心冷温を考えることができます。 考える対象は結
び目に限る必要もないので、 $S^{1}$ 上の曲面束に対してこのような設定を考えま

した。

3.3 L\"u $\mathrm{c}\mathrm{k}$ の公式

ここでは $S^{1}$ 上の境界付き曲面束に話を限った場合に $\rho(W_{\varphi})$ の L\"uck の与

えた公式がモノドロミーの言葉でどう書けるかに付いて述べます。 これは前

の章で述べたことの書き換えです。 そして、 この表示を使って $\rho_{k}$ の場合に、

それがどう書けるかに付いて述べます。well-definedness は別に示す必要はあ
りますが、 この公式を $S^{1}$ 上の $\Sigma_{g,1}$ 束の $\rho_{k}$ の定義と見なすことができます。

$\Gamma$ の標準的な基底を $x_{1},$ $x_{2},$ $\ldots.x_{2g}$ とします。 これを使って $\pi$ の表示として

$\langle_{X_{1}..X_{2\mathit{9}}},.,, t|r_{1}:=t_{X_{1}}t^{-1}(\varphi_{*}(x_{1}))-1, \cdots, r_{2g}:=tx_{2g}t^{-1}(\varphi_{*}(x_{2g}))^{-}1\rangle$

が得られます。 ここで $\varphi_{*}$ : $\Gammaarrow\Gamma$ は $\varphi$ : $\Sigma_{g,1}arrow\Sigma_{g,1}$ から誘導される準同型

写像です。 前の章と同様に、 関係子 $r_{1},$ $\ldots,$ $r_{2g}$ に Fox の自由微分を施すこと
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により

$A:=( \frac{\partial r_{i}}{\partial x_{j}})\in M(2g;\mathbb{Z}\pi)$

を得ます。 前に述べた L\"uck の公式をこの $S^{1}$ 上の $\Sigma_{g,1}$ 束の場合に書き直す

と、 次のようになります。

L\"uck の公式 :

$\log\rho(W_{\varphi})=-2\log\det_{\mathbb{C}\pi}(\mathrm{A})$

$=-4g \log K+\sum_{p=1}\frac{1}{p}\mathrm{t}\mathrm{r}_{\mathbb{C}\pi}((I-K^{-2}AA^{*})^{p})\infty$ .

ただし、 定数 $K$ は $K\geq||R_{A}||_{\infty}$ を満たす任意の正の実数。 こ

こで、 $\det$ は Fuglede-Kadison 行列式、 $\det$ : $M(2g;\mathbb{C}\pi)arrow \mathbb{R}_{>0}$

です。

では、 $\rho_{k}(W_{\varphi})$ はどのように書けるでしょうか ? これは次のようになりま

す。 $p_{k}$ : $\Gammaarrow N_{k}$ から誘導される自然な準同型写像

$\piarrow\pi(k)=N_{k}x\mathbb{Z}$

も同じ記号で表します。 この写像から誘導される群環上の写像

$p_{k*}:$ C\mbox{\boldmath $\pi$}\rightarrow C\mbox{\boldmath $\pi$}(ん)

を考えます。 この時、

$A_{k}:=(p_{k*}( \frac{\partial r_{i}}{\partial x_{j}}))\in M(2g;\mathbb{C}\pi(\text{ん}))$

とします。 定数 $K_{k}$ を $K_{k}\geq||R_{A}\mathrm{I}|_{\infty}$ を満たす任意の正の実数として取りま

す。 L\"uck の公式の証明の議論はこの場合にも、そのまま成り立つので結局次

を得ます。

L\"uck の公式の $\rho_{k}$ 版:

$\log\rho_{k}(W_{\varphi})=-2\log\det_{\mathbb{C}}(k\pi)(\mathrm{A}_{k})$

$=-4g \log Kk+\sum_{p=1}^{\infty}\frac{1}{p}\mathrm{t}\mathrm{r}_{\mathbb{C}}k)((I-K^{-}2AA*)^{p})\pi(k$ .

次の事は容易に分かります。
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補題 32 定数 $K_{\text{、}}K_{k}$ はすべての $A,$ $A_{k}(k=1,2, \ldots)$ に対して等しく取るこ

とができる。 すなわち、 $K_{k}=K$ と取ることができる。

証明は [3] の part 1, chapter 1の proposition 8を参照して下さい。

ここで、 $\rho_{1}$ を考えてみましょう。 $\pi(1)=\pi/\Gamma_{1}\cong \mathbb{Z}=\langle t\rangle$ なので、 $A_{1}$ は

いわゆる Alexander 行列と –致します。 Alexander 行列の成分は $t$ のローラ

ン多項式なので、 それらは互いに可換です。 したがって、 普通の意味での行

列式が定義されます。それは古典的な Alexander 多項式となります。 しかし、

$\rho_{1}$ の定義では非可換な行列式を用いて、 数値的な不変量を定めます。 これが

どのような量かは (高次なものも含めて)、今後の課題です。

3.4 写像類群の Magnus 表現

ここまで述べてきたことを写像類群の Magnus 表現の観点から書き直して
みます。 $\mathcal{M}_{g,1}$ を $\Sigma_{g,1}$ の写像類群とします。 $\mathcal{M}_{g,1}$ の Magnus表現とは、 $\mathcal{M}_{g,1}$

を $\Gamma=\langle x_{1}, \ldots, x_{2}\rangle \mathit{9}$ の自己同型の部分群と見なして、 Fox の自由微分を用
いて

$r: \mathcal{M}_{g,1}\ni\varphi-t(\frac{\partial\varphi_{*}(x_{j})}{\partial x_{i}})_{i,j}\in GL(2_{\mathit{9}};\mathbb{Z}\mathrm{r})$

と定義します。 ここで、

$GL(2g;\mathbb{Z}\Gamma)\ni A\vdasharrow\overline{A}\in GL(2g;\mathbb{Z}\Gamma)$

は各成分毎に

$\mathbb{Z}\Gamma\ni\sum_{g}\lambda g\mathit{9}-t\sum_{g}\lambda g^{-1}\mathit{9}\in \mathbb{Z}\pi$

を考えることにより定まる写像です。

この Magnus 表現を使うと前の L\"uck の公式が言っていることは、 $\rho(W_{\varphi})$

は $r(\varphi)$ の非可換な Fuglede-Kadison 行列式を使った特性多項式ということ
です。 ここで特性多項式と言っているのは、行列 $A\in GL(2g;\mathbb{Z}\mathrm{r})$ に対して、

行列 $tI-A$ を $M(2g;\mathbb{Z}\pi)$ の中の行列と考えてその行列式を取ると言う意味

です。 もう少し詳しく説明しましょう。 群 $\pi$ の表示を固定し、 関係子

$r_{i}=t_{X_{i}}t-1(\varphi*(X_{i}))-1$

に Fox の自由微分を作用させて、群環係数の行列 $A$ を定義しました。 ここ

で、 $r_{i}=1$ を変型して $tx_{i}t^{-1}-\varphi_{*}(x_{i})=0$ とし、 この左辺に自由微分を作用

15

22



させて、 すべてをそれらで置き換えても $\rho$ の値は変わらないことは容易に分

かります。 そこで $\rho(W_{\varphi})$ は、 このようにして得られる行列 $tI-r(\varphi)$ の行列

式と言うことができます。 また、

$\det(tI-r(\varphi))=\det(tI-tr(\varphi))$

も容易に分かります。

では、 $\rho_{k}$ の場合はどうかと考えてみると、 これは射影

$p_{k}$ : $\Gammaarrow N_{k}$

から誘導される準同型を Magnus 表現と合成して得られる

$r_{k}$ : $\mathcal{M}_{g,1}arrow GL(2g;\mathbb{Z}N_{k})$

の Fuglede-Kadison 行列式による特性多項式と考えることができます。
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4 具体例

この章では、具体例として $S^{1}$ 上のトーラス束を考えます。 詳しい計算結

果については [18] にまとめてあります。 そちらも参照してください。 なお、

ここでの数値計算にはプログラム言語 perl を使っています。

4.1 $S^{1}$ 上のトーラス束

良く知られているように、整数値 2行 2列の行列で行列式の値が 1である行

列からなる群 $sL(2;\mathbb{Z})$ の自然な $\mathbb{R}^{2}$ への線形な作用は、 この群の 2次元ト $-$

ラス $T^{2}=\mathbb{R}^{2}/\mathbb{Z}^{2}$ への自然な作用を導きます。

そこで、 モノドロミーが

$\varphi_{a}=\in SL(2;\mathbb{Z})$

で与えられるトーラス束の族を考えてみましょう。 但し、 $\mathbb{R}^{2}$ の原点に対応

する $T^{2}$ 上の点はこの作用で不動点なので、その点に対応した $S^{1}$ の管状近傍

を抜いた 1 っ境界をもつ $S^{1}$ 上のトーラス束を考えます。 これを単に $W_{a}$ と

書く事にします。 $W_{a}$ の基本群は次のような表示を持ちます :

$\pi_{1}(W_{a})=\langle x,y, t|txt^{-1}=y, tyt^{-1}=y^{a}x^{-1}\rangle$ .

以後、 この群を単に $\pi_{a}$ と書く事にします。

注意 4.1 $a=1$ の時が三葉結び目の補空間、 $a=3$ の時が 8の字結び目の補

空間に対応しています。 さらに $|a|\geq 3$ の時、 これらの多様体の内部には完備

な双曲構造が入ります。

これらの族に対して、 前の章で考えたような $L^{2}$ -torsion の近似列を考えて

みます。 もちろんここで、Novikov-Shubin 不変量が正となるかどうか確かめ
なくてはなりませんが、それを仮定して数値実験を試みました。

4.2 第 $-$近似 $\rho_{1}$ について

まず、 基本群から $\mathbb{Z}$ への準同型 $\pi_{a}arrow \mathbb{Z}=\langle t\rangle$ を使って得られる 1番目の

不変量 $\rho_{1}$ について調べてみました。
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図 1を見て下さい。 最初に Novikov-Shubin 不変量が 1でとれる事を実験

的に示してみました。 この図 1は

$n\cdot \mathrm{t}\mathrm{r}_{\mathbb{C}\pi}((I-A_{11}A^{*}/K^{2})^{n})$

の振る舞いを調べたものです。 横軸は $n_{\text{、}}$ 縦軸は $n\cdot \mathrm{t}\mathrm{r}_{\mathbb{C}\pi}((I-A_{11}A^{*}/K^{2})^{n})$

の値です。 ここで、 $K=\sqrt{2}(|a|+1)$ として計算しています。 $a=0,1,2$ とそ

れ以上の時で全く振る舞い方が違う事が特徴的です。 これは双曲的多様体か

どうかに対応しています。数値実験からは、 $a\geq 3$ ならば Novikov-Shubin 不

変量は 1以上であることが読み取れます。

数学的には次の事は証明できます。

命題 4.1 $|a|\geq 9$ ならば、 $A_{1}$ の Novikov-Shubin 不変量は 1以上。

$a$ の値が小さい時の収束性も仮定して $\rho_{1}$ の値を数値的に求めてみました。

これは、 同じく定数 $K=\sqrt{2}(|a|+1)$ と取って、 L\"uck の公式の第 4489項ま

での和

$-4g \log K+\sum_{p=1}^{448}\frac{1}{p}9\mathrm{t}\mathrm{r}\mathbb{C}\pi(k)((I-K^{-2*}AA)^{p})$

を考えています。

結果は次の表の様になります。 ここで、 体積との比較を念頭に入れて、値

は $-3\pi$ 倍して考えています。 双曲的体積は $\mathrm{s}_{\mathrm{n}\mathrm{a}_{\mathrm{P}^{\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{a}}}}$ で計算しています。

18

25



4.3 第二近似 $\rho_{2}$ について

次に $\rho_{2}$ について調べてみました。 これは群 $\pi_{a}$ に「生成元 $x$ と $y$ は可換で

ある」 という関係子を入れた群上の $\pi_{a}$ の表現を考える事になります。

図 2は $a=1$ (三葉結び目) の場合、 図 3は $a=3$ ( $8$ の字結び目) の場合

の $\rho_{1},$ $\rho_{2},$ $\rho$ の値の比較をしたグラフです。横軸は何項目まで足すかという数

$N$ を表しています。 縦軸は $\rho_{1}$ の時と同様に、 L\"uck の公式の第 $N$ 項までの

和の $-3\pi$ 倍です。数値の上ではわずかな差がありますが、 グラフ上で見ると

$\rho_{2}$ と $\rho$ に差はありません。
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5 今後の課題

本稿の内容に関連した今後の課題に付いて述べます。

問題 1. $\rho_{k}(W_{\varphi})$ が–般に定義可能である事を証明せよ。 すなわ

ち、 Novikov-Shubin 不変量の正値性を証明せよ。

これが証明された時に問題となるのは次の事です。

問題 2. $karrow\infty$ の時、 $\rho_{k}(W_{\varphi})arrow\rho(W_{\varphi})=-\frac{1}{3\pi}\mathrm{V}\mathrm{o}\mathrm{l}(W)\varphi$ か?

この問題は $karrow\infty$ の時の Novikov-Shubin 不変量が–様に振る舞うかどう

かに関係しています。 すなわち、 もし、 次のような定数 $C>0,$ $\alpha>0$ が存

在する事が示されれば問題 2は証明されます。

問題 3. 全ての $n$ , んに対して、

$\mathrm{t}\mathrm{r}_{\mathbb{C}\pi(k)}(I-A_{k}A*k/K2)^{n}\leq\frac{C}{n^{\alpha}}$

かっ

$\mathrm{t}\mathrm{r}_{\mathbb{C}\pi}(I-AA^{*}/K2)^{n}\leq\frac{C}{n^{\alpha}}$

が成立するような定数 $C>0,$ $\alpha>0$ が存在するか ?

定義可能であることが確かめられている範囲における $\rho_{1}$ について次のよう

な問題が挙げられます。

問題 4. $\rho_{1}(W_{\varphi})$ は結び目の補空間でいう Alexander行列で決ま $\text{っ}$

ている。 この量はどういう量か ?

L\"uck は論文の中で

$\rho_{1}(W_{\varphi})=\int_{S^{1}}\log(\triangle(Z)\triangle(\overline{z}))dvol$

と証明なしで主張しています。 ここで、 $\triangle(z)$ は Alexander 多項式、すなわ

ち、 モノドロミーの曲面のホモロジーへの作用から決まる行列の特性多項式

です。

問題 5. 種数 $g$ の閉曲面を fiber とする曲面束の場合に、モノドロ

ミーから $L^{2}$ -torsion を与える公式を作れ。
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3次元の閉多様体の場合に L\"uck は\infty一ガード分解から決まる基本群の表示

を使う公式を求めています。

より –般に、 3次元双曲的多様体 $M$ に対して

問題 6. $M$ に双曲的デーン手術を施して新たに得られる双曲的多

様体の $L^{2}$ -torsion を与える公式を求めよ。

また、 曲面の写像類群の立場から、 次の問いは興味深いと思われます。

問題 7. 写像類群の Magnus 表現の観点から、 $L^{2}$-torsion $\rho,$ $\rho_{k}$ た

ちの性質を導け。例えば、 $\rho_{k}arrow\rho$ を示せ。

最後に、 次の問いを挙げておきます。

問題 8. 解析的 $L^{2}$-torsion を経由せず、直接組み合わせ $L^{2}$ -torsion
が双曲的体積と –致することを示せ。
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