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Abstract

M. Hoffman が予想した多重ゼータ値の線型関係式 “cyclic sum conjecture
” の証明を述べる。 この結果, sum formula の別証明が得られる。 sum formula
の証明は, A. Granville, D. Zagier, H. Ochiai によるものが知られているが, い
ずれも母関数の議論を用いているほか, 後者のふたつは多重ゼータ値の反復積
分表示も用いている。 Granville と Zagier は彼等の証明に付して,「この証明は
長くはないが定理の単純さに比較して込み入っている。 より自然な証明が望ま
れる」 ということを記している。本稿で与える証明は母関数の議論や反復積分
表示を用いない。

1 The Cyclic Sum Formula

admissible indices $(k_{1}, k_{2)}\ldots , k_{n})$ , すなわち, 整数 $k_{1},$
$\ldots,$

$k_{n-1}\geq 1$ と $k_{n}\geq 2$ , に
対して, 多重ゼータ値は

$\zeta(k_{1}, k_{2}, \ldots, k_{n})=0<a1<a2<<\sum_{n}\cdots\frac{1}{a_{1^{k_{1}}2^{k_{2}\ldots k_{n}}}aa_{n}}a$

で定義される。
多重ゼータ値の研究は, Euler が $n=2$ の場合を扱ったことをその起源としてい

る。近年, いくつかの数学または物理学の分野の研究において, 多重ゼータ値そのも
のや, 多重ゼータ値で張られる $\mathrm{Q}$-algebra との関連が, 証明或いは予想されるよう
になって, 多数の研究が行われている。多重ゼータ値の環の構造については, まだま
だ不明なことが多いようで, 現在はその解明に向けた–段階として, 多重ゼータ値
間の有理数係数線型関係式の系統的把握と, 各 weight における多重ゼータ値の張る

$\mathrm{Q}$ ベクトル空間の次元の上限を与えることが中心的課題となっているようである。
その中で sum formula は, 多重ゼータ値の関係式の系列の中でも最も重要で基

本的なもののひとつと思われてきた。 今回証明した cyclic sum conjecture は、 実は
sum formula の細分化になっており、 sum formula よりも強い定理である。 すでによ
く知られていた sum formula が実 1まより強い基本的な関係式の単なる足し合わせに
なっていたことは驚くべきことであり、それに気付き予想を与えた Hoffman の研究
は意義深い。
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cyclic sum conjecture を述べるために、記号を用意する。 $n$ と $k$ を, $0<n\leq k$

を満たす整数とし, $S(k, n)$ を, $k$ の長さ $n$ への (順序付き) 分割の全体の集合, す
なわち,

$S(k, n)=$ { $(k_{1},$ $k_{2},$ . . ., $k_{n})|k_{1}+k_{2}+\cdots+k_{n}=k,$ $k_{i}\geq 1$ for any $i$}

とする。 $S(k, n)$ のふたつの元が巡回同値であるとは, 互いに $n$ 文字の巡回置換 (の

幕) で移り合うこと, すなわち, $\sigma=(k_{1}, k_{2}, \ldots, k_{n})$ と $i=1,2,$ $\ldots,$
$n$ に対して,

$(k_{1}, k_{2}, \ldots, k)n\equiv(\sigma^{j}(k_{1}), \sigma(jk2),$
$\ldots,$

$\sigma(jk_{n}))$ と定義する。 $\Pi(k,n)$ を $S(k, n)$ の巡回
同値類の集合とする。本稿で証明するのは, M. Hoffinan ([4]) によって予想された,
以下の関係式である。

Theorem 1 $k>n$ とする。 任意の元 $\alpha\in\Pi(k, n)$ に対して, 以下が成り立つ。

$.. \sum_{(k_{1},k_{2,)}k_{n})\in\alpha}.\zeta(k1, k2, \ldots, kn-1, k+1)n=\sum_{(k_{1},k_{2},\ldots,kn)\in\alpha i=}\sum^{k}\zeta(i+n-201, k_{1}, \ldots, k_{n-}1, k-ni)$

ここで, 右辺の内側の和は, $k$
。

$=1$ の時は $0$ として扱う。

Proof $k_{1}+\cdots+k_{n}>n$ を満たす整数 $n,$ $k_{1},$
$\ldots,$

$k_{n}$ (つまり, $k_{i}$ のうち少なくとも 1
つが 1より大きい) に対して, $T(k_{1}, k_{2}, \ldots , k_{n})$ を以下のような収束級数と定義する。

$T(k_{1}, k2, \ldots, k)n=\sum_{a0\leq a\mathrm{o}<a1<a_{2}<\cdots<n}\frac{1}{a_{1}^{k_{1}}a_{2}^{k}\cdots a_{n}n(2ka_{n}-a0)}$ .

(収束については Lemma 1参照。 )
定理は、以下の Key Lemma を $(k_{1}, k_{2}, \ldots , k_{n})$ の含まれる巡回同値類の全ての元

について足し合わせることにより証明される。 $\mathrm{Q}.\mathrm{E}$.D.

Key Lemma $k_{1}+\cdots+k_{n}>n$ を満たす整数 $n,$ $k_{1},$
$\ldots,$

$k_{n}$ に対して、次が成り
立つ。

$T(k1, k2, \ldots, kn)-\tau(k_{n’ 1}k, k2, \ldots, k)n-1$

$= \zeta(k_{1}, k_{2}, \ldots, k-1, k_{n}n+1)-\sum_{0i=}^{k}n^{-2}((i+1, k_{1}, \ldots, k_{n-}1, k_{n}-i)$ ,

ここで, 右辺の和は, $k_{n}=1$ の時は $0$ として扱う。

Proof 任意の整数 $r\geq 2$ と $i\geq 0$ に対して,
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$0<a \mathrm{o}<a1<<\sum_{n}\cdots\frac{1}{a_{0^{a_{1}^{k_{1}}}}^{i\ldots r}a^{k}2a(2n)a_{n}-a0}a$

$=$ $0<a_{0}<a_{1} \sum_{n}\frac{1}{a_{01^{1}}^{i+1}1kaa_{2^{2}n}k\ldots akn-,-11a_{n}r-}<\cdots<a(\frac{1}{a_{n}-a_{0}}-\frac{1}{a_{n}})$

$=$ $0<a \mathrm{o}<a1\sum_{<\cdots<a_{n}}\frac{1}{a^{i+1}0a^{k}11a^{k}2^{2}a_{n-1n}^{k}n-1a^{r}-1(an-a\mathrm{o})}\ldots-\zeta(i+1, k1, k2, \ldots, kn-1, r)$.

従って $r=k_{n}-i$ として、 上記の等式を $i=0,1,$ $\ldots,$, $k_{n}-2$ について足し合わせ

ると以下の等式を得る。

$0<a \mathrm{o}<\cdots n\sum_{<a}\frac{1}{a_{1}^{k_{1}}a_{2}\cdot\cdot a_{n}^{k_{n}}(k_{2}.-a0an)}$

$=0<a \mathrm{o}<\cdot\cdot<a\sum_{n}\cdot\frac{1}{a^{k1}0^{n^{-}}a1^{1}kk2.n_{1n}a_{2}\cdot\cdot a_{n-}^{k}-1a(a_{n}-a_{0})}-kn\sum_{i=0}^{-2}\zeta(i+1, k_{1}, \ldots, k_{n-}1, k-ni)$ .

この左辺は

$T(k_{1,2}k, \ldots, k_{n})-\zeta(k1, k2, \ldots, k-1, knn+1)$

に等しく、 また右辺の最初の和は以下のように書きかえられ、 求める関係式が得ら
れる。

$0<a \mathrm{o}<a_{1}<\cdots<\sum_{n}\frac{1}{a_{0^{n}}^{k}a^{k_{1}}a^{k..k}122.a_{n-}n-11}a(\frac{1}{a_{n}-a_{0}}-\frac{1}{a_{n}})$

$=0<a_{0<}a1 \sum_{n-1}<\cdots<a\frac{1}{a_{0^{n}}^{kk_{1}}a1a^{k..k}22.a_{n-}n-11}\sum_{nn-}(\frac{1}{a_{n}-a_{0}}-\frac{1}{a_{n}}$$a=a1+1\infty)$

$=)a1 \sum_{0<\alpha<<\cdots<a_{n-1}}\frac{1}{a_{0^{n}}^{k}a_{1^{1}}^{kk}a2^{2}a_{n-}^{k_{n_{1}}}-1}\ldots\sum_{0j=}^{\mathrm{o}}\frac{1}{a_{n-1}-j}O-1$

$=0 \leq j<a<\cdots<a_{n}\sum_{<a\mathrm{o}1-1}\frac{1}{a^{k}0^{n}a^{k}1^{1}a2^{2}a_{n-}-1(k\ldots kn-1a-1jn)}$

$=T(kn’ k1, k2, \ldots, k)n-1$ .

Q.E.D.

Lemma 1 $k_{1}+k_{2}+\cdots+k_{n}>n>0$ に対して, $T(k_{1}, k_{2}, \ldots, k_{n})$ は収束する。
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Proof $k_{1}+k_{2}+,$ . . $+k_{n}>n>0$ に対する $T(k_{1}, \ldots, k_{n})$ の収束を証明するために

は, $k_{1}+k_{2}+\cdots+k_{n}=n+1$ に対する $T(k_{1}, \ldots, k_{n})$ の収束を示せば充分である, な
ぜならこの他の $T(k_{1}, \ldots, k_{n})$ 達はこれらのうちのどれかで上から押さえられる, つ

まり, $k_{1}+\cdots+k_{n}>n$ なる条件から少なくとも 1つの $k_{i}$ が 1より大きくなり, こ
の $i$ に対して

$T(1, \ldots, 1,2,1, \ldots, 1)>T(k_{1}, \ldots, k_{n})$

– –
$i-1$ $n-i$

が成立するからである。従って $(1, 1, \ldots, 1,2)$ と巡回同値なすべての元について収束
を示す。 まず, $T(1,1, \ldots, 1,2)$ の収束は以下で判る。

$T(1,1, \ldots, 1,2)$ $=$ $0 \leq a\mathrm{o}<a1<a2<\sum_{<a_{n}}\ldots\frac{1}{a_{1}a_{2}\cdots a_{n-1}a^{2}n(an-a\mathrm{o})}$

$\leq$

$\zeta(1,1, \ldots, 1,3)+\sum_{n ,0<t<a}\frac{1}{ta_{1}a_{2}\cdots a_{n}-1a^{2}n}0<a_{1<}\cdots<na$

,

$=$ $\zeta(1,1, \ldots, 1,3)+n\zeta(1, \ldots, 1\sim n’ 2)+\sum_{1i=}^{n-}\zeta(1\sim^{1,2}1, \ldots,, \sim 1, \ldots, 1,2)$

$i-1$ $n-i-1$

今示した $T(1,1, \ldots, 1,2)$ の収束と Key Lemma の証明で用いた等式から, $T(1,2,1,1$ ,
. . . , 1), $T(1,1,2,1,1, \ldots, 1),$

$\ldots,$
$T(1,1, \ldots, 1,2,1)$ の収束が順次示される。 $\mathrm{Q}.\mathrm{E}$.D.

Theorem 1の証明から, sum formula の別証明が得られる。

Theorem 2 (Sum Formula $[2],[12]$ ) For any integers $0<n\leq k$ , we have

$(k_{1},k_{2}, \ldots,k)\sum_{n}\zeta(k1, k2, \ldots, kn-1,+)=.\zeta(k+1)\in S(k,n)k_{n}1.\cdot$

Proof Theorem 1の等式を $S(k, n)$ に含まれる全ての同値類について足し合わせると,

$(n) \in S(\sum_{k_{1},k_{2},\ldots,kk,n)}\zeta(k_{1}, k_{2,\ldots,n-1,n}kk+1)$

$= \sum_{\in(k_{1},k_{2},\ldots,k_{n})S(k,n)}\sum_{i=0}^{k_{n}-2}\zeta(i+1, k_{1}, \ldots, k_{n}-1, k_{n}-i)$ .

となる。 ここで以下の lemma を用いる。

195



Lemma 2 $0<n<k$ を満たす任意の整数 $k$ と $n$ に対して, 以下が成り立つ。

$(k_{0},k_{1}, \ldots,k_{n})\sum_{+\in S(k,n1)}\zeta(k_{0,1}k, \ldots, k_{n}-1, k+n1)$

$= \sum_{\in(k_{1},k_{2}\ldots,k_{n}-1t)S(k,n)},\sum_{i=0}^{t}\zeta(i-2i+1, k1, \ldots, k-1, t-n)$

Proof 左辺の項数は
と書けるが, これらの数は公式\Sigma 71$i=$ によって等しいことがわか

り, 従って両辺の項数は等しい。
次に, 任意の index $(k_{0}, k_{1}, \ldots, k_{n})\in S(k, n+1)$ に対して, $(k_{1},$ $k_{2},$

$\ldots$ , $k_{n-1},$ $k_{0}+$

$k_{n})\in S(k, n)$ であるから, Lemma 2の右辺に $l\mathrm{h}_{\Sigma_{i=}^{k_{0+}k2}}n-\zeta \mathrm{o}(i+1,$ $k_{1},$
$\ldots,$

$k_{n}-1,$ $k0+k-n$
$i)$ という和が存在する。 ここで $i=k_{0^{-}}1$ とおけば, 条件 $0\leq i=k_{0^{-}}1\leq k_{0}+k_{n}-2$

は満たされ, 右辺に\mbox{\boldmath $\zeta$}(ko, $k_{1},$
$\ldots,$

$k_{n}$ ) という項が存在することがわかる。従って左辺
に存在する index は必ず右辺にも存在し, しかも左辺に index の重複はない。 両辺
の並数が等しいことを考え合わせると、両辺の和に登場する index は全く同じ顔ぶ
れであり, しかも全てちょうど 1回だけ登場する。 よって Lemma 2の等式は正し
い。 QED.

Lemma 2の等式を用いると, $0<n<k$ なる整数に対して以下の等式が得られる。

$(k_{1},k_{2}, \ldots,k_{n})\in S(k,)\sum_{n}\zeta(k1, k2, \ldots, k-1,\dot{k}+nn1)$

$=$ $\sum$ $\zeta(k_{0}, k_{1}, \ldots, k_{n}-1, kn+1)$ .
(鳶℃,kl,...,$k,$ ) $\in s(k,n+l)$

従って sum formula はこの等式の $n$ に関する帰納法で得られる。 $\mathrm{Q}.\mathrm{E}$.D.

2 Duality and the Cyclic Sum Formula
ここでは Theorem 1の右辺に duality formula ([11]) を適用して cyclic sum for-

mula のある種の対称性を見る。
まず, dual index と duality formula を復習し, 次に巡回同値類の dual class を定

義する。
2 っの admissible indices $\mathrm{k}$ と $\mathrm{k}’$ が互いに “dual” であるとは, 整数 $s\geq 1$ と

$a_{1},$ $b_{1},$ $a_{2},$ $b2,$
$\ldots,$ as’ $bs\geq 1$ を用いて,

$\mathrm{k}=(1, \ldots, 1b_{1}\sim’+1,1, \ldots, 1b_{2}\sim’+1, \ldots,1, \ldots 1, b_{s}\sim)+1)$

$a_{1}-1$ $a_{2}-1$ $a_{s}-1$
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かっ

$\mathrm{k}’=(1, \ldots, 1a_{s}\vee’+1,1, . .\vee\cdot, 1, a_{s-1}+1, \ldots,1, \ldots, 1a_{1}\vee’+1)$

$b_{s}-1$ $b_{s-1^{-}}1$ $b_{1}-1$

と書けることを言う。 この時, duality formula とは, 以下の等式である。

Theorem 3 (Duality $(\mathrm{c}\mathrm{f}.[11])$) 任意の admissible index $\mathrm{k}=(k_{1}, k_{2}, \ldots, k_{n})$ と

その dual $\mathrm{k}’=(h_{1}, h_{2}, \ldots, h_{m})$ に対して, 以下が成立する。

$\dot{\zeta}(k_{1}, k_{2}, \ldots, k_{n})=\zeta(h_{1}, h_{2}, \ldots, h_{m})$ .

$0<n<k$ かっ $\alpha\in\Pi(k, n)$ ならば, $\alpha$ に含まれる admissible indices の dual 達
はすべて互いに巡回同値である。 従って $\beta\in\Pi(k, k-n)$ が $\mathrm{C}X\in\Pi(k, n)$ の任意の
admissible な元の dual を含むとき, $\beta$ を\alpha の $c$ ‘dual” class と呼ぶことにする。
これらの用語を用いると巡回和公式を以下のように述べることができる。

Theorem 4 任意の $0<n<k,$ $\alpha\in\Pi(k, n)$ とその dual $\beta\in\Pi(k, k-n)$ に対し

て, 以下が成立する。
$i$

$(k_{1}, \ldots,k_{n}\sum_{)\in\alpha}((k_{1}, \ldots, k_{n}-1, kn+1)=(h1,\ldots,h_{k-})\in\beta\sum_{n}\zeta(h1, .\mathrm{z}\cdot, hk-n-1, h_{k-}n+1)$
.

Proof admissible index $(k_{1}, \ldots , k_{n})=(1, \ldots, 1, b_{1}+1, \ldots, 1, \ldots, 1, b_{s}+1)\in\alpha$

$a_{1}-1$ $a_{s}-1$

を取ると, Theorem 2の右辺は

$\frac{\neq\alpha}{n}\sum_{>(<a_{1},b_{1>},\ldots,<aS’ b_{s})}b_{s}i=0\sum^{-1}((i+1,\underline{1,\ldots,1}, b1+1, \ldots,1, \ldots, 1b_{s}-1+1,\underline{1,\ldots,1}, b+1-,s-i)$

$a_{1}-1$ $a_{s-1}-1$ $a_{s}-1$

ここで、和は $s$ 個のペア達の $s$ 文字の (同時)巡回置換の全体を走るものとする。上
式は以下のように書きかえられる。

$\frac{\neq\alpha}{n}\sum_{b_{S}(<a_{1},b_{1>},\ldots,<a_{S},>)}(\zeta(1,1,\ldots,b1+1, \ldots,, b+S1)r\sim^{1}’\frac{1,\ldots,1}{a_{s}-1}a_{1}-1$

$+ \sum_{i}^{-}b_{S}1=1\zeta(i+1, \underline{1,\ldots,1}, b_{1}+1, \ldots, \underline{1,\ldots,1}b_{s-1})+1,\underline{1_{f}\ldots,1},$ $b_{s}+1-i))$ .

$a_{1}-1$ $a_{s-1}-1$ $a_{s}-1$

ここで duality formula を用いると以下を得る。

$\frac{\neq\alpha}{n}(<a_{1},b_{1}>,\ldots,<a_{s},b_{S})\sum_{>}(\zeta(1, \ldots, 1as+1, \ldots,1, \ldots, 1a2+1,1, \ldots, 1a_{1}+2)-,\vee’\sim$’

$b_{s}-1$ $b_{2}-1$ $b_{1}-1$

197



$+ \sum_{i=1}^{1}\zeta(b_{S^{-}}\sim 1, \ldots, 1, a_{S}+1,1, . .-^{1}\cdot,, a_{S}-1+1, \ldots,\underline{1,\ldots,1}, a_{1}+1,\underline{1,\ldots,1}, 2))$,

$b_{s}-1-i$ $b_{s-1}-1$ $b_{1}-1$ $i-1$

定義から, $(k_{1}, \ldots, k_{n})$ の dual は $(h_{1}, \ldots, h_{k-n})=(\underline{1,\ldots,1},$ $a_{s}+1,$ $\ldots,1,$
$\ldots,$$1\sim$’

$b_{s}-1$ $b_{1}-1$

$a_{1}+1)$ だから, 上式は以下のようになる。

$h_{1},h_{2},. \sum_{(..,hk-n)\in\beta}\zeta(h1, h2, \ldots, h_{k}-n-1, hk-n+1)$
.

Q.E.D.
Theorem 4と duality theorem を用いて Theorem 2を示すこともできる。Theorem

4の等式を $\Pi(k, n)$ のすべての元について足し合わせると, weight $k+1$ で depth $n$

の多重ゼータ値の総和と weight $k+1$ で depth $k-n$ の多重ゼータ値の総和との間
の等式を得る。そこで duality theorem をこの右辺に適用すると後者は weight $k+1$

で depth $n+1$ の多重ゼータ値の総和になる。 従ってこの結果 Theorem 2の証明の

最後に出てきた等式と同じものが得られ, sum formula が得られることになる。
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