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\S 0. 概要 村瀬両氏と菅野孝史氏は直交群上の Rankin-Selberg convolution で定
義されるゼータ積分 $Z_{F,f}(s)$ を導入した [MS-1]. ここで $F$ および $f$ はそれぞれサイ
ズ $(m+1),$ $m$ の直交群上の保型形式である。 適当な条件下で, $Z_{F,f}(s)$ は無限成分
$z_{F,f}^{(\infty)}(S)$ と有限成分 $Z_{F,f}^{(\mathrm{f})}(S)$ との積に分解し, $Z_{F,f}^{(\mathrm{f})}(S)$ は $F$ の standard L-関数と $f$

のそれとの商を表す。 さらに, $Z_{F,f}^{(\infty)}(s)$ は実直交群上のある種の –般化された球関数
(”実新谷関数 ”) の積分変換で書ける。ここでは, 特別な場合 ($m=4$ で, $F$ と $f$ が

無限素点で生成する表現等も限定する) に行った, $z_{F,f}^{(\infty)}(S)$ の計算について報告する。
\S 1, 2で [MS-1], [MS-2] から必要な部分を要約し, \S 3で我々の結果を述べる。

\S 1. 記号と状況設定
$\text{ま}$ず, この節では直交群に関する記号等を準備する。

(1.1) 直交群. $S={}^{t}S\in M(m+1, \mathbb{Z})$ を $(m+1)$ -次の even-integral な非退化対称
行列で, その左上の $m\cross m$ 部分を $S_{0}$ と書いてこれも非退化であるとする (あとで,
$m=4$ , So の符号を $(3+, 1-)$ とするのであるが, 話を見えやすくするために –般的
に書いておく)。すると,

$S=$ , $\alpha\in \mathbb{Q}^{m}$ , $a\in \mathbb{Z}$ ,

と書ける。 また,

$S_{1}$ $:=\in M(m+2, \mathbb{Z})$ ,

とおく $0$ こうして, 3つの $\mathbb{Q}$ 上の quadratic vector space $(V_{0}=\mathbb{Q}^{m}, S_{\mathit{0}}),$ $(V=$

$\mathbb{Q}^{7n+1},$ $s),$ $(V_{1}=\mathbb{Q}^{m+2}, S_{1})$ , ができる。これらのあいだの等長的な埋め込み $V_{0}\mapsto j_{0}$

$V^{\mathrm{c}}arrow V_{1}j$ を次のように決める:

$j_{0}(x)$ $:=$ , $j():=\lceil-az-ys_{\mathit{0}^{(}}Z\alpha,$

$y)$

すると,

$V_{1}=V\oplus \mathbb{Q}\cdot\eta\wedge$ , $\eta:=\in V_{1}$ ; $V=V_{0}\oplus \mathbb{Q}\cdot\xi\wedge$ , $\xi:=\in V$ ;
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となっている。 $S_{0},$ $S,$ $S_{1}$ についての直交群だちを, それぞれ $G_{0}:=O(S\mathrm{o}),$ $G=O(S)$ ,
$G_{1}=O(s1)$ と書こう。 これらの直交群の問の埋め込み $c\mapsto G^{\mathrm{c}}\iota_{0\iota,arrow G_{1}}$ を,

$\iota_{0}(g_{0})(jo(x)+t\xi):=j_{0}(g_{0}x)+t\xi$ , $g0\in G_{0},$ $x\in V_{0},$ $t\in \mathrm{G}_{m}$ ,
$\iota(g)(j(X)+t\eta):=j(gx)+t\eta$ , $g\in G,$ $x\in V,$ $t\in \mathrm{G}_{m}$ ,

で決める. 明らかに, Go(resp. $G$ ) は, $\xi(\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{p}. \eta)$ の $G(\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{p}. G_{1})$ での固定化部分群
になっている。一般性を損なうことなしに,

$\triangle:=^{s_{1}[\eta}]=-S[\xi]>0$

としてよいので, そのようにする。

(1.2) $G_{1}$ の極大放物型部分群 $P_{1}$ . 後で $G_{1}$ 上の Eisenstein 級数を構成するため
に, $G_{1}$ の極大放物型部分群

$P_{1}:=\{p_{1}=$ $\in G_{1}|\alpha(p_{1})\in \mathrm{G}_{m},$ $\beta(p_{1})\in G_{0}\}$ .

を導入しておく。 $P_{1}$ のべき単根基 $N_{1}$ は

$N_{1}:=\{[^{1}$
$1_{m}^{*}$

$**1|$ $\in G_{1}\}$ .

で与えられる。 $go\in G_{0}$ と $\alpha\in \mathbb{G}_{m}$ に対して

$m_{1}(g_{0}, \alpha)$ $:=$ .
$\iota_{0}$ (go)

とおけば, これらの全体 $M_{1}:=$ { $m_{1}$ (go, $\alpha$ ) $|g_{0}\in G_{0},$ $\alpha\in \mathbb{G}_{m}$ } は, $P_{1}$ の一つの Levi
部分群になっている。

(1.3) 極大コンパクト部分群. $\mathbb{Q}$ の素点 $v$ に対して, $G_{0}$ の $\mathbb{Q}_{v}$ -値点のなす群 $G_{0}(\mathbb{Q}_{v})$

を $G_{0,v}$ と書く。 また, $G_{0,\infty}=G_{0}(\mathbb{R})$ の Lie代数を $\mathrm{g}_{0}$ と書く。同様の記号法を $G$

と $G_{1}$ に対しても用いる。

$s_{\mathit{0}}$ の符号を $(p+, q-)$ とする $(p+q=m)$ 。 $\triangle>0$ としたので $S$ と $S_{1}$ の符号は,
それぞれ $(p+, (q+1)$ -), $((p+1)+, (q+1)-)$ となる。 $V_{0}(\mathbb{R})$ の擬直交基底

$B_{0}=\{v_{i}^{+}, v_{j}^{-}|1\leq i\leq p+1,1\leq j\leq q+1\}$

を–つ取って固定する. (すなわち, $S_{0}(v_{k}^{+},$ $v_{l}^{+})=-s_{0(v_{k\iota}^{-}},$$v^{-)\delta_{k},S}=l,\mathit{0}(v_{k}^{+},$ $v_{\iota^{-}})=0$ ) 。
さらに

$v_{q+1}^{-}:= \frac{1}{\sqrt{\triangle}}\xi$ , $v_{p+1}^{+}:= \frac{1}{\sqrt{\triangle}}$

とおけば, $s_{\mathit{0}\cup}\{v_{q+1}^{-}\}$ と $B_{0}\cup\{v_{p+1’ q1}^{+}v-\}+$ とがそれぞれ $V(\mathbb{R})$ と $V_{1}(\mathbb{R})$ の擬直交基
底を与える。 この $V_{1}(\mathbb{R})$ の基底 $\{v_{1}^{+}, \cdots, v_{p+1}^{+}, v_{1}^{-}, \cdots v_{q+1}-\}$ による $G_{1,\infty}$ と

$O(p+1, q+1):=\{g\in GL(m+2, \mathbb{R})|{}^{t}g1_{p+1,q1}+g=11,\}p+q+1$
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との同–視を
$\kappa$ : $O(p+1, q+1)\cong G_{1,\infty}$

と書こう。 $G_{1,\infty}$ の極大コンパクト部分群として $K_{1,\infty}:=\kappa(O(p+1)\cross O(q+1))$ をと
る。さらに $G_{\infty}$ と $G_{0,\infty}$ の極大コンパクト部分品として, それぞれ $K_{\infty}:=G_{\infty}\cap K_{1},\infty$

と $K_{0,\infty}:=G_{0,\infty}\cap K_{1,\infty}$ をとる。以下 $G_{1}(\mathrm{A})G(\mathrm{A}),$ $G(\mathrm{A})$ 上の保型形式の空間は,
この極大コンパクト部分群の選択に対して定義されたものとする。

(1.4) Hecke algebras. 各有限素点 $P<\infty$ に対して $G_{0,p}$ の開コンパクト部分群
$K_{0,p},$ $K_{0,p}^{*}$ を

$K_{0,p}:=G_{0,p}\cap M_{m}(\mathbb{Z}_{p})$ , $K_{0,p}^{*}:=\{k\in K_{0,p}|(k-1)s_{\overline{\mathit{0}}}1\in M_{m}(\mathbb{Z}_{p})\}$ .

で定める。$S_{0}$ が $P$ で”maximal” ならば (すなわち, $\mathbb{Z}_{p}m$ が $S$ に関して極大な integral
lattice in $V_{0}\otimes \mathbb{Q}_{P}$ ならば) $K_{0,p}$ は $G_{0,p}$ の極大コンパクト部分群である。 $G_{0,p}$ の $K_{0,p}$

に関する Hecke algebra を $\mathcal{H}_{0,p}$ で表す。すなわち, $\mathcal{H}_{0_{P}}$, をコンパクト台を持つ局所
定数関数 $\phi$ : $G_{0,p}arrow \mathbb{C}$ で,

$\phi(u_{1}gu2)=\phi(g)$ , $\forall(u_{1}, g, u_{2})\in K_{0,p}^{*}\cross G_{0,p}\cross K_{0,p}^{*}$

を満たすものの全体とし, convolution で積を入れる。 $\mathcal{H}_{0,p}$ は–般に非可換で, その中
心を $\mathcal{H}_{0,p}^{+}$ で表そう。また, $K_{0,\mathrm{f}}^{*}:= \prod p<\infty K_{0,p}^{*}$ とおく。 ほとんどすべての $P$ で $K_{0,p}=$

$K_{0,p}^{*}$ かつ $\mathcal{H}_{\mathit{0},p}=\mathcal{H}_{0}^{+},p$ である。同様に, $K_{p},$ $K_{p}^{*},$ $\mathcal{H}_{P},$ $\mathcal{H}_{p’ p}^{+}K*,$$K\mathrm{f}1,p’ 1,\mathcal{H}1_{P’ 1}K*,,\mathcal{H}+,K_{1,\mathrm{f}}p*$

を定める。

\S 2. ゼータ積分
前節では, 3つの直交群 $G_{0},$ $G,$ $G_{1}$ が出てきたが, このうち $G_{0}$ と $G_{1}$ の以下での役
割は補助的なものである。つまり, $G(\mathrm{A})$ の保型表現の保型的 L-関数の解析的性質
を, $G_{0}(\mathrm{A})$ のそれに帰着して調べようというのが [MS-1,2] の目論みであろう ( $S$ が

定値かつ maximal のときには, この戦略が完遂されている) 。 この節では, それを簡
単に説明する。以下, さまざまな群の表現 $X$ に対して, その反逆表現を $x*$ で表す。

(2.1) $\pi_{0},$ $\pi$ をそれぞれ $G_{0}(\mathrm{A})$ および $G(\mathrm{A})$ の尖点国保型表現とする。 $\pi_{0}$ および $\pi$

を無限成分と有限成分に分けて, $\pi_{0}=\pi_{0,\infty}$ 図 $\pi_{0,\mathrm{f}},$
$\pi=\pi_{\infty \mathrm{f}}\mathbb{R}\pi$ と書く。 ここで, あ

との議論にとって重大な次の仮定

$(\star)$ : $\dim \mathbb{C}\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}0\mathrm{g}\oplus \mathrm{g},K0,\infty \mathrm{X}K\infty(\pi_{0,\infty}^{*}\otimes\pi_{\infty}, C^{\infty}(G_{\infty}))\leq 1$

をおく。ただし, $C^{\infty}(G(\mathbb{R}))$ には $G_{0,\infty}$ と $G_{\infty}$ がそれぞれ左移動および右移動で作
用するものとする。 $\pi_{0,\infty}$ (resp. $\pi_{0,\infty}$ ) に –意的に現れる $K_{0,\infty}$ (resp, $K_{\infty}$ ) の有限
次元 (既約) 表現 $(\tau_{0}, W_{\mathit{0}})$ (resp. $(\tau,$ $W)$ ) をとる。 さらに, $K_{1,\infty}$ の有限次元 (既
約) 表現 $(\tau_{1}, W_{1})$ と $K_{0,\infty}(\cong O(p)\cross O(q))$ -準同型如 0 : $W_{0}arrow W_{1}$ と $(K_{\infty})^{0}(\cong$

$so(p)\cross SO(q+l))$ -準同型 $i_{W}$ : $W_{1}arrow W$ をとる。ただし, $i_{W}\circ i_{W}0$ は zero でない
ものとする (そうでないと, 後述の $*^{\backslash }-F$積分も zero になってしまうので) 。 これら
は, 次の $(\mathrm{a}),(\mathrm{b})$ を満足するものとする:

$(a)$ : $\tau_{1}(\kappa(\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(1-p’ 1,1q’-1)))$ の $i_{W_{0}}(W_{0})$ への制限は自明である;

$(b)$ : $\tau_{1}(\kappa(\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(1-1r_{\theta,q}1+1)p’))=\mathrm{i}\mathrm{d}_{W_{1}}$ $\forall r_{\theta}$ $:=$ .
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$(2.2)\mathrm{E}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{n}$-級数. $f$ を $\pi_{0,\infty}^{*}$ に属す W0-値の尖点的保型形式とする。言い換え
ると, (go, $K_{0,\infty}$ )-越同型 $\pi_{0,\infty}^{*}\mapsto A^{Cus}p(G0(\mathbb{Q})\backslash G0(\mathrm{A}))$ の $K_{0,\infty}$ -埋め込み $W_{0}^{*}\mathrm{c}_{arrow\pi_{0,\infty}^{*}}$

による引き戻し
$W_{0}^{*}\mapsto\pi_{0,\infty^{\mathrm{C}}}^{*}arrow A^{\mathrm{c}us}p(G_{0}(\mathbb{Q})\backslash G_{0}(\mathrm{A}))$

を考える。ここで, $A^{cusp}(G_{\mathit{0}(\mathbb{Q})\backslash }G_{\mathit{0}}(\mathrm{A}))$ は Go(A)-上の尖点的保工形式の空間とす
る。 Eisenstein-級数を定義するために, まず, ”holomorphic section” $\Psi(f, s;g_{1})$ を

$\Psi(f, s;g1):=\tau_{1}(k_{1},\infty(g1)-1)iW0(f(\beta(g1)))|\alpha(.g_{1})|s$ , $(s\in \mathbb{C}, g_{1}\in G_{1}(\mathrm{A}))$

$g_{1}=m_{1}(\beta(g_{1}), \alpha(g1))n1(g_{1})k_{1,\infty}(g_{1})k_{1,\mathrm{f}}^{*}(g_{1})$

$m_{1}(\beta(g_{1}), \alpha(g1))\in M_{1}(\mathrm{A}),$ $n_{1}(g_{1})\in N_{1}(\mathrm{A})$ ,
$k_{1,\infty}(g_{1})\in K_{1,\infty},$ $k_{1,\mathrm{f}}^{*}(g_{1})\in K_{1,\mathrm{f}}^{*}$

で定義する。ここで $\Psi(f, s;g_{1})$ の定義が $g_{1}$ の分解によらないことは, $(2.1)(\mathrm{a})$ によっ
て保証される。 この $\Psi(f, s;g1)$ を用いて, $W_{1}$ -値の Eisenstein-級数

$E(f, s;g_{1})$ : $\{s\in \mathbb{C}|Re(S)>\frac{m}{2}\}\cross G_{1}(\mathrm{A})arrow W_{1}$

が

$E(f, s;g1):= \sum_{\gamma 1\in P1(\mathbb{Q})\backslash c1(\mathbb{Q})}\Psi(f, S+\frac{\iota}{2};\gamma 1g1)lJ$

で定義される。 $E_{1}$ $(f, s;g_{1})$ は全 $s$-平面に有理型に解析接続され, 極以外では $G_{1}(\mathrm{A})$

上の保型形式を定める (cf. $[\mathrm{M}\mathrm{W}$ , II.15, IV.1])。
(2.3) ゼータ積分. $F$ を $W^{*}$-泊の $\pi_{\infty}$ に属す尖点血止型型式とする:

$F:W\mapsto\pi_{\infty}\mapsto A^{cusp}(G(\mathbb{Q})\backslash G(\mathrm{A}))$ .

本稿では, 次のような $F(g)$ と $E(f, s;g_{1})$ の Rankin-Selberg convolution

$Z_{F,f}(s):= \int_{G(\mathbb{Q})}\backslash c(\mathrm{A})\langle E(f, s-\frac{1}{2};g), i*W(F(g))\rangle dg$

で定義されるゼータ積分を考える。ここで $\langle, \rangle$ は $W_{1}$ と $W_{1}^{*}$ との問の標準的な
pairing を表すものとする。

(2.4) 大域的新谷関数と基本等式. 上のベクトル値尖点的御製形式, $F$ および $f$ に
よって

$W_{0}^{*}\otimes Warrow A^{\mathrm{c}usp}(c_{0}(\mathbb{Q})\backslash G0(\mathrm{A}))\otimes A^{cusp}(G(\mathbb{Q})\backslash G(\mathrm{A}))$

が定まる。 これと

$P:A^{C}usp(G0(\mathbb{Q})\backslash G\mathit{0}(\mathrm{A}))\otimes A^{cusp}(G(\mathbb{Q})\backslash G(\mathrm{A}))arrow C^{\infty}(G(\mathrm{A}))$

$P( \phi_{1^{\otimes}}\phi_{2})(g):=\int_{c_{0}(\mathrm{A})\backslash }G(\mathrm{A})\phi_{1}(g\mathrm{o})\phi_{2}$(go $g$ ) $dg\mathit{0}$ $(g\in G(\mathrm{A}))$

とを合成して, $C^{\infty}(G(\mathrm{A}))\otimes W_{0}\otimes W^{*}$ の元を得る。この $G(\mathrm{A})$ 上の Wo\otimes W*-値
関数を $(F, f)$ に付随する大域的新谷関数と呼んで $W_{F,f}(g)$ であらわす。 もし, $W_{F,f}$

が $G(\mathrm{A})$ 上恒等的に zeroでないならば条件 $(\star)$ の下で

$W_{F,f}(g_{\infty}g_{\mathrm{f}})=W_{F,f^{)}}^{(\infty}(g\infty)W_{F}(\mathrm{f},)(fg_{\mathrm{f}})$, $(g_{\infty}, g_{\mathrm{f}})\in G(\mathbb{R})\mathrm{x}G(\mathrm{A}_{f})$ ,

16



と分解する (結果的に $(\star)$ において等号が成立する)o 次の Proposition (Basic Iden-
tity) は, 通常の unfolding technique で示される $($ cf. [MS-1, Theorem $(1.5)])_{0}$

Proposition.

$Z_{F,f}(s)= \int_{c_{\mathit{0}}}(\mathrm{A})\backslash G(\mathrm{A})\epsilon 1^{\mathrm{O}(i}W0$ 図 $(\tau_{1}^{*}(k_{1},\infty)\circ i_{W}^{*}))W_{F,f}(\beta(g)^{-1}g)|\alpha(g)|_{\mathrm{A}^{+}}^{S}(m-1)/2dg$.

ここで, $\epsilon_{1}$ : $W_{1}\otimes W_{1}^{*}arrow \mathbb{C}$ は $W_{1}$ と $W_{1}^{*}$ の間の自然な pairing が引き起す (C-線型
写像である。

さて, 上述のように $W_{F},f=W^{(\infty)}WFF,f,f(\mathrm{f})$ と分解しているときには, $Z_{F,f}(s)$ も

$Z_{F,f}(S)=Z_{F}^{(\infty},)(fS)Z_{F,f}(\mathrm{f})(S)$

$Z_{F,f^{)}}^{(\infty}(S):= \int_{G_{\mathit{0}}(\mathbb{R})\backslash }c(\mathbb{R})’)\epsilon 1^{\circ}(iW0\otimes\tau 1^{*}(k_{1,\infty})\circ i_{W}^{*})W_{F}^{()1}\infty(f\beta(g_{\infty})-g_{\infty}$

$\cross|\alpha(g_{\infty})|s\infty d+(m-1)/2g_{\infty}$ .

$Z_{F,f}^{(\mathrm{f})}(s):= \int_{G_{\mathit{0}}(\mathrm{A}_{f})\backslash }c(\mathrm{A}_{f})gW^{(\mathrm{f})}(\beta(\mathrm{f}F,f)^{-}1\mathit{9}\mathrm{f})|\alpha(g\mathrm{f})|^{s}\mathrm{A}_{f}d+(m-1)/2g_{\mathrm{f}}$,

と分解する。

(2.5) $Z_{F,f}^{(\mathrm{f})}(s)$ と standard L-関数. $S$ および $s_{0}$ が”maximal” で, $F$ (resp. $f$ ) が
$\otimes_{p<\infty}’\mathcal{H}p(\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{\mathrm{P}}$ . $\otimes_{pP}’<\infty^{\mathcal{H})}\mathit{0}$,-eigen form であるとする。 このとき

$Z_{F,f}^{(\mathrm{f})}(s)= \frac{L(F_{S})}{L(f,s+1/2)},\{$

1, $m\equiv 0$ mod 2,
$\zeta(2s)^{-}1$ , $m\equiv 1$ mod 2,

となる (cf. [MS-2, Theorem (2.11)])。ここで, $L(F, s)= \prod_{p<\infty}L_{P}(F, S)$ は $F$ の

standard L-関数である (「分岐」素点 $P$ での $L_{p}(F,$ $s)$ の定義は [MS-2, \S 1.4] 参照) 。
$L(f, s)$ も同様。 したがって, $Z_{F,f}^{(\infty)}(s)$ は $\pi_{\infty},$ $\pi_{0,\infty}$ から定まるべき $\Gamma-$因子と関係する
はずである (現状では, $\lceil$関係する $\rfloor$ という甚だ曖昧な述べ方しかできないが) 。次
節で $Z_{F,f}^{(\infty)}(S)$ の計算例を述べる。

\S 3. ゼータ積分の archimedean part の計算

(3.1) 積分の変形. 令しばらく, $(p, q)$ ’を –般としておく。ただし $q>0$ とする $\mathrm{o}q>0$

のときには,
$G_{0}(\mathbb{R})\backslash G(\mathbb{R})\cong G_{0}(\mathbb{R})0\backslash G(\mathbb{R})^{0}$

であるから, 局所*– タ積分 $Z_{F,f}^{(\infty)}(s)$ の積分域を $G_{0}(\mathbb{R})0\backslash G(\mathbb{R})^{0}$ にとりかえてよい。
$G(\mathbb{R})^{0}\cong SO_{0}(p, q+1)$ のベクトル部分群 $A$ を,

$A:=1^{a_{t}}:=\kappa()|t\in \mathbb{R}\}$

17



で定義すれば $G(\mathbb{R})^{0}=G_{0}(\mathbb{R})\mathit{0}_{A}K_{\infty}^{0}$ となる。 この分解に応じて $G(\mathbb{R})^{0}$ の不変測度
を分解してやることで (cf. [Fi, Theorem (2.6)])

$Z_{F,f}^{(\infty)}(S)= \int_{0}^{\infty}dt\int_{K_{\infty}^{0}}dk\epsilon 1\circ(i_{W_{0}}\otimes\tau_{1}^{*}(k_{1},\infty(a_{t}k))\circ i_{W^{*}})$

$\cross W_{F,f}^{(\infty)}(\beta(atk)-1a_{t}k)|\alpha(a_{t}k)|s\infty(+(m-1)/22\mathrm{s}\mathrm{h}t)p-1(\mathrm{c}\mathrm{h}2t)q$ ,

となる。 $a_{t}$ は

$a_{t}=m_{1}(1_{m}, \frac{1}{\mathrm{c}\mathrm{h}2t})n_{1}\kappa()$ , $(n_{1}, u)\in N_{1}(\mathbb{R})\cross SO(2)$

と $G_{1}(\mathbb{R})$ の中で Iwasawa 分解される。 これより, さらに

$Z_{F,f^{)}}^{(\infty}(s)= \int_{0}^{\infty}dt\int_{K_{\infty}^{0}}dk\epsilon 1\circ(i_{W_{0}}\otimes\tau_{1}(*k_{1,\infty}(a_{t})k)\circ i_{W}*))$

$\cross\tau^{*}(k^{-1})W_{F},\infty$ ($()f^{)/2}$t$(a\mathrm{C}\mathrm{h}2t)^{-s}-(m-1)(\mathrm{S}\mathrm{h}2t)p-1(\mathrm{c}\mathrm{h}2t)^{q}$ ,

と変形できる。最後に, $i_{W}$ が $K_{\infty}^{0}$ -層同型であることと条件 (b) を用いると

$z_{F,f}^{(\infty)}(s)= \int_{0}^{\infty}\epsilon_{1}\circ(i_{W_{\mathit{0}}}\otimes i_{W^{*}})W_{F,f}^{(}\infty)(at)(\mathrm{S}\mathrm{h}2t)^{p}-1(\mathrm{C}\mathrm{h}2t)^{-}s-(p-q-1)/2dt$ ,

を得る。

(3.2) 実新谷関数. したがって, $Z_{F,f}^{(\infty)}(s)$ を計算するには, $W_{F,f}^{(\infty)}(a_{t})$ の明示形が分

かれば良い。 さて, $W_{F,f}^{(\infty)}$ は, ある $\Phi\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{9}\mathrm{o}\oplus \mathfrak{g},K0,\infty \mathrm{X}K\infty(\pi_{0}^{*},\otimes\pi c\infty\infty\infty’(G\infty))$ の

$W_{0}^{*}\otimes W^{\zeta}\Rightarrow H*\mathbb{B}H_{\pi}\pi 0$ による引き戻しとして得られることに注意する。ここで , $\pi_{0,\infty}^{*}$

および $\pi_{\infty}$ の表現空間をそれぞれ $H_{\pi_{0}}^{*},$ $H_{\pi}$ で表した。 $\Phi$ が野点奇型形式の空間を経
由するか否かは別にして, とにかくこのようにして得られる, $G_{\infty}$ 上の W0\otimes W*-値の
ある種の球関数 $W^{(\infty)}(g_{\infty})$ を実新谷関数と呼ぶことにしよう。 $[\mathrm{H}\mathrm{a}],[\mathrm{M}\mathrm{o}- 1],[\mathrm{M}_{0}-2]$

では, それぞれ $(p, q)=(2,3),$ $.(\overline{2,.2),(3,1).}$の場合にいくつかの系列の $\pi_{\infty},$ $\pi_{0,\infty}$ に対
してこれが計算されている。

$W^{(\infty)}(a_{t})$ の計算方法について簡単に説明する。 $\Phi$ は,
$\tilde{\Phi}$ : $H_{\pi}arrow \mathrm{H}_{\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathfrak{g}0,K}}(0,\infty\pi {}_{\infty}C0,(*,\infty G(\mathbb{R})))$

なる $(\mathfrak{g}, K_{\infty})$-準同型を定める。 $W$ の基底 $\{w_{k}\}_{k}$ と $H_{\pi_{\mathit{0}}}=(H_{\pi}^{*})^{*}0$ の基底 $\{v_{i}\}_{i\in I}$ を
とってやると,

$\tilde{\Phi}(w_{k})(g_{\infty})=\sum_{\in iI}\emptyset i,k(g_{\infty})\otimes v_{i}$
, $\phi i,k\in c^{\infty}(G_{\infty}),$ $g_{\infty}\in G_{\infty}$

と (記号的に) 書ける。Casimir 作用素と Schmid 作用素により $\phi_{i,k}(g\infty)$ たちの満
たす差分-微分方程式系ができる。それを解くことで $W^{(\infty)}(a_{t})$ の明示公式が求まる。

(3.3) $\pi_{\infty},$ $(\tau, W)$ のとり方. 以下, $(p, q)=(3,1)$ とする $\circ G_{0,\infty}$ (resp. $G_{\infty}$ ) の既約許
容表現 $\pi_{0,\infty}$ (resp. $\pi_{\infty}$ ) とその部分 $K_{0,\infty}$ (resp. $K_{\infty}$ )-表現 (乃, $W_{0}$ ), $(\tau, W)$ を (2.1)
の $(\star),$ $(\mathrm{a}),(\mathrm{b})$ を満たすようにとらねばならない。
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まず $(\pi_{+}, H_{\pi,+})=\pi(\lambda, \iota\ovalbox{\tt\small REJECT}_{J})(\lambda\in \mathbb{Z}, \lambda\geq 2, l\ovalbox{\tt\small REJECT}_{j}\in \mathbb{C})$ を $G_{\infty}^{0}\cong SO_{0}(3,2)$ の長い単純
ルートに対応した放物部分群 $P=LN$ より誘導した–般化主系列表現とする。た
だし, $P$ の Levi部分群 $L$ は $\mathbb{R}_{>0}\cross SL(2, \mathbb{R})$ に同型で $\nu_{J}$ は $\mathbb{R}_{>0}$ の quasi-character
のパラメータ, $\lambda$ は $SL(2, \mathbb{R})$ の (正則) 離散系列の Blattner parameter である (講

演では, 誤って $L\cong \mathbb{R}_{>0}\cross SO_{0}(\mathit{2},1)$ と述べてしまった, 訂正します。尚, 二重被覆
$Sp(\mathit{2}, \mathbb{R})arrow SO_{0}(3,2)$ による $L$ の引き戻しは $\mathbb{R}^{*}\cross SL(2, \mathbb{R})$ に同型で, $P$ の引き
戻しは $Sp(2, \mathbb{R})$ の Jacobi $\text{型放物部分群_{である}})_{0,-}\gamma:=\kappa(\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(1_{4}, -1,1)\in G_{0,\infty}$ と

おく。

$H_{\pi}:=\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}(SO_{0}(3,2)\lambda\langle\gamma\rangle\uparrow SO_{0}(3,\mathit{2}),$$\pi_{+})=H_{\pi,+}\oplus\pi(\gamma)H_{\pi,+}$ ,

とおくと
$H_{\pi}|_{So_{(3,2)}}0\cong\pi(\lambda, Uj)\oplus\pi(-\lambda, \nu_{J})$

となる。 さらに, $-1_{5}$ を $H_{\pi}$ の上に自明に作用させて $G_{\infty}\cong O(3,2)$ の表現を得る。
これを, $\pi_{\infty}$ として取って, $(\pi_{\infty}(\lambda, \nu_{J}),$ $H)\pi$ と書こう。 $w_{+}(\neq 0)\in H_{\pi,+}$ を

$\pi_{+}(\kappa(\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(14, r_{\theta}))w+=\exp(\sqrt{-1}\lambda\theta)w_{+},$
$r_{\theta}$ $:=$ ,

で定数倍を除いて特徴づけられるベクトルとする。

$(\tau, W):=\mathbb{C}w+\oplus \mathbb{C}w-$ , $w_{-}:=\pi_{\infty}(\gamma)w_{+}\in H_{\pi}$

で $(\tau, W)$ を定める。

(3.4) $\pi_{0,\infty},$ $\tau_{0}$ のとり方. まず $(\pi_{0}, H_{\pi 0})(\nu\in \mathbb{C})$ を $G_{0,\infty}^{0}\cong SO_{0}(3,1)$ の spherical
な既約主系列表現する。ここで, $\nu$ は無限小指標を決めるパラメータである。 $H_{\pi_{\mathit{0}}}$

を $\gamma$ による共役が引き起こす $G_{0,\infty}^{0}$ の外部自己同型で twist したものは, もとの $H_{\pi_{0}}$

に同型である。すなわち, 同型 $I$ : $H_{\pi_{\mathit{0}}}$ \cong H\mbox{\boldmath $\pi$}。が存在して

$I\circ\pi_{\mathit{0}}(X)=\pi_{0}(\gamma x\gamma)-1I\mathrm{o}$ , $\forall x\in G^{0}0,\infty$

がなりたつ。 よって, $\pi_{0}(\gamma):=I$ とおくことで $(\pi_{0}, H_{\pi 0})$ は $G_{0,\infty}^{0}\rangle\triangleleft\langle\gamma\rangle$ の表現にまで
延長される。 さらに $-1_{4}$ を自明に作用させて, $G_{0,\infty}\cong O(3,1)$ の表現を得る (講演

の時とは, 若干変更した) 。 これを, $\pi_{0,\infty}$ として取り, $(\pi_{0,\infty}(\nu), H_{\pi_{\text{。}}})$ と書く。 $w_{0}$ を

$SO_{0}(3,1)$ -spherical vector とする $\circ$ 必要なら, $I$ を -I にとりかえて $Iw_{0}=w_{0}$ とす
る。 そうしておいて $(\tau_{0}, W_{0}):=\mathbb{C}w_{0}$ とおく。

(3.5) $(\tau_{1}, W_{1}),$ $i_{W_{0}},$ $i_{W}$ のとり方. $W_{1}=\mathbb{C}^{2}$ として, その上に $K_{1,\infty}$ の作用 $\tau_{1}$ を

$\tau_{1}(\kappa(\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(u1, r_{\theta})))(a, b)=(\exp(\sqrt{-1}\lambda\theta)a, \exp(-\sqrt{-1}\lambda\theta)b)$ ,

$\forall u_{1}\in SO(4),$ $\forall r_{\theta}$ $:=$ ,

$\tau_{1}(\gamma)(a, b)=(b, a)$ , $\tau_{1}(\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(1_{3}, -1,12))(a, b)=(a, b)$,

で決める。 さらに $i_{W_{0}}$ : $W_{0}\ni aw_{0}\vdasharrow(a, a)\in W_{1},$ $i_{W}$ : $W_{1}\ni(a, b)-\neq aw++bw_{-}\in$

$W(a, b\in \mathbb{C})$ と定めると, 確かに $i_{W_{0}}$ は $K_{0,\infty}(\cong O(3)\cross\{\pm 1\})$ -準同型で, $i_{W}$ は

$(K_{\infty})^{0}(\cong so(\mathit{3})\cross SO(\mathit{2}))$-膝同型であって, 条件 $(a),$ $(b)$ が満たされる。
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(3.6) 結論. 上で選んだ, $\pi_{0,\infty},$ $\pi_{\infty},$ $(\tau_{0}, W_{0}),$ $(\tau, \mathrm{M}^{f}),$ $i_{W_{0}}$ , 琳に対して, $W^{(\infty)}$ はある
$\phi\in C^{\infty}(G_{\infty})$ を用いて

$W^{\infty}(g_{\infty})=\emptyset(g_{\infty})w0\otimes w_{+}+\emptyset*(\gamma^{-1}g\infty^{\gamma})w_{0}\otimes w_{-}^{*}$

と書ける。 ここで, $w_{+}^{*},$ $w_{-}^{*}\in W^{*\text{は}}arrow w_{+},$
$w_{-}\in W$ の双対基底である。 $\phi(a_{t})$ は先に

述べた差分微分方程式系を解くことで求められ, 同時に我々の $\pi_{0,\infty},$ $\pi_{\infty}$ が $(\star)$ を
満たすことがいえる。 $\psi(t):=|\tanh \mathit{2}t|\cross\phi(a_{t}),$ $(t\in \mathbb{R})$ は偶関数で, $y=(\mathrm{c}\mathrm{h}\mathit{2}t)^{-2}$

の関数と見ると

$\{y\prod_{k=1}^{4}(y\frac{d}{dy}+\alpha_{k})-\prod_{k=1}^{4}(y\frac{d}{dy}-\gamma k)\}\psi(y)=0$ ,

$\alpha_{1}:=(-1)/2$ ; $\alpha_{2}:=0$ ;
$\alpha_{3}$ $:=(-2\lambda+\nu)/4$ ; $\alpha_{4}:=(-2\lambda-\nu)/4$ ;
$\gamma_{1}:=(\nu_{J}+\lambda+2)/4$ ; $\gamma_{2}:=(\nu_{J}+\lambda+4)/4$ ;
$\gamma_{3}:=(-\nu_{J}+\lambda+2)/4$ ; $\gamma_{4}:=(-\nu_{J}+\lambda+4)/4$ .

なる–般超幾何微分方程式を満たす。これの $y=1(rightarrow t=0)$ での特性根は 1/2, $0,1,\mathit{2}$

である。 $\phi(a_{t})$ が $t=0$ で滑らかでなくてはならないことを考えると, 特性根 1/2に
対応する解のみが適合する。E. N\"orlund [ $\mathrm{N}$ , p.310, (2.44)] によると, それは, 定数倍
を除いて

$\psi(t)=\int_{\sigma-i\infty}^{\sigma+}i\infty\frac{\Gamma(\gamma_{k^{-}}s)}{\Gamma(1-\alpha_{k}-S)}k=1\prod 4(\frac{1}{\mathrm{c}\mathrm{h}^{2}\mathit{2}t})^{s}ds$ ,

なる Mellin-Barnes型の積分で与えられる。ここで, $\sigma\in \mathbb{R}$ は $\sigma<Re(\alpha_{k})(1\leq k\leq 4)$

をみたすようにとる。 この積分は Meijer の G-関数という特殊関数たちの–つであ
る (cf. [Er, Ch $.\mathrm{V}]$ ). これを (3.1) の最後の式に代入することで次の定理を得る。

Theorem. $\pi_{0,\infty}:=\pi_{0,\infty}(\mathcal{U}),$ $\pi_{\infty}:=\pi_{\infty}(\lambda, \mathcal{U}_{J}),$ $(\tau_{0}, W_{0}),$ $(\tau, W),$ $(\tau_{1}, W_{1}),$ $i_{W_{\mathit{0}}},$ $i_{W}$

を上の通りとする。これらから生ずる実新谷関数を $W^{(\infty)}$ ; $c_{\infty}arrow W_{0}\otimes W^{*}$ と書く
とき, $W^{(\infty)}$ に付随する局所ゼータ積分 $Z^{(\infty)}(W(\infty);S)$ を

$Z^{(\infty)}(W^{(\infty});S)$ $:= \int_{G_{0}(\mathrm{R})\backslash c}(\mathbb{R}))\epsilon_{1}\circ(iW0\otimes_{\mathcal{T}_{1^{*}}()i_{W}^{*})(\beta()^{-}g_{\infty})}k1,\infty \mathrm{o}W^{(\infty}g\infty 1$

$\cross|\alpha(g_{\infty})|S\infty d+(4-1)/2g\infty$
’
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で定義する。すると $C\in \mathbb{C}$ を定数として次が成立する。
$Z^{(\infty)}(W(\infty);S)$

$=C \cross\frac{\Gamma((2_{S+\nu_{j}}+\wedge-1)/4)\mathrm{r}((2S+\mathcal{U}_{j}+\lambda+1)/4)}{\Gamma((2s+3)/4)\Gamma((2_{S+}1)/4))}$

$\Gamma((2s-\nu_{J}+\lambda-1)/4)\Gamma((2s-\nu_{J}+\lambda+1)/4)$

$\cross\overline{\Gamma((2s+\mathit{2}\lambda+\nu+1)/4)\Gamma((2S+2\lambda-U+1)/4)}$

$=C\cross\pi^{1/2}2^{-}(S+\lambda-5/2)$

$\cross\frac{\Gamma((\mathit{2}_{S}+\mathcal{U}_{j}+\lambda-1)/\mathit{2})\Gamma((2s-\nu J+\lambda-1)/\mathit{2})}{\Gamma((2_{S+}1)/\mathit{2})\Gamma((\mathit{2}_{S+}\mathit{2}\lambda+\nu+1)/4)\mathrm{r}((\mathit{2}_{S+}2\lambda-\iota \text{ノ}+1)/4)}$ .

(二つ目の等式は, $\Gamma-$関数の倍角公式 $\Gamma(s)\Gamma(s+1/2)=\mathit{2}1-2_{S}\pi/2\mathrm{r}1(2S)$ による。)

注意 Tsuzuki [T2] では, [T1] の計算に基づき $Z^{(\infty)}(W^{(\infty});S)$ の計算が, 実階数 1
のユニタリ群に対して行われている。 ここでの定式化や計算も [T2] に倣った所が
多い。
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