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1 概説

S. Adams [Ada] の結果によって任意の離散双曲的群 $\Gamma$ の自分自身の無限遠境界 $\partial\Gamma$ への

作用が C. Anantharaman-Delaroche [Ana] の意味で位相的に従順な作用であることが示
されました。 つまりそれらからできる接合積 $C(\partial\Gamma)\lambda_{r}\Gamma$ が核型であることに他なりませ
んが それ以外にはあまり多くのことは知られていません. 今回はこれらをもう少し深く
調べることが第–の目的です. まず任意の双曲的群を考えるのではなく, もう少し簡単な
場合について考えたのが今回の結果です. もっとも簡単な双神的群の例として自由群があ
ります. これは無限巡回群 $\mathbb{Z}$ の自由積で表される離散群ですが, このとき上のような接
合積は, J. Spielberg [Spi] によってある Cuntz-Krieger 環 $\mathcal{O}_{A}$ になることが示されてい

ます. そこでこれらの結果を群の融合積に対して拡張し, 上のような接合積がどのように
なっているかを考えます. まず, [Spi] の結果を F2について復習しましょう.

2 $\mathrm{F}_{2}$ の場合

自由群 F2 $=\mathbb{Z}*\mathbb{Z}$ の生成元を $a,$
$b$ として, 生成系を $S=\{a, a^{-1}, b, b-1\}$ とおきます.

このときの Cayley graph は樹となるので, 双曲射群と見て無限遠境界を考えるのと, H.
Furstenberg [Fur] の意味で無限遠境界を考えるのは同じです. (双曲馬群については例え

ば [GH] などを参照下さい) この無限遠境界を $\Omega$ とすれば次のような空間となります :

$\Omega=$ { $(x_{n})_{n=}^{\infty}1|x_{n}\in S,$ $x_{n}\neq x_{n+1}$ for any $n$ }.

位相は $S$ の無限直積の部分集合と見たときの相対位相を入れます. F2の $C(\Omega)$ への作用

は, F2の $\Omega$ への左からの掛け算から導入されたものとします. そこで, 接合積 $C(\Omega)\lambda_{r}\Gamma$

を考えましょう. 各 $x\in S$ に対して, $\Omega$ の clopen subset $\Omega(x)$ を

$\Omega(x)=\{(X_{n})_{n=}^{\infty}1|x_{1}=x\}\subseteq\Omega$,

とおき, $\lambda_{x}$ を implementing unitary とします. このとき, partial isometry $S_{x}$ を

$Sx=\lambda_{x}(1-\chi\Omega(x-1))$

と定義すると, 簡単に次のことが確かめられます.

$S_{x}^{*}s_{y}=\delta x,ys_{x}^{*}s_{x}$ ,
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$S_{x}^{*}S_{x}= \sum_{y\neq x}S_{y}s_{y}^{*}-1^{\cdot}$

. また, これらが C*環として
..

$C(,\Omega)\rangle\triangleleft_{r}\Gamma$ を生成し, この場合は対応する Cuntz-Krieger
環 $\mathcal{O}_{A}$ が単純なので, 直ちに

$C(\Omega)\lambda_{r}\Gamma=C*(S_{x}|x\in S)\simeq \mathcal{O}_{A}$

が得られます. ここで行列 $A$ は既約な $S$ $\cross$ S-行列

$A=$
となります.
ここまでが [Spi] の結果ですが, 更にここで Fock space による Cuntz-Krieger 環の構

成方法を考えます. まず, $\mathbb{C}^{4}$ の基底 $\{e_{a}, e_{b}, e_{a’ b^{-1}}-1e\}$ をひとつ固定しておきます. Fock
space 1ま,

$\mathcal{F}_{A}=\mathbb{C}e_{0}\oplus\bigoplus_{1n\geq}(\overline{\mathrm{s}\mathrm{P}^{\mathrm{a}}\mathrm{n}}\{e_{x}\otimes 1^{\cdot}..\cdot\otimes e_{x}n|A(X_{i}, x_{i}+1)=1\})$

で定めます. 但し, $e_{0}$ は vacuum vector と呼ばれるものです. 各 $x\in S$ に対して, creation
operator $T_{x}\xi$:

$\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{e}_{0}$ $=$ $e_{x}$ ,

$T_{x}(e_{x_{1}}\otimes\cdots\otimes e_{x_{n}})$ $=$ $\{$

$e_{x}\otimes e_{x_{1}}\otimes\cdots\otimes e_{x_{n}}$ if $A(x, x_{1})=1$ ,
$0$ otherwise.

と定義し, $\pi$ を $B(\mathcal{F})$ から $B(\mathcal{F})/\mathcal{K}(\mathcal{F})$ への商写像とすれば,
,

$\pi(T_{x})$ が生成する C*環が
$\mathcal{O}_{A}$ となります. ここで次の同–視を考えることができます $:$

.

$e_{0}$ $rightarrow$ $\delta_{e}$

$\mathcal{F}_{A}\ni$ $\in l^{2}(\mathrm{F}_{2})$ .
$e_{x_{1}}\otimes\cdot\cdot\cdot:\otimes e_{x_{n}}$ $rightarrow$ $\delta_{x\cdots x_{n}}1$

この同–視のもと creation operator $T_{x}$ は次のように表すことができます :
$T_{x}\delta_{e}$ $=$ $\lambda_{x}\delta_{\mathrm{e}}$ ,

$T_{x}\delta_{x_{1}\cdots x_{n}}$ $=$ $\{$

$\lambda_{x}\delta_{x_{1}\cdots x_{n}}$ if $x\neq x_{1}^{-}1$ ,
$0$ otherwise.

但し,\mbox{\boldmath $\lambda$} は F2の左正則表現です. 更に, “length function” $|\cdot|$ を $S$ に関する $\mathrm{F}_{2}$ の Cayley
graph の単位元からの語距離として, $p_{n}$ を $l^{2}$ (F2) から $\overline{\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}}${ $\delta_{\gamma}\in l^{2}$ (F2) $||\gamma|=n$} への射
影作用素とすると $T_{x}$ は次のようにも表されます :

$\tau_{x}$

.

$=,$
$\sum_{n,-:\geq 0}p_{n}+1\lambda xp_{n}$

.

この表示を使って, 我々の設定である融合積に対して拡張を行います.
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3 定義

$I$ を有限な添字の集合として, 各 $i\in I$ に対し有限群 $G_{i}$ はすべて共通の部分群 $H$ を含
んでいるものとします. ある $G_{i}$ が $\mathbb{Z}\cross H$ であ $D$ても同様なことが行えますが, 面倒なの
で今回はすべて有限群と仮定することにします. このとき, $\Gamma$ をそれらからできる融合積
$*_{H}G_{i}$ としましょう. まず “length function” $|\cdot|$ を定義します. $i\in I$ に対し $\Omega_{i}$ を $G_{i}/H$

の代表元からなる集合で $e\in\Omega_{i}$ となるようにとっておきます. これらをひとつ固定する
と, 任意の $\gamma\in\Gamma$ は $g_{1}\cdots g_{n}h$ と唯–通りに書けます ( $g_{1}\in\Omega_{i_{1}},$

$\ldots,$
$g_{n}\in\Omega_{i_{n}},$ $h\in H$ かつ

$i_{1}\neq i_{2},$
$\ldots,$

$i_{n-1}\neq i_{n})$ . ここで, 自然数 $n$ は代表系の取り方に依存しないので, $\gamma\in\Gamma$ が上

のように表されるているとき $|\gamma|=n$ と定義できます. 後は自由群の場合と同様に, $p_{n}$ を

$l^{2}(\Gamma)$ から
$\overline{\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}}\{\delta_{\gamma}\in l^{2}(\Gamma)||\gamma|= n\}$

への射影作用素として, 各 $g \in\bigcup_{i\in I}G_{i}$ に対して,

$\ovalbox{\tt\small REJECT}=\sum_{0n\geq}p_{n}+1\lambda_{g}Pn$

と定義します. 但し, $\lambda$ は $\Gamma$ の左正則表現です. ここでもし $g\in H$ ならば, $T_{g}=0$ となり

意味をなさないので, $h\in H$ に対しては別に

$V_{h}=\lambda_{h}$

と定義しておきます. $\pi$ を $B(l^{2}(\Gamma))$ から $B(l^{2}(\Gamma))/\mathcal{K}(l^{2}(\Gamma))$ への商写像として, $\pi(T_{\mathit{9}})=Sg$
’

$\pi(V_{h})=U_{h}$ と定めます.
各 $S_{g}$ に対して, $S_{g}$ の初期射影 $Q_{g}=S_{g}*$ . $S_{g}$ と終射影 $P_{g}=S_{g}\cdot S_{g}*$ とおけば, 次の性

質が成立します :
$g,$ $g’ \in\bigcup_{i}G_{i}\backslash H$ と $h\in H$ に対して,

$S_{gh}=S_{gh}$. $U$ , $S_{hg}=U_{h}\cdot S_{g}$ , (1)

$P_{g}\cdot P_{\mathit{9}’}=\{$

$P_{g}=P_{g’}$ if $gH=g’H$,
$0$ if $gH\neq g’H$ .

(2)

更に, もし $g\in G_{i}\backslash H$ ならば,

$Q_{g}= \sum$ $\sum$ $P_{g’}$ . (3)

$j\in Ij\neq ig’\in\Omega_{j\backslash \{\}}e$

最後に,
$1= \sum$ $\sum$ $P_{g}$ . (4)

$i\in Ig\in\Omega e\backslash \{e\}$

また, 各 $i\in I$ に対し $P_{i}= \sum_{g\Omega}\in.{}_{\backslash \{e\}}P_{g}$ とおいたとき, 任意の $i\in I$ に対して,

$C^{*}(H)\simeq C^{*}(P_{i}U_{h}P_{i}|h\in H)$ . (5)

も成立する.

Definition 31 上で作った $S_{g}$ と $U_{h}$ で生成される $c*$環を $\mathcal{O}\mathrm{r}$ と定義する.

Remark $H$ が自明の場合, $\mathcal{O}\mathrm{r}$ は単純な Cuntz-Krieger環となるので以下 $H$ は自
明でない部分群と仮定する.

46



4 $\mathcal{O}_{\Gamma}$ の性質

まず, universal proparty と uniqueness theorem が成立します.

Theorem 4.1 もし $\{s_{\mathit{9}}, uh\}$ が (1) から (4) の性質も満たせば) $\mathcal{O}_{\Gamma}$ から $C^{*}(s_{\mathit{9}}, u_{h})$ への
全射 $*$ -罪同型で) $S_{g^{\vdash\Rightarrow S}\mathit{9}},$ $U_{h}\vdash+u_{h}$ となるものが存在する.
更に $\{s_{g}, u_{h}\}$ が (5) も満たせば) 上の *-越同型は同型写像となる.

次に $\mathcal{O}_{\Gamma}$ は M. V. Pimsner [Pim2] により導入された Cuntz-Krieger-Pimsner 環であ
ること示しましょう.

$A=C^{*}(P_{i}U_{h}Pi|h\in H, i\in I)\simeq\oplus i\in IC^{*}(rH)$

とおき, Hilbert $A$-bimodule $X$ を次のように定義します:

$X= \overline{\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}}\{S_{g}Pi|g\in\bigcup_{j\neq i}Gj\backslash H, i\in I\}$
.

ここで, 内積は, $\langle S_{\mathit{9}}P_{i}, s_{gj}\prime P\rangle=$ $P_{i}S_{g}^{*}S_{g^{\mathit{7}}}Pj\in A$ と定めます. これらは次のように書き直せ
ます. $c*$ 環 $A$ は同様に,

$A= \bigoplus_{Ii\in}A_{i}=\bigoplus_{\in iI}\mathbb{C}[H]$
,

と定めます. 記号の $\mathbb{C}[H]$ は $H$ 上の $\mathbb{C}$ 係数の有限和 $f= \sum_{h\in H}$ chん全体からなる $c*$ 環
とします. 次に, $A$-bimodule $\mathcal{H}_{i}$ を

$\mathcal{H}_{i}=\mathrm{c}[\bigcup_{j\neq i}G_{j}\backslash H]$
.

と定義します. ここで $A$ の左右からの積は次のように入っているとします. $a=(a_{i})_{i\in I}\in A$

と $g\in G_{j}\backslash H\subset \mathcal{H}_{i}$ に対して,
$a\cdot g=a_{jg}$ ,

$g\cdot a=ga_{i}$ .
と定義し, また内積は, $g,$ $g’ \in\bigcup_{j\neq i}G_{j}\backslash H\subset \mathcal{H}_{i}$ に対して,

$\langle g,g’\rangle_{\mathcal{H}_{i}}=\{$

$g^{-1}g’\in A_{i}$ if $g^{-1}g’\in H$,
$0$ else.

と定めておきます. このとき $A$-bimodule $X$ は次のように定義できます.

$X= \bigoplus_{i\in I}\mathcal{H}_{*}.$
,

この Hilbert A-bimodule $X$ から得られる Cuntz-Krieger 環タイプの CKP 環 $\mathcal{O}x$ が $\mathcal{O}\mathrm{r}$

になることが, お互いに universal proparty を持つことから簡単に示されます.

Proposition 42
$\mathcal{O}_{\mathrm{r}\simeq}\mathcal{O}_{x}$ .
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次に, $\mathcal{O}\mathrm{r}$ を実際に接合積の形で表わしましょう. まず, コンパクト空間 $\Omega$ を

$\Omega=$ { $(g_{n})_{n\geq 0}|g_{n}\in\Omega_{i_{n}},$ $i_{n}\neq i_{n+1}$ for any $n$ }

と定め, $\Gamma$ の作用は左からの掛け算で定義します. また, $\Gamma$ を双曲的群とみて無限遠境界
$\partial\Gamma$ を考えられますが, これらは $\Gamma$ の作用も込めて同じものとなるので, 次が得られます.

Proposition 43
$\mathcal{O}_{\Gamma}\simeq C(\Omega)\rangle\triangleleft_{r}\Gamma\simeq C(\partial\Gamma)\rangle\triangleleft_{r}\Gamma$ .

Remark $\Gamma$ を双曲的群とみたとき無限遠境界 $\partial\Gamma$ やそれへの作用は双曲的群 $\Gamma$ にの

み依存するので, 上の命題は $\mathcal{O}_{\Gamma}$ は作り方などにはよらずに, 完全に $\Gamma$ にのみ依存するこ
とを示してます.

最後に, 核型, 単純, 純無限性について考えましょう. 核型性については, [Ada] の結果
によって上の同型から導かれますが, $\mathrm{K}$群の計算をするために Cuntz-Krieger 環のときと同
様な方法で別証明を与えます. まず gauge action を定義します. $z\in \mathbb{T}$ に対して $\{zS_{g}, U_{h}\}$

もまた (1) から (4) を満し, $\mathcal{O}_{\Gamma}$ を生成しますから, universal property により $\alpha_{z}(s_{g})=zs_{g}$

かつ $\alpha_{z}(U_{h})=U_{h}$ となる自己同型写像 $\alpha_{z}$ が得られます. 更に, $\alpha$ は $\mathbb{T}$ の作用であること
がわかります. ここで fixed-points algebra を $\mathcal{O}_{\Gamma}^{\mathrm{T}}=$ { $a\in \mathcal{O}\mathrm{r}|\alpha_{z}(a)=a$ for $z\in \mathrm{T}$ } と
おきます.
各 $i\in I$ に対して,

$\mathcal{F}_{n}^{\dot{\eta}}=\overline{\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}}\{sP_{i}s_{\nu}\mu*||\mu|=|\iota\ovalbox{\tt\small REJECT}|=n\}$

と定義します. $\Gamma$ の部分集合 $\triangle_{n}$ を

$\triangle_{n}=\{\gamma=g1\ldots gn|g_{k}\in\Omega_{i_{k},\mathrm{l}} i\neq\cdots\neq i_{n}\}$

とおいて, 各 $\mu,$
$\iota^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\in\triangle_{n}$ に対して,

$e_{\mu,\nu}^{i}=S\mu P_{i}S^{*}\nu$

と定めれば, $\{e_{\mu,\nu}^{i}\}_{\mu,\nu\in}\triangle_{n}$ は $\triangle_{n}$ でパラメーター表示された matrix units となります. こ

れと (5) により, ある $\mu\in\triangle_{n}$ をひとつ固定すれば,

$\mathcal{F}_{n}^{\dot{\eta}}\simeq M_{N(n,i)(}\mathrm{c})\otimes\overline{\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}}\{sPUhP_{i}\mu iS_{\mu}^{*}|h\in H\}\simeq M_{N(n,i)}(\mathbb{C})\otimes C^{*}(H)$

が成立することがわかります. 互いに異なる $i,j\in I$ に対して, $\mathcal{F}_{n}^{i}$ と鋭は互いに直交す
るので.

$\mathcal{F}_{n}=\bigoplus_{i\in I}P_{n}$

と定めます. また, (2) や (3) により $\mathcal{F}_{n}rightarrow \mathcal{F}_{n+1}$ が得られますから,

$\mathcal{F}=\overline{\bigcup_{0n\geq}\mathcal{F}_{n}}$

は $\mathrm{A}\mathrm{F}$環となり, これは $\mathcal{O}_{\Gamma}^{\mathrm{t}\Gamma}$ となります. ここで, Cuntz-Krieger 環のときと同様に $\mathbb{Z}$ との

接合積の形に表すことによって, 核型であることが導かれます. この表示を使って, $\mathrm{K}$ 群
を計算するときも Cuntz-Krieger 環の場合と同様にして計算をします.
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Proposition 4.4 $\mathcal{O}_{\Gamma}$ は核型.

次に単純性ですが, 一般には成立しません. 次の章で $\mathrm{K}$ 群を求めるために行列 $A_{\Gamma}$ が
得られますが, これに対して Cuntz-Krieger 環と同様の議論で ideal の構造定理も得られ
ます ([Cun] を参照) . ここでは与えられた群の情報で具体的に判定可能であろう十分
条件を与えます. また純無限性についてはあまり詳しく調べていませんが, $\mathcal{O}_{\Gamma}$ が単純の
ときはいつでも純無限になることはわかっているので, 下の十分条件が成立するとき $\mathcal{O}_{\Gamma}$

は核型, 単純, 純無限であることがわかります.

Proposition 4.5与えられた融合積 $\Gamma=*_{H}G_{i}$ が次の条件を満すとき $\mathcal{O}\mathrm{r}$ は単純かつ純
無限である.
ある $j\in I$ が存在して,

$i\neq j\cap N_{i}=\{e\}$
,

を満たす. 但し, $N_{i}= \bigcap_{g\in G_{i}}gHg^{-1}$ .

5 $\mathcal{O}_{\Gamma}$ のK群
一般に $\mathcal{O}_{\Gamma}$ の $\mathrm{K}$ 群を求める方法として, M. V. Pimsner [Piml] による, 樹に作用する群に
よる接合積の完全列に適用することができますが, ここではもう少し簡単に求めることが
できます. 前の章で述べたように $\mathcal{O}_{\Gamma}$ を $\mathbb{Z}$ の接合積で書き表せるので, Pimsner-Voiculescu
exact sequence [PV] を使って $\mathcal{O}_{\Gamma}$ の $\mathrm{K}$ 群を計算するのですが, そのために $\mathrm{A}\mathrm{F}$ 環 $\mathcal{O}_{\Gamma}^{\mathrm{T}}$ の
$\mathrm{K}$ 群を計算する必要があります.
まず, { $\chi_{1},$ $\ldots$ , \mbox{\boldmath $\chi$}訂を有限群 $H$ のすべての既約表現の指標として, それらの次元を

$n_{1},$ $\ldots,$ $n_{r}$ とすれば, $C^{*}(H)$ は次のようになります :

$M_{n_{1}}(\mathbb{C})\oplus\cdots\oplus M_{n_{r}}(\mathbb{C})$ .

$k$ 番目の行列環 $M_{n_{k}}(\mathbb{C})$ の単位元 $p_{k}$ はこのとき次のように表すことができます :

$p_{k}= \frac{n_{k}}{|H|}\sum_{\in hH}\overline{xk(h)}U_{h}$ .

このとき, 埋め込みみ $arrow \mathcal{F}_{n+1}$ が $\mathrm{K}$ 群のレベルでどのようになっているかを調べた
いのですから, 各 $i\neq$ 月こ対して,

$\mathcal{F}_{n}^{i}\simeq M_{N(i)(}n,\mathbb{C})\otimes C^{*}(H)$ ,

$\mathcal{F}_{n+1}^{j}\simeq M_{N(n+1,j)}(\mathbb{C})\otimes c^{*}(H)$

と表されているので, $\mathcal{F}_{n}^{i}\mapsto \mathcal{F}_{n+1}^{j}$ の各行列環での埋め込み

$M_{N(n,i)(}\mathbb{C})\otimes M(n_{k}\mathbb{C})\mapsto M_{N(j}n+1,)(\mathbb{C})\otimes Mn\iota(\mathbb{C})$

$\mathrm{B}^{\grave{\grave{\rangle}}}k^{\backslash }\backslash \text{く}U)\text{ら}\mathrm{A}^{\backslash }(\mathrm{o}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT} l\Xi \text{て}\Phi \text{め_{}\llcorner}\backslash \lambda \text{ま}\mathcal{X}\mathrm{b}\text{て}\mathrm{A}^{\mathrm{a}}\text{る}\mathrm{B}_{1\not\in:}\ovalbox{\tt\small REJECT}\wedge^{\backslash }\mathcal{X}\backslash f\iota\Sigma.\backslash .\mathrm{a}\mathrm{A}^{\mathrm{a}}\text{わ}\iota)\text{て}-\cdot\backslash \backslash 9^{-}$. $(\underline{\mathrm{B}}\text{し}.’*l\wedge+$. (3) $\geq$

$\text{より},$ $\mathcal{F}^{i}arrow\succ nF_{n}i+1\text{の}\Phi \text{め_{}\grave{1}}Lf\mathrm{X}\neq_{X}\mathrm{A}\backslash \text{と}\sim$ e\v{c}ff,$\text{意_{}1}"-\mathrm{C}\text{く}\underline{\grave{rightarrow}\backslash }\text{さ^{}\mathrm{A}\backslash }$ .
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そこで, $P$ を $M_{N(n,i)}(\mathbb{C})\otimes M_{n_{k}}(\mathbb{C})$ での $E\otimes 1$ とします. 但し $E$ {は minimal projection
です. このとき, $\mathcal{O}_{\Gamma}$ で表示すれば, ある $\mu\in\triangle_{n}$ をひとつ固定して,

$P=^{s_{\mu}P_{ip}}kPis\mu*$

と書くことができます. 同様に $Q$ を $M_{N(n+j}1,$ ) $(\mathbb{C})\otimes M_{n_{l}}(\mathbb{C})$ での単位元とすれば,

$Q= \sum_{\Delta_{n}\nu\in+1}s_{v}Pj\text{乃}PjS\ovalbox{\tt\small REJECT}$

と表されます. したがって条件 (2) と (3) を使って $P$ を次のステップ鑑+1の元として表
しておいて, $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}(PQ)/n_{k}$ を計算すれば良いわけです. これを計算すると,

$\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}(PQ)/n_{k}=\sum_{x\in^{x\backslash }t\{e\}}\langle xk, x\iota\rangle_{H(}xx)$

となります. ここで, $X_{i}$ は $G_{i}$ の $H$ による両側剰余類の代表系で $e\in X_{i}$ となるように

とっておき, $H(x)$ は $xH$ に $H$ を左から作用させたときの固定化部分群とします. また,

$\chi_{l}^{x}(\text{ん})$ $=$ $\chi_{l}(x^{-1}\text{ん_{}X})$

$\langle\chi_{k}, x_{\iota}^{x}\rangle_{H(x)}$ $=$
$\frac{1}{|H(_{X)|}}\sum_{xh\in H()}\overline{\chi k(h)}x_{l}(xh)$ .

とします. このとき, $i\neq j$ に対しては $A_{\Gamma}((i, \iota),$ $(i, k))= \sum_{x\in x.\backslash \{\text{。}\}}.\langle xk, \chi l\rangle_{H(x)}x$ とし, 対

角成分は $A_{\Gamma}((i, k),$ $(i, l))=0$ とおきます. $A_{\Gamma}=[A_{\Gamma}((i, k), (j, l))]$ と定めれば, $\mathcal{O}_{\Gamma}$ の $\mathrm{K}$ 群
は次のように与えられます.

Theorem 51

$K_{0}(\mathcal{O}_{\Gamma})$ $=$ $\mathbb{Z}^{N}/(1-A_{\Gamma})\mathbb{Z}^{N}$ .
$K_{1}(\mathcal{O}_{\Gamma})$ $=$ $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(1-A_{\Gamma} : \mathbb{Z}Narrow \mathbb{Z}^{N})$ .

但し) $N=|I|r$ .

最後に簡単な例を紹介します.
Example 1 $\Gamma=SL(2, \mathbb{Z})=\mathbb{Z}_{4}*_{\mathbb{Z}_{2}}\mathbb{Z}_{6}$ .
このとき,

$A_{\Gamma}=$ $0001$$0002$ $0001$ $0001)$

となるので, $\mathrm{K}$ 群はそれぞれ $I\mathrm{f}_{0}(\mathcal{O}\mathrm{r})=0,$ $K_{1}(\mathcal{O}_{\Gamma})=0$ となります. 実際この時は,
$\mathcal{O}_{\mathbb{Z}_{4^{*}\mathrm{Z}_{2}}\mathbb{Z}_{6}}\simeq \mathcal{O}_{\mathbb{Z}_{2}*\mathbb{Z}_{3}}\oplus \mathcal{O}_{\mathbb{Z}_{2^{*}}\mathbb{Z}_{3}}\simeq \mathcal{O}_{2}\oplus \mathcal{O}_{2}$ となります. この例からわかるように $\mathcal{O}\mathrm{r}$ はいつ

も単純になるとは限りません.
Example 2 $\Gamma=\mathfrak{S}_{4}*_{6_{3}}\mathfrak{S}_{4}$.
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このとき,

$A_{\Gamma}=(_{0}^{0}0011$ $000011$ $000211$ $000011$ $000011$ $200011)$

となるので, $\mathrm{K}$ 群はそれぞれ $K_{0}(\mathcal{O}\mathrm{r})=\mathbb{Z}\oplus \mathbb{Z}_{4}$ かつ $I\mathrm{t}_{1}^{\nearrow}(\mathcal{O}\mathrm{r})=\mathbb{Z}$ となります. この場合 $\Gamma$

は前章の単純性の十分条件をみたすことが簡単にチ 1ックできるので, 対応する $\mathcal{O}_{\Gamma}$ は核
型, 単純純無限であることがわかります.
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