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1, .概要

対称群の既約表現をその部分群である交代群に制限した場合の分岐則は古くから知られ

ており、その分岐則の記述は対称群の既約表現類をパラメトライズするヤング図形を用い

て述べることが出来る c A型ヘッケ代数 $\mathcal{H}_{n}(q)$ は対称群の q-アナローダとして考えること

が出来、その既約表現類は対称群のときと同様、ヤング図形を用いてパラメトライズされ

ることが知られている。 そこで $\mathcal{H}_{n}(q)$ の中に、対称群と交代群の間に生じる分岐則と同

様の現象が成り立つ部分代数 (交代群の q-アナローダ) を具体的に構成し、その生成元と

基本関係式を具体的に求めることを試みた。 また、 $\mathcal{H}_{n}(q)$ の自己同型から、生成元によら

ない形で交代群の q-アナローダを定義することも出来るので、 その説明を行う。最後に、

ヘッケ代数と今回構成した部分代数との間の分岐則についての説明を行う。

2 対称群と交代群の間の表現の分岐則

まず初めに、対称群と交代群の生成元と基本関係式について解説し、本研究の動機と

なった対称群と交代群の問の既約表現に関する分岐則について述べる。

$\mathfrak{S}_{n}$ を.n 次対称群とする。 $\mathfrak{S}_{n}$ は以下のような生成元と基本関係式を持つ。

生成元 $s_{1,2\cdot\cdots,n-1}ss$

基本関係式
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(1) $s_{i}^{2}=1$ $(i=1_{\backslash }.2, \ldots, ’ n-1)$

(2) $s_{i}s_{i+}1^{S_{ii}}=s+1Sis_{i}+1$ $(i=1.2_{\backslash }. ’. . , n-2)$

(3) $s_{i}s_{j}=s_{j}S_{i}$ $(|i-j|>1)$

$,n>1$ に対し、 $n$ 次の交代群 $\mathfrak{U}_{n}$ は $n$ 次対称群 $\mathfrak{S}_{n}$ の部分群で、 $\mathfrak{S}_{n}$ の元のうち、生成元の

偶数個の積からなるものの全体である。 $x_{i}=s_{1}S_{i+1}$ とおくと、 $x_{i}(i=1,2, \ldots, n-2)$ は

$\mathfrak{U}_{n}$ の生成元となり、 $\mathfrak{U}_{n}(n>2)$ は以下のような生成元と基本関係式を持つことが知られ

ている ([16]) 。

生成元 $x_{1}.x_{2\cdot\cdots\backslash \prime}xn-2$

基本関係式

(1) $x_{1}^{3}=x_{2}^{2}=.$ . . $=x_{n-2}^{2}=1$

(2) $(X_{i-1}x_{i})^{3}=1$ $(i=2_{\backslash }. 3_{:}\ldots, n-2)$

(3) $(x_{i^{X}j})2=1$ $(|i-j|>1)$

$\mathfrak{U}_{2}$ は単位元のみからなる群である。 また、 $|\mathfrak{U}_{n}|=|\mathfrak{S}_{n}|/2$ であることにも注意しておく。

$\dot{A}\mathrm{t}_{n}$ を $n$ 次のヤング図形全体のなす集合とするとき、 $\mathfrak{S}_{n}$ の複素既約表現の同値類全体と

$\Delta 1_{n}$ とは 1対 1に対応することはよく知られている。 $\lambda\in\Lambda_{n}$ に対応する $\mathfrak{S}_{n}$ の表現を $\prime \mathit{1}\mathrm{T}_{\lambda}$ と

するとき、 $\eta_{\lambda}’$

. の n 次交代群 $\mathfrak{U}_{n}$ への制限に関する分岐則は以下のとおりである。

まず、 ${}^{t}\lambda$ を $\lambda$ と共役なヤング図形とする。 ${}^{t}\lambda=\lambda$ のとき、 $\lambda$ は自己共役であるという。

$\prime \mathit{4}\mathrm{T}_{\lambda}$ の $\mathfrak{U}_{n}$ への制限を毎と書くことにすれば、毎の既約性は $\lambda$ が自己共役かそうでないか

によって異なり、場合分けすると以下のようになる。

(1) $\lambda$ が自己共役でない場合、毎は $\mathfrak{U}_{n}$ の既約表現であり、毎望鰍である。

(2) $\lambda$ が自己共役である場合、毎の次数は偶数であり、毎は次数が毎の半分である互い

に非同値な 2つの既約表現 $\tilde{\pi}_{\lambda}^{+}$ と町に既約分解する。

これらの表現は互いに非同値であり、 $\mathfrak{U}_{n}$ の既約表現すべてをわたることが知られている。
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すなわち、以下の定理が成り立つ。

定理 21([15]). $\mathrm{A}_{n}$ の要素のうち、 自己共役でないものを $\lambda_{1:^{t}}\lambda_{1_{j}}\lambda_{2}:{}^{t}\lambda_{2:i}\ldots\lambda p:t\lambda_{p}$ とし、

自己共役なものを $\lambda_{p+1:}\lambda_{p+2_{j}}\ldots\lambda_{p+q}$: とする。 このとき、 $p+2q$個の $\mathfrak{U}_{n}$ の既約表現毎 1’

$\tilde{\pi}_{\lambda_{2ij}}\ldots\tilde{\pi}_{\lambda_{p}}:j\tilde{\eta}l^{+}\lambda_{\mathrm{p}++}1^{j}\tilde{\tau^{-}r}\lambda_{p}1^{j}\tilde{\pi}_{\lambda_{p+p+2}2^{i’\lambda:}}^{+}\tilde{\prime}\mathrm{T}^{-}\ldots$ , $\tilde{\pi}_{\lambda_{\mathrm{p}+q}:}^{+}\tilde{\pi}^{-}\lambda_{p}+q$ は互いに非同値で、. これらは $\mathfrak{U}_{n}$ の既

約表現の完全代表系をなす。

3 交代群の $q$ アナローダ $\mathfrak{U}_{n}(q)$ の構成

我々の目標は、 A 型ヘッケ代数 $\mathcal{H}_{n}(q)$ が対称群の q-アナローダであることを考えて、

$\mathcal{H}_{n}(q)$ に対称群と交代群の間に成り立つ分岐則を満足するような、次元が半分の部分代数

を具体的に構成することである。

$q$ を複素数とする。 A型ヘッケ代数 $\mathcal{H}_{n}(q)$ を、 以下の生成元と基本関係式を持つ $\mathbb{C}$ 上の

代数として話を進める。

生成元 $g1\cdot \mathit{9}2\cdot\cdot\ldots.gn-1$
:

$.:_{\text{基本関係式}}-$

(1) $g_{i}^{2}=’(q-1)gi+q$ $(,.i=1,2\ldots.,.n-1)$

(2) $g_{\mathrm{i}}g_{i+1}gi=gi+1g?\cdot g_{i}+1$ $(i=1,2\ldots..n-2)$
$:$

’ :.
(3) $gigj=g_{j}g_{i}$ $(|i-j|>1)$

$\mathrm{L}$.

また、 $\mathcal{H}_{n}(q)$ を $\mathbb{C}$ 上のベクトル空間として考えたとき、 $\mathcal{H}_{n}(q)$ の次元について以下のこと

が知られている。
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まず、 $\mathcal{H}_{n}(q)$ の元から成る次のような集合を考える。

$S_{1}=\{1_{\backslash }.g_{1}\}$

$S_{2}=\{1g:2, g2g_{1}\}$

$Si=\{1.gi\cdot gigi-1\cdots. ,g_{i}gi-1\cdots g_{2}g1\}$

$S_{n-1}=\{1, g_{n-1}.g_{n}-1g_{n}-2\cdots\gamma.gn-1g_{n}-2\cdots g_{2}g1\}$

このとき、 $\mathcal{H}_{n}(q)$ に関して次のことが成り立つ。

命題 3.1 ([9]).

$\{L^{\vee}{}_{1}C^{\vee}2\cdots c^{arrow}n-1|C_{\mathrm{i}}^{\vee}\in S_{i}(i=1.2_{\backslash }. \cdots, n-1)\}$

は $\mathcal{H}_{n}(q)$ を生成する。 従って、 $\mathcal{H}_{n}(q)$ の次元は高々 $n!$ である。

後出の $\mathcal{H}_{n}(q)$ の既約表現に関する定理 4.1と組み合わせることにより、 $q$ を $q^{k}\neq 1(k=$

$1,2\ldots..n)$ を満たす $0$ ではない複素数とするとき、命題 3.19集合が $\mathcal{H}_{n}(q)$ の複素ベクト

ル空間としての基底を張ることがわかる。

命題 3.1の集合の中で $g_{i}(i=1.2\ldots..n-1)$ の偶数個の積のものは $n!/2$個あることに

注意しておく。

交代群のアナロジーを考え、 $\mathcal{H}_{n}(q)$ の中に生成元の偶数個の積から生成される、次元が

$\mathcal{H}_{n}(q)$ の半分の $\mathbb{C}$部分代数を構成したいが、 単純に $g_{\mathrm{i}}(i=1.2\ldots..n-1)$ の偶数個の積
.

から生成される部分代数を考えようとすると、 $g_{\mathrm{i}}$ に関する基本関係式 (1) のために表示の

仕方によっては奇数個の積の項が現われ、ベクトル空間としての次元が $\dot{\mathcal{H}}_{n}(q)$ の半分を

超えてしまう恐れが生じ、 具合が悪い。

そこで、 $\mathcal{H}_{n}(q)$ の別の生成元を考える。

$q\neq-1$ とし、 $f_{i}=(q+1)^{-1}\{2g_{i}-(q-1)\}$ によって五 $(i=1.2, \ldots.n-1)$ を定義し、 $f_{i}$

を生成元としたときの $\mathcal{H}_{n}(q)$ の生成元と基本関係式を求めると次のようになる。 .
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生成元 $f_{1},f_{2,z}\ldots\backslash fn-1$

基本関係式

(1) $f_{i}^{2}=1$ $(i=1_{\backslash ,\text{ノ}}2\ldots. n- :1)$

(2) $f_{i}fi+1f_{i}=f \mathrm{i}+1fifi+1-(\frac{q-1}{q+1})^{2}(f_{i}-f_{i1}+)$ $(i=1_{\backslash }. 2\ldots., n-2)$

(3) $f_{i}f_{j}=f_{j}f_{i}$ $(|\cdot i-j|>1)$

この関係式をみると、 $f_{i}(\cdot i=1.\underline{)}\ldots..n-1)$ の偶数個の積で表された元は、 基本関係式を

用いて他の表し方をしても、やはり偶数個の積の線型結合であることがわかる。

また、 $\mathcal{H}_{n}(q)$ を $\mathbb{C}$ 上のベクトル空間として考えたとき、 $f_{i}$ について $g_{i}$ のときと同様の

ことが成り立つ。 すなわち、 $\mathcal{H}_{n}(q)$ の元から成る次のような集合を考える。

$.T_{1}=\{1_{\backslash }. f1\}$

$T_{2}=\{1.f_{2}.f_{2}f_{1}\}$

$T_{i}=\{1.fi\cdot fifi-1\cdots. .f_{i}fi-1\cdots f_{2}f1\}$

$T_{n-1}=\{1:fn-1\cdot f_{n-}1fn-2\cdots. fn-1fn-2\cdots f_{2}f1\}$

このとき、 $\mathcal{H}_{n}(q)$ の基底に関して次のことが成り立つ。

命題 32.

$\{c_{1}^{-}c_{2\cdot n-1}\vee.. c^{\vee}|C_{i}^{arrow}\in Ti(i=1.2\ldots..n-1)\}$

は $\mathcal{H}_{n}(q)$ を生成する。

再び ‘ 上記の集合の中で五 $(i=1.2\ldots., n-1)$ の偶数個の積のものは n!/2個あるこ

とに注意しておく。

交代群のときのアナロジーをもちいて、 $f1f_{i+1}(i=1,2, \ldots.n-2)$ で生成される $\mathcal{H}_{n}(q)$

の $\mathbb{C}$ 部分代数 $\mathfrak{U}_{n}(q)$ を考える。
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定義 3.3. $n>2$ とし、 $q\neq-1$ とする。 このとき、 $\mathfrak{U}_{n}(q)$ を $fifi+1(i=1,2, \ldots\backslash n-\prime 2)$ で

生成される $\mathcal{H}_{n}(q)$ の $\mathbb{C}$ 部分代数として定義する。 $n=2$ に対しては、 $\mathfrak{U}_{2}(q)$ は単位元のみ

から生成される $\mathcal{H}_{n}(q)$ の $\mathbb{C}$ 部分代数とする。

$\mathfrak{U}_{n}(q)$ の定義と上で述べたことから、次の命題が従う。

命題 34. $\mathfrak{U}_{n}(q)$ は $f_{i}(i=1.2_{\backslash \cdot\cdot\backslash }.\cdot. ’ n-1)$ の偶数個の積の線型結合全体からなる $\mathcal{H}_{n}(q)$ の

$\mathbb{C}$部分代数に–致し、ベクトル空間としての次元は高々 $n|/2$ である。

証明の概略. $f1f_{i+1}(i=1,2_{:}\ldots.n-2)$ の積が $f_{i}(i=1,2_{\backslash }. \cdots, n-1)$ の偶数個の積の線

型結合になることは五 $(i=1,2_{\backslash ,\ovalbox{\tt\small REJECT}}\ldots.n-1)$ の基本関係式からあきらかなので、 あとは

$f_{j}f_{k}(1 \leq j_{:}k$. $\leq n-1 j\neq k)$ が $f1f_{i+1}(i=.2_{\backslash \cdot\cdot\backslash }.\cdot. n-2)$ によって生成されることを確か

めれば良い。

$j=1_{\backslash }$

.
$k$. $>1$ または $j>2.k=1$ のときは、 fj九そのものが生成元である。

$j>2_{\backslash }$

. $k>2$ のときは、 $f_{j}f_{k}=f_{1}fjf1fk$ である。

$j=2$ のときは、

$f_{2}f_{k}=(f_{1}f_{2})2f_{1}f_{k}-( \frac{q-1}{q+1})^{2}.(f_{1}f_{k}-f1f2f_{1}f_{k})$

ベクトル空間としての次元が高々 $n!/2$ であることは、集合

{ $C_{1}^{r}C_{2}^{arrow}\ldots$ L沖-l $|$ $L_{i}^{\vee}\in Ti(i=1.2\ldots..n-1)$}

のなかで、偶数個の五 $(i=1.2, \ldots.n-1)$ の積から成るものが $n!/2$ 個であることから従

$\check{\mathcal{D}}-\vee$ $\square$

$f1f_{\mathrm{t}+1}(i=1.2\ldots., n-2)$ を生成元とする $\mathcal{H}_{n}(q)$ の $\mathbb{C}$部分代数が定義できたので、次に生

成元の基本関係式を求めると以下のようなる。

定理 35. $y_{i}=f1fi+1(i=1_{:}2, \ldots, n-2)$ と置いたとき、防に関する基本関係式は以下の

とおりである。
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(1) $.y_{1}^{3}=-( \frac{q-1}{q+1})^{2}(y_{1}^{2}-y_{1})+1$

$.(2)y_{i}^{2}.=1$ , $(i.>1)$
’

(3) $(y_{i-1}y_{i})^{3}=-( \frac{q-1}{q+1})^{2}\{(y_{i}-1y_{i})^{2}-y_{i}-1yi\}+1$ $(i=2,3, \ldots, n-2)$

(4) $(y_{i}y_{j})^{2}=1$ $(]i-j|>1)$

さらに、 上記の生成元 $y_{i}(i=1,2\ldots..n-2)$ と基本関係式は $\mathfrak{U}_{n}(q)$ の表示を与える。

以上が、交代群の生成元と基本関係式による定義であるが、 $\mathfrak{U}_{n}(q)$ を $\mathcal{H}_{n}(q)$ の自己同型

によって定義する方法もあるので、 それを解説する。

$\mathcal{H}_{n}(q)$ には、 Goldman’s involution と呼ばれる次のような自己同型があることが知られ

ている。 $[5][11]$

$\wedge$ : $\mathcal{H}_{n}(q)arrow \mathcal{H}_{n}(q)$

$g_{i^{\wedge}}=(q-1)-g\tau$ for $i=1.2\ldots..\cdot n-1$

$\wedge$ は $\wedge^{2}=\mathrm{i}\mathrm{d}_{H_{n}}(q)$ を満たしており、 さらに $f_{i}^{\wedge}=-f_{i}(i--1.2\ldots..n-1)$ である。 よって、

命題 32から、 $\mathfrak{U}_{n}(q)$ はくの固有値 1の固有空間、即ち

$\mathfrak{U}_{n}(q)=\{g\in \mathcal{H}_{n}(q\mathrm{I}|g^{\wedge}--g\}$

として定義できることが分かる。

4 A型ヘッケ代数 $\mathcal{H}_{n}(q)$ の直交形式による既約表現

ここでは次章において、 $\mathcal{H}_{n}(q)$ と $\mathfrak{U}_{n}(q)$ の間の既約表現の分岐則を調べる準備のため、

$\mathrm{H}.\backslash \mathrm{t}^{\sim}-\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{z}1[14]$ による $\mathcal{H}_{n}(q)$ の直交形式による既約表現の構成について説明する。

$\lambda\in\Lambda_{n}$ に対し、形が $\lambda$ である標準盤の集合を STab $(\lambda)$ とする。舐を $\{\iota_{T}’|T\in \mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{a}.\mathrm{b}(\lambda)\}$

を基底とする $\mathbb{C}$ ベクトル空間とする。 $g_{i}\in \mathcal{H}_{n}(q)$ に対し称上の線型変換 $\mathrm{T},$ $\lambda(g_{?}\cdot)$ を以下の

ように定める (対称群の既約表現と同じ記号を使い、 以降は $\pi_{\lambda}$ は $\mathcal{H}_{n}(q)$ の作用として考

える)
。
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(1) $T$ 上、 $i$ と $i+1$ が同じ行に現れる場合、 $\prime l\mathrm{r}_{\lambda}(g_{i})\cdot v\tau=q_{L}!’\tau$

(2) $T$ 上、 $i$ と $i+1$ が同じ列に現れる場合、 $\prime \mathit{1}\mathrm{T}_{\lambda}(g_{i})\mathrm{t}’ T=-\mathrm{t}’\tau$

(3) それ以外の場合、 $T$ において、 $i$ と $i+1$ を入れ替えたものは標準盤でありそれを $\overline{T}$ と

おく。 このとき、 $\pi_{\lambda},(g_{i})$ は巧の部分空間 CvT\oplus C姪に対して以下のように作用する。

$\urcorner\prime_{\lambda()}.g_{i}(\iota’\tau\backslash . \iota_{\overline{T}}))=(_{L_{T}}"\cdot v_{\overline{T}})\perp \mathrm{t}I(d.i)$

ここで、 $\mathrm{A}\mathrm{t}I(d_{i}.)$ は以下で定義される 2 $\cross 2$行列である。

$1 \mathrm{t}I(d_{i}.)=\frac{1}{1-q^{d_{i}}}[^{q^{d_{i}}(1-q}\sqrt{q(1-q^{d_{i}1}-)(1-qi+1)d})$ $\sqrt{q(1-q^{d_{i}}-1)(1-q^{d_{i}+1})}-(1-q)]$

$d_{\tau}$. は $T$ における $i$ から $i+1$ への軸性距離 (axial distance) であり、 $i$ が $r$ 行 $c$ 列に

あり、 $i+1$ が $r’$ 行 $c’$ 列にあるとき、 $c’-\Gamma’-C+r$ で定義される整数である。

$q\neq 0$ で $q^{k}\neq 1(k=1.2\ldots., n-1)$ であるとき、 上の行列は )$\backslash ^{r}\mathrm{e}\mathrm{l}1$-defined である。

定理 4.1 ([14]). $q$ を $q^{k}\neq 1\beta_{\iota}^{\wedge}=1.2\ldots..n$) を満たす $0$ ではない複素数とする。 このと

き、上で定義した $\mathrm{T}l,\backslash$ は $\mathcal{H}_{n}(q)$ の複素既約表現となる。 さらに、 $\lambda.\mu\in \mathrm{A}1_{n}$ に対して、 $\lambda\neq\mu$

ならば $\overline{l}\mathrm{r}_{\lambda}$ と $\tau_{\mu}$
, は非同値であり、 $\{l\tau,\backslash |\lambda\in\lrcorner 1_{n}\}$ は $\mathcal{H}_{n}(q)^{\text{の複素}}..\text{既約表現の完全代表系を}$

なす。

この定理の 「完全代表系をなす」 の部分は先の民題 .3.1の結果 ( $\mathcal{H}_{n}(q)\sim$ の次元が高々 $n!$ )

と実際に既約表現の次数を調べることにより導かれる。 こめ結果から、 $\mathcal{H}_{n}(q)\backslash$ の次元が $n!$

であることと半単純性が示される.

上で定義した
$\mathcal{H}_{n}(.q)^{\text{の既約}}.\text{表現を}-.$

.

$f_{i}$ に関して表した場合を考える。 $\text{分岐}‘ \text{則}$ (特に、毎 $\cong$

升 t\mbox{\boldmath $\lambda$}) を確かめることが目的なので、 $\mathrm{T}_{\lambda}$
, の沖 ^の ([用と $\overline{l}\Gamma t\lambda$ の $\mathrm{t}^{r_{{}^{t}\lambda^{\text{へ}}}}$. の作用を起時に表し

比較する。

命題 42. $\lambda\in\Lambda_{n}$ に対し、 $\pi_{\lambda}$ の覧への作用と $-’\Gamma t_{\lambda}$ の馬への作用は以下のようになる。
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(1) $T$ 上、 $i$ と $i+1$ が同じ行に現れる場合、 $\overline{l}\mathrm{r}_{\lambda}(fi)L_{T\tau\text{、}}’=\mathrm{t}’ \mathrm{T}lt_{\lambda}(fi)\mathrm{t}’ tT=-\iota|tT$

(2) $T$ 上、 $.i$ と $i+1$ が同じ列に現れる場合、 $\tau_{\lambda}’(f_{i})L_{T}’=-\iota’\tau\text{、}\urcorner lt_{\lambda}(f_{i})\mathrm{L}’ {}^{t}T=\iota’ t\tau$

(3) それ以外の場合、 $T$ において、 $i$ と.i+l を入れ替えたものは標準盤でありそれを $\overline{T}$ と

おく。 このとき、 $\prime l\mathrm{r}_{\lambda}(fi)$ は豚の部分空間 $\mathbb{C}\iota_{T}’.\oplus$ C町に対して以下のように作用する。

$\pi_{\lambda}(f_{i})(\iota’\tau\cdot\cdot\iota_{\overline{T}}’)=(\iota_{T}’. \mathrm{t}’\overline{\tau})\wedge \mathrm{t}\int’(d_{i},)$

また、 $\pi_{\lambda}t(f_{i})$ は $\mathrm{t}_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}^{r_{{}^{t}\lambda}}$ の部分空間 $\mathbb{C}_{Lt}.\tau\oplus \mathbb{C}\iota’ t_{\overline{T}}$ に対して以下のように作用する。

$\pi t_{\lambda}(f_{i})(\mathrm{t}’\iota\tau\backslash . \cdot\iota’ t\overline{T})=(\mathrm{t}’ t\tau\cdot \mathrm{t}’ \mathrm{t}\overline{T})\{-\mathrm{j}I’(di)\}$

ここで、 $\perp \mathrm{t}I^{J}(d_{i}.)$ は以下で定義される 2 $\cross 2$ 行列である。

$\wedge\prime \mathrm{t}^{\mathit{1}}I’(d_{i})=\frac{1}{(1+q)(1-q^{d_{i}})}$

$d_{i}$ は $T$ における $i$ から $i+1$ への軸性距離 (
‘

d.istan.ce) である。

$q\neq 0$ で $q^{k}\neq 1$ $(k^{\wedge}=1.2\ldots. : n-1)$ であるとき、 上の行列は $\iota\iota\cdot e\iota l-defi.n.ed$である。

5 $\mathcal{H}_{n}(q)$ と $\mathfrak{U}_{n}(q)$ の間の分岐則と $\mathfrak{U}_{n}(q)$ の半単純性

$q$ は $\overline{l}\mathrm{r}_{\lambda}$ の定義できるところ、すなわち $q^{k}\neq 1$ (A $=1.2\ldots..n-1$ ) を満たす $0$ でない複

素数とする。 3章及び 4章の結果を用いれば、対称群と交代群の間の既約表現に関する分

岐則が $\mathcal{H}_{n}(q)$ と $\mathfrak{U}_{n}(q)$ の間にも成り立つことが示される。交代群の場合と同様の記法を

使って、 $\overline{l}\mathrm{r}_{\lambda}$ の $\mathfrak{U}_{n}(q)$ への制限を毎と表し、以降は $\mathfrak{U}_{n}(q)$ の表現として扱う。

$g\in \mathfrak{U}_{n}(q)$ と形が $\lambda$ の標準盤 $T$ に対し、 \eta j\tilde \tilde \mbox{\boldmath $\lambda$}(g)勘を以下のように表す。

$’ \tilde{J}\mathrm{T}_{\lambda}(g)\cdot\iota’\tau=\sum g_{T.T}’\iota’\tau T’\in \mathrm{s}\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{b}(\lambda)\lambda$

,

ただし、 $g_{T.T}^{\lambda}$, は複素数である。
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補題 5.1. $g\in \mathfrak{U}_{n}(q)$ に対し、 次の等式が成り立つ。

$g_{t_{T.T^{\prime g_{\tau},\tau\prime}}}^{t_{\lambda\lambda}}t=$

証明の概略. 命題 42から従う。 口

この補題から直ちに次の命題が従う。

命題 52. $\lambda\in\Lambda_{n}$ に対し、 毎と膏 t\mbox{\boldmath $\lambda$} は同値。

次にサイズが 2以上の自己共役なヤング図形 $\lambda$ に対応する表現毎が次数が等しい二つ

の表現に分解することを示す。

$.n$ を 2以上の自然数とし、 $\lambda\in\Lambda_{n}$ とする。 STab $(\lambda)$ の部分集合 STab $(\lambda)^{+}$ と STab $(\lambda)^{-}$

を以下のように定める。

STab$(\lambda)+=$ { $T\in \mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{b}(\lambda)|1$ 行 2列が 2}

STab $(\lambda)^{-}=$ { $T\in \mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{b}(\lambda)|2$行 1列が 2}

この時、 次の二つが成り立つ。

(1) STab $(\lambda)=\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{b}(\lambda)+\mathrm{U}\mathrm{S}\mathrm{T}^{}\mathrm{a}\mathrm{b}(\lambda)^{-}$ (disjoint union)

(2) $\lambda$ が自己共役ならば、 $T\in \mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{b}(\lambda)^{+}\Leftrightarrow {}^{t}T\in \mathrm{S}’ \mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{b}(\lambda)^{-}$ であり、 写像 $Tarrow {}^{t}T$ に

より、 STab $(\lambda)^{+}$ と STab $(\lambda)^{-}$ は 1対 1に対応する。

$\lambda\in\dot{i}1_{n}$ が自己共役であるとし、覧を飯の表現空間とする。称の複素ベクトル空間とし

ての直和分解、

$|_{\lambda}^{\sim_{r}}.\cdot=|^{\sim_{r}}.’\lambda+\mathrm{t}_{\lambda}.’-\oplus\sim_{r}$

$\mathrm{t}_{\lambda^{+}}^{\sim_{r}}.=$ $\oplus$ $\mathbb{C}(\iota_{T}’+\cdot\iota_{t_{T}}\backslash )$

$T\in \mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{b}(\lambda)+$

$\iota_{\lambda^{-}}^{\sim_{r}}.\cdot=$ $\oplus$ $\mathbb{C}(\iota’\tau-\iota’ t\tau)$

$T\in \mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{b}(\lambda)+$

を考える。
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命題 53. $\lambda\in\Lambda_{n}$ が自己共役であるとき、

$\tilde{V}_{\lambda}=|_{\lambda\lambda}^{\sim_{r}}/+\oplus\tilde{V}^{-}$

は $\mathfrak{U}_{n}(q)$ の表現空間としての直和分解になる。

証明の概略. $\lambda$ が自己共役であるとして、 $g\in \mathfrak{U}_{n}(q)$ に対して補題 5.1を用いて、

$\overline{l}\mathrm{r}_{\lambda}(\sim)g(\iota’\tau+vt_{T})=\sum_{+\tau\prime\in \mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{t}\lambda)}(g_{T\tau\prime}^{\lambda\lambda}+g\tau tT^{\prime)()}U\tau J+1_{T^{J}}’ t$

$\tilde{\pi}_{\lambda}.(g)(v\tau-v_{t}\tau)=J\mathrm{s}\sum_{\tau\in \mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{b}(\lambda)+}(g_{T\tau\prime}-\lambda(g^{\lambda}\tau t_{T^{\prime)}}\iota_{T’}’-\iota’ t\tau’)$

を導く。 口

$\tilde{V}_{\lambda}^{+}$ と脅の次数が等しいことは明らかなので、 自己共役なヤング図形 $\lambda$ に対して、毎は

次数の等しい二つの部分表現に分解することがわかった。碕と $\iota_{\lambda}^{\sim_{r-}}.\cdot$ に対応する $\mathfrak{U}_{n}(q)$ の

表現をそれぞれ $\tilde{\pi}_{\lambda^{\text{、}}^{}+}$ 町と表す。

次に示す定理が我々の主要結果である。

定理 54. $q$ を $q^{k}\neq 1(k^{\wedge}=1.2\ldots., n)$ を満たす $0\text{ではない複素数とする_{。}A}.\mathrm{t}_{n}$
.
の要素のうち、

自己共役でないものを $\lambda_{1:^{t}}\lambda_{1}\lambda\cdot t\lambda:2:2:\cdots:\lambda_{p}t\lambda:p$ とし、 自己共役なものを $\lambda_{p+1:}\lambda_{P+2}.\ldots.\lambda p+q$

とする。 このとき、 $p+2q$個の $\mathfrak{U}_{n}(q)\text{の表現升_{}\lambda_{1}}.\cdot$
$\tilde{\pi}_{\lambda_{2:}\cdots\lambda_{p}\ovalbox{\tt\small REJECT}\cdot:}’\tilde{)\mathrm{T}}\tilde{\pi}_{\lambda_{p}+1:^{\tilde{\tau}_{\lambda_{p}}}+1}^{+-},\cdot$ : $\tilde{\mathrm{T}_{\lambda_{p+2}}^{+}\prime}:\lambda_{p+2}’:\tilde{\tau}^{-}$ . . $.$ :

$’\tilde{\mathit{1}}\mathrm{T}_{\lambda_{\mathrm{p}}+q:}^{+\sim-}\overline{\prime}\Gamma_{\lambda_{\mathrm{p}+q}}$ は互いに非同値な既約表現であり、 これらは $\mathfrak{U}_{n}(q)$ の既約表現の完全代表系を

$\text{なす_{。}^{}\prime}..\cdot$

.

この定理の「完全代表系をなす」の部分は先の命題 34の結果 ( $\mathfrak{U}_{n}(q)$ の次元が高々 $n!/2$ )

と実際に既約表現の次数を調べることにより導かれる。 この結果から、 $\mathfrak{U}_{n}(q)$ の次元が $n!/2$

であることと半単純性が示される。

以上により $\mathcal{H}_{n}(q)$ と $\mathfrak{U}_{n}(q)$ の間に対称群と交代群の間の分岐則と同様の現象が成り立つ

ことがわかった。最後に $\mathfrak{U}_{n}(q)$ の既約表現 $\tilde{\pi}$ から得られる $\mathcal{H}_{n}(q)$ の誘導表現 $\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\mathfrak{U}_{n}(q)}(q)(\tilde{\pi})\mathcal{H}_{n}$

における $\mathcal{H}_{n}(q)$ の既約表現の重複度について以下の結果も得られたのでここに示す。
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命題 55. $q$ は定理 54の通りとする。 この時、 以下の事が成り立つ。

$\lambda$ が非自己共役の場合

$\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\mathfrak{U}_{n}()}\mathcal{H}_{n}(q)q(\tilde{\mathit{1}\tau}\cdot\lambda)\cong\pi_{\lambda}\oplus\overline{l}\mathrm{r}t_{\lambda}$

$\lambda$ が自己共役の場合

$\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\mathfrak{U}_{n}(q}\mathcal{H}_{n}(q)(\tilde{l}\mathrm{T}^{+})^{\underline{\sim}_{\mathrm{I}}}-\mathrm{n}\mathrm{d}_{\mathfrak{U}n}n(\mathcal{H}q)\lambda(q)()\tilde{\pi}^{-)}\lambda\cong\pi_{\lambda}$
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