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従来とは異なった代用電荷法のポテンシャル論的スキームが,非有界な多重連結領域の数値等角写
像において最近提案された. それは, 極値的重みつき多項式に関する漸近的定理に基づいて考察され
ており, 「不変的かつ相対的」 と呼ばれる特性をもっている. このスキームを典型的な例題に適用し,
高精度の数値結果が得られることを示す. さらにスキ一ムに修正を加え, 上り精度の高い近似関数が
得られることを示す.

1, はじめに

代用電荷法とは, 電気工学の問題, 数値等角写像問題や Dirichlet 問題に適応される対数ポテンシャ
ルの–次結合による近似解法である. この方法は, 同次連立–次方程式の解法だけを要求するが, 滑
らかな曲線によって囲まれた領域に関する領域問題に対しては, かなり精確な解を得ることが可能で
ある.
天野 $[2,3]$ は, 円弧スリットまたは放射 z リットを領域内にもつ土種類の等角写像の近似スキーみ

を提案した. 久原, 米沢, 小島, 安田 $[11,12]$ もまた, 円環領域内に円弧スリットまたは放射スリットケ
もつ写像関数のスキームを提案した. それらは静電気の観点から述べられており, $\mathrm{B}$

. ergm.an [5] の論
文に基づく代用電荷法を使用している.
最近, 従来とは異なった代用電荷法のポテンシャル論上のスキームが, 非有界な多重連結領域での

数値等角写像において提案された [9]. それは, 極値的重みつき多項式 [7,8,13-15] の漸近的定理に基
づいており, 領域の内部と外部で「不変的かつ相対的」 と呼ばれる特性をもつ [9]. この論文では, こ
のスキームを真の関数が分からない場合の典型的な例題に適用し, 少しの例外を除いて高精度の数値
結果が得られることを示す. さらにスキームに修正を加え, その例外をも克服できることを示す.

2. 数値等角写像におけるスキーム

$D$ と $D’$ を非有界な二重連結領域とする. 境界 $\gamma$ と $\gamma’$ はそれぞれジョルダン曲線筑 $(i=0,1)$ と

$\gamma_{i}’(i=0,1)$ から成るものとし, $\gamma_{0}’$ を円 $\{w:|w|=r_{0}\}$ , また \mbox{\boldmath $\gamma$}。と $\gamma_{0}’$ は, 原点を内部に含むと仮
定する. また, $f(z)$ は $D$ を $D’$ に等角に写像し, $D\cup\gamma$ を $D’\cup\gamma$’へ連続に–対一対応させる. $\gamma_{i}$ が

$\gamma_{i}’$ に対応している. このとき $f(z)$ は $f(\infty)=\infty,$ $f’(\infty)=1$ の条件の下で, ただ–つ 1こ決定される

[1].
$\ovalbox{\tt\small REJECT}\text{。}51\text{。}\not\in \mathrm{H}^{\mathrm{b}\Re}|$におけ $\text{る等}\mathrm{E}\text{写}\{\ovalbox{\tt\small REJECT}\epsilon:^{\equiv}-+\mathrm{p}\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{する_{ス}}$ *一ム

$f_{n}(z)=zi=1 \prod^{n}(1-\frac{z_{n,i}}{z})^{\alpha_{i}}$ , $\sum_{i=1}^{n}\alpha i=1$ , (2.1)

が [9] において最近提案された. ここでは電荷点 $\{z_{n,i}\}_{i=1}n$ を $\gamma$ の内部に適切に選ぶ. そして, 領域
$D’$ が $\{w:|w|>r_{0}\}$ で放射スリット磁をもつとき, 次のような $f(z)$ の近似関数を計算するスキー
ムを提案している.

スキーム 21. $f(z)$ の近似式 $f_{n}(z)$ は, 次の様にして得られる.
$(2a)\{z_{n_{j},i}^{(j)}\}_{i}^{n_{\mathrm{j}}}=1$ と $\{(_{n_{j}},i\}(j)n_{j}i=1(j=0,1)$ は, $n_{0}=n_{1}=n$ の条件をもち, それぞれ $\gamma_{j}$ の内部と $\gamma_{j}$

上に適切に選ばれる.

数理解析研究所講究録
1192巻 2001年 43-48 43



$(2b)\alpha_{i}^{\{j)}(i=0(1)n, j=0,1)$ が $2(n+1)$ の同次連立–次方程式

$\alpha^{(0)}+0|\zeta^{(}\mathfrak{n},k\log 0)|+\sum_{=\mathrm{j}\mathrm{o}}^{1}.\cdot\sum_{1=}^{n}\alpha!.\mathrm{j})\log|1-\frac{z_{n}^{(\mathrm{j}}!}{\zeta_{n,k}^{\{0)}},\cdot|=0(k=1(1)n))$ (2.2)

$\alpha^{\{1)}+\mathrm{o}\mathrm{g}(\mathrm{a}\mathrm{r}\zeta^{(1)}n.k)+\sum\sum_{1j=0\cdot=}^{n}\alpha_{i}1.\mathrm{t}\mathrm{j})\arg(1-\frac{z_{n}^{(\mathrm{j}}!}{\zeta_{n,k}^{(1)}},)=0(k=1(1)n)$ , (2.3)

$. \sum_{1=1}^{n}.\alpha_{\dot{|}}^{\mathrm{t})}0^{\cdot}=1$ , $. \cdot\sum_{=1}^{n}\alpha^{\mathrm{t})}=0:^{1}$
’ (2.4)

の解であるとき, $\{z_{n}^{(\mathrm{j})},.\cdot\}^{n}i=\mathrm{l}$ における電荷はそれぞれ $\{\alpha^{\{j)}.\cdot\}^{n}\dot{\mathrm{s}}=1\langle j=0,1$) によって与えられる.
$(2c)$ 近似式 $f_{n}\langle Z$ ) は

$f_{n}(z)=z \prod_{=\mathrm{j}0}\prod_{i=}^{n}11(1-\frac{z_{n.*}^{(\mathrm{j})}}{z}.\mathrm{I}^{\alpha}(.\cdot\dot{f}),$

$. \sum_{*=1}^{n}\alpha_{i}^{(0)}=1,\dot{.}\sum_{=1}^{n}\alpha^{\mathrm{t}}.\cdot=01)$ . (2.5)

により表現される. ただし, ここでは

$\alpha_{0^{0}}^{1)}\simeq-\log r0,$ $\alpha_{0}^{(1)}\simeq-\theta_{1}$
$\langle$ 2.6)

が成り立つ. また $\theta_{1}$ は $\gamma_{1}’$ の偏角である.

このスキームを図 1の領域 $D$ を領域 $D’$ に写像する未知の関数 $w=f(z)$ の近似式 $f_{n}(z)$ を求
めるために適用する. $D$ の境界 $\gamma_{0}$ と $\gamma_{1}$ は, 中心をそれぞれ $(0,0)$ , $(6,0)$ とする半径$=1$ の円である.
$D’$ は, 原点を中心とする単位円の境界 $\gamma_{0}’$ と実軸上に未知の放射スリット $\gamma_{1}’$ をもつ. $\gamma_{1},$ $\gamma_{0}$ 上の拘
束点とその内部の電荷点をそれぞれ

$l \exp(\frac{2\pi j(i-1)}{n})+6$ , $j=\sqrt{-1},$ $(i=1(1)n)$ (2.7)

$l \exp(\frac{2\pi j(i-1)}{n})$ , $j=\sqrt{-1},$ $(i=1(1)n)$ (2.8)

の $l=1$ と $l=0.25$ に選び, $n=13$ に対しての (2.2), (2.3), (2.4) の同次連立–次方程式を解く. 表 1
と表 2に $\gamma_{0},$ $\gamma \mathrm{l}$ 上での電荷をそれぞれ示す.

$D$ $D’$

2 a15 ‘ ’ $t$

図 1 領域 $D,$ $D’$ および拘束点と電荷点

表 1 $n=13$ , $l=0.25$ のときの $\gamma_{1}$ での電荷
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表 2 $n=13$ , $l=0.25$ のときの $\gamma_{0}$ での電荷

正則関数における最大値の原理により, 誤差は境界でのみ評価すればよい. ここでは $\wedge’\iota$ 上の拘束
点の中点と $\gamma_{0}$ 上の拘束点の中点

$\exp(\frac{2\pi j(i-1)}{n}+\frac{\pi j}{n})+6,\dot{g}=\sqrt{-1},$ $(i=1(1)n)$ (2.11)

$\exp(\frac{2\pi j(i-1)}{n}+\frac{\pi j}{n}),$ $j=\sqrt{-1},$ $(i=1(1)n)$ (2.12)

において評価する. 計算結果を表 .3に示す.

表 3 $n=13,$ $l=0.25$ の場合の $\gamma_{1}’$ と $\gamma_{0}’$ での誤差

真の関数が解らないので, $\gamma_{1}’$ 上では

$||f_{n}(z)|-$ げ (z) $||$ , (2.13)

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ 上では
$|\arg(f_{n}(z))-\arg(f(z))|$ (2.14)

により誤差を求める. ただし, $\arg(f(z))=0,$ $|f(Z)|=1$ である.

また
$\alpha_{0}^{\mathrm{t}1)}-(-\theta_{1})=\alpha_{0}^{\mathrm{t}\iota}-)(-0)=3.686287386450715D-018$ (2.9)

$\alpha_{0}^{(0)}-(-1_{0_{\Leftrightarrow}^{\circ}}\cdot r0)=\alpha_{0}-\langle 0$
) $(-\log 1)=-2.814687049569774D-002$ . (2.10)

は (2.6) 式が高精度で成立することを示す.
以上より, 拘束点と電荷点を–様分布するように与えた場合 (定義 [6] 参照), スキーム 2.1が (2.12)

における $i=7$ を除き高精度で成立することが解る.
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3. スキーム 21の修正とその適用

前章の例外を克服するためにスキーム 21の修正を行う. 図 1において $D$ と $D’$ は実軸に関し
て対称であるから, 上半平面 $\{z:Im(z)\geq 0\}$ の問題に置き換えることができる.

$D’$

$–l-\overline{\mathrm{a}}\overline{l5l|\epsilon}$

図 2 領域 $D,$ $D’$ およひ珂束点と電荷点

表 1, 表 2に基づきスキーム 21を

$f_{n}(z)=zj=0 \prod^{1}.\cdot\prod^{n}=1(1-\frac{z^{(j)}}{z}.\cdot)^{\alpha}(.\cdot j)$ , $\sum_{\mathrm{i}=1}n\alpha_{i}^{1}=0)\frac{7}{13}$ $\sum_{\mathrm{i}=1}^{n}\alpha 1\dot{.}1)=0$ . (31)

の様に修正する. .$\cdot$

このスキームを図 2のような領域 $D$ を $D’$ に写像する近似式 $f_{n}(z)$ を求めるために適用する.
$\gamma_{1},$ $\gamma_{0}$ 上の拘束点とその内部の電荷点をそれぞれ

$l \exp(\frac{\pi j(i-1)}{n})+6,$ $j=\sqrt{-1},$ $(i=1(1)n)$ (3.2)

$l \exp(\frac{\pi j(i-1)}{n}),$ . $j=\wedge-l,$ $(i=1(1)n)$. (3.3)

の $l=1$ と $l=0.25$ で与え, $n\pm 7$ に対しての (2.2), (2.3).および

$\sum_{\dot{l}=1}^{n}\alpha_{i}^{(}0)=\frac{7}{13}$ $\sum_{\mathrm{i}=1}^{n}\alpha^{\{}i0)=0$ . (3.4)

の同次連立–次方程式を解く. ..

誤差は, $\gamma_{1}$ の拘束点の中点と \mbox{\boldmath $\gamma$}。上の拘束点の中点

$\exp(\frac{\pi j(i-1)}{n}+\frac{\pi j}{2n})+6,$ $j=\sqrt{-1},$ $(i=1(1)n)$ (3.5)

$\exp(\frac{\pi j(i-1)}{n}+\frac{\pi j}{2n}),$ $j=\sqrt{-1},$ $(i=1(1)n)$ (3.6)

において前節と同様に評価する.

表 4 $n=7,$ $l=0.25$ の場合の $\gamma_{1}’$ と $\gamma_{0}’$ での誤差
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また
$\alpha_{0}^{(1)}-(-\theta_{1})=\alpha_{0}^{(1)}-(-0)=-4.8681\mathrm{s}\mathrm{g}892020632D-003$ (3.7)

$\alpha_{0}^{()}0-(-\log r_{0})=\alpha_{0}^{()}0-(-\log 1)=3.469252510477629D-002$ (3.8)

は (2.6) 式が高精度で成立することを示す. .

以上より, 修正を加えたスキームが前節の例外を克服し, より高精度で成立していることが解る.
さらに (3.5), (3.6) の $l=0.20,0.15$ として, 電荷点配置を変えた場合の計算を行った. 数値結果を

以下に示す.

$3a)l=0.20$ での誤差

表 5 $n=7,$ $l=0.20$ の場合の $\gamma_{1}’$ と $\gamma_{0}’$ で a).誤差 .
$\iota$ :

また,
$\alpha_{0}^{(1)}-(-\theta_{1})=\alpha_{0^{1}}()-(-0)=-4.868139892020632D-003$ (3.9)

$\alpha_{0}^{()}0-(-\log r_{0})=\alpha_{0}^{(0}-)(-\log 1)=3.469252510477629D-\mathrm{o}.02$ (3.10)

は (2.6) 式が高精度で成立することを示す.

$3b)l=0.15$ での誤差

表 6 $n=7,$ $l=0.15$ の場合の $\gamma_{1}’$ と $\gamma_{0}’$ での誤差

また,
$\alpha_{0}^{(1)}-(-\theta_{1})=\alpha_{0^{1}}()-(-0)=-2.236920237350427D-003$ (3.11)

$\alpha_{0}^{()}0-(-\log ro)=\alpha_{0^{0)}}^{(}-(-\log 1)=3.124021956956512D-002$ (3.12)

は (2.6) 式が高精度で成立することを示す.
以上より, 電荷点心を (3.5), (3.6) の $l=0.20,0.15$ とした場合にも, 修正を加えたスキームが高精

度で成立することが解る.

4. 結論

この論文では, 典型的な二重連結領域に対して, 代用電荷法のポテンシャル論的スキームの適用を
行った. 計算結果は, 少しの例外を除き, そのスキームが高精度を保つことを示した. そこでそのスキー
ムに修正を加え, 再び適用を行った. 例外は克服され, より高精度の $f_{n}(z)$ を得ることができた. なお,
数値計算には $\mathrm{M}\mathrm{s}\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{v}\mathrm{f}90$ (PC9821-NEC) を用いた.
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今後は, 修正を加えることによりスキームの精度が上がる理由を調べ, そして, 修正が加えられたス
キームを用いての逆関数の場合である $D’$ から $D$ への数値実験を研究課題としたい.
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