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1 はじめに

最も単純な秘書問題である古典的秘書問題 (Gilbert and $\mathrm{M}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{r}[2]$参照) は、以下のよ

うに記述できる。 ある雇用者が 1人の秘書を採用するために面接を行い、 これに応募して
きた $n$ 人に毎時 1人ずつ面接を行う。雇用者は、全応募者の中で最良の応募者を採用した
いと考えており、実際に採用した応募者が最良のとき成功とみなす。 このとき、成功確率
を最大にする政策とその下での成功確率を求める問題が古典的秘書問題である。 ただし、
雇用者は、最良の応募者から順に 1, 2, . . . , $n$ と順位付けすることができ、面接を行ったら

直ちにその応募者を採用するかまたは採用せずに次の応募者を面接するかを決定しなけ
ればならない。採用するか否かの意思決定は、応募者の相対順位 (今まで面接した中での
順位) にのみ依存して行い、一度不採用にした応募者は、後で採用することができない。

もし $(n-1)$ 番目の応募者まで採用しないならば、必ず最後の応募者を採用しなければな
らないものとする。 ここでは、相対順位 1の応募者を候補者と呼ぶことにする。 この問題
において $n$ が十分に大きい場合の最適政策は、 最初の $e^{-1}n$人の応募者を採用せず、 それ

以降に出現する最初の候補者を採用することである。 この政策下での成功確率もまた $e^{-1}$

に近づく。 .

この論文では、応募者数 $N$ が確率変数で区間 $[m, n]$ 上の–様分布に従う場合を考察す

る。 ただし、 $m,$ $n$ は、 与えられた正整数で $m\leq n$ を満足する。 $m=1$ の場合は、 既に

Presman and $\mathrm{S}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{n}[4]$ や Rasmussen and Robbins [5] によって研究されている。 $m=n$ の

場合は、古典的秘書問題に他ならない。 このように我々の問題は、古典的秘書問題と従来

考えられていた–様分布の問題を特殊な場合として包含するものであり、 この意味でこの
一様分布を–般化された–様分布と呼ぶ。一般化された–様分布においても、 量適政策

は、 閾値ルール (threshold rule) となることが示され、 特に、 $\frac{m}{n}arrow\alpha(0\leq\alpha\leq 1)$ となる

ように $m,$ $narrow\infty$ としたときの漸近的挙動は興味深い。.

2.. 定式化と最適戦略
応募者数 $N$ が有限な確率変数で、分布恥をもつ場合、すなわち、 $p_{k}=P\{N=k\},$ $1\leq$

$k\leq n$ の場合の最適方程式は、 以下のように与えられる (だとえば、 $\mathrm{P}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{i}[3]$参照)。

$f(r)= \max\{f^{A}(r), fR(r)\}$ , $1\leq r\leq n$

ただし、
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$\{$

$f^{A}(r)= \frac{r}{\pi_{r}}\sum_{k=r}^{n}\frac{p_{k}}{k}$ ,

$f^{R}(r)= \frac{r}{\pi_{r}}\sum_{k=r+1}^{n}\frac{\pi_{k}}{k(k-1)}f(k)$ .

(1)

上式において、 $\pi_{k}=P\{N\geq k\}=\sum_{j=k}^{n}p_{j}$ である。 また、 時刻 $r$ に候補者が出現して
いる状態を簡単に $r$ で表わし、 $f(r)$ は、 状態 $r$ で最適にふるまって成功する確率であり、
$f^{A}(r)(f^{R}(r))$ は、 状態 $r$ で面前の候補者を採用して成功する確率 (採用しないでそれ以後
最適にふるまって成功する確率) である。

$B$ を OLA policy (the one-step look-ahead stopping region) による停止領域とする。す
なわち、 $B$ は現在の候補者を採用することが、 この人を採用しないで次に出現する候補者
を採用することより有利である状態の集合である。 このとき、 (1) より以下のように表す
ことができる。

$B$ $=$ $\{1\leq r\leq n$ : $\frac{r}{\pi_{r}}\sum_{k=r}^{n}\frac{p_{k}}{k}\geq\frac{r}{\pi_{k}}\sum_{k=r+1}^{n}\frac{\pi_{k}}{k(k-1)}f^{i4}(k)\}$

$=$
$1^{1}\leq r\leq n$ : $\sum_{rk=},k-\iota_{g}(k)\geq 0\}$ ,

ただし、

$g(k)=p_{k^{-}} \sum_{j=k+1}\frac{\mathrm{J}^{J}J}{j}$

$B$ が closed (Chow ほか [1] 参照) であるための 1つの十分条件は、 $g(k)$ が $k$ に関して高々
1向だけ一がら $+$へ符号変化することである (坂口 [6] 参照)。 このことが示されれば、OLA
policy が最適であることが言え、 $B$ が最適停止域となる。

2..1 $\mathrm{N}$ が $[\mathrm{m}, \mathrm{n}]$ 上の $-$様分布に従うケース

これ以降は、応募者数 $N$ が $[m, n]$ 上の–様分布に従うものとして問題を考察する。
このとき、裁は、以下のようになる。

$p_{k}=\{$

$\frac{1}{n-m+1}$ , $m\leq k\leq n$

$0$ , $1\leq k<m$ .

定理 1 最適政策は、 閾値 $s$ の閾値ルールとなる。すなわち、 正整数 $s$ が存在して、最
初の $(s-1)$ 人の応募者を採用せず、 $s$ 以下に出現する最初の候補者を採用することであ
る。 ただし、 $s= \min_{1\leq\leq n}\{r\sum^{n}k=\Gamma k-\iota h(k)\geq 0\}$ で与えられる。
ここで、
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$h(k)=\{$

$\frac{1}{n-m+1}$ (1 $- \sum_{+j=k1}^{n}\frac{1}{j}$),
$\frac{1}{n-m+1}(1-\sum_{j=m}^{n}\frac{1}{j}-j=k+\sum^{n}1\frac{1}{j})$ ,

$m\leq k\leq n$

$1\leq k<m$ .

(証明) 定理 1を示すには、 $h(k)$ が、 $k$ に関して高々 1回だけ一から $+$へ符号変化する
ことを示せば十分である。 明らかに h(幻が $k$ に関して単調増加であり、かつ $h(n-1)>0$
より最適政策は閾値ルールである。

以上より、 最適政策が決定したので、 これ以降は成功確率を導出する。

以下の補題を示す前に、 (1) より $f^{R}(r)$ が以下の再帰関係式に変形されることに注意して
おこ う。

$f^{R}(r)= \frac{\pi_{r+1}}{(r+1)\pi_{r}}[f(r+1)+rfR(r+1)]$ . (2)

補題 1 最適政策下での成功確率 $V$ は、 以下のように与えられる。

$V=\{$

$\frac{s}{n-m+1}\sum_{k=S}^{n}\frac{1}{k}j=k+\sum_{1}^{n}\frac{1}{j}$ , $m<s$

$\frac{s}{n-m+1}(_{js}\sum_{=}^{m-1}\frac{1}{j}\sum_{mk=}^{n}\frac{1}{k}+\sum^{-1}\frac{1}{j}\sum\frac{1}{k})j=mnk=jn+1$
’

$m\geq s$ .

(証明) はじめに、 $m<s$ のケースに対して示す。
ここでは、 (2) と定理 1より $f^{R}(r)$ の再帰関係式を求め、 これを嫁こついて各区間 $(s\leq$

$r\leq n_{\text{、}}m\leq r<s_{\text{、}}1\leq r<m)$ に対して再帰的に代入を繰り返すことで成功確率を導出
する。

$s\leq r\leq n$ に対して、 $f^{R}(r)= \frac{n-r}{(r+1)(n-r+1)}[f^{A}(r+1)+rf^{R}(r+1)]$ より $f^{R}(s)$ は以下のよ
うになる。

$f^{R}(s)= \frac{s}{n-s+1}\sum_{k=s}^{n-1}\frac{1}{k}\sum_{1j=k+}^{n}\frac{1}{j}$ . (3)

$m\leq r<s$ に対して、 $f^{R}(r)= \frac{n-r}{n-r+1}f^{R}(r+1)$ より $f^{R}(m)$ は以下のようになる。

$f^{R}(m)= \frac{n-s+1}{n-m+1}f^{R}(s)$ .

$1\leq r<m$ に対して、 $f^{R}(r)=f^{R}(r+1)$ より成功確率は以下のようになる。

$V= \frac{s}{n-m+1}\sum_{k=s}^{n}\frac{1}{k}\sum_{1j=k+}\frac{1}{j}n$ . (4)
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同様にして、 $m\geq s$ のケースに対して示す。
$m\leq r\leq n$ に対して、 (3) より $f^{R}(m)$ 以下のようになる。

$f^{R}(m)= \frac{m}{n-m+1}\sum_{k=m}^{n}\frac{1}{-k}-1j=k+\sum_{1}\frac{1}{j}n$.

$s\leq r<m$ に対して、 $f^{R}(r)= \frac{1}{r+1}[f^{A}(r+1)+rf^{R}(r+1)]$ より $f^{R}(s)$ は以下のように

なる。

$f^{R}(s)= \frac{s}{n-m+1}(\sum_{j=s}^{m-1}\frac{1}{j}\sum_{k=m}n\frac{1}{k}+\sum_{=jm}^{n-}\frac{1}{j}1k=\sum_{+j1}^{n}\frac{1}{k}\mathrm{I}\cdot$ (5)

$1\leq r<s$ に対して、 $f^{R}(r)=f^{R}(r+1)$ より成功確率は以下のようになる。

$V= \frac{s}{n-m+1}(\sum_{j=s}^{m-1}\frac{1}{j}\sum_{k=m}n\frac{1}{k}+\sum_{=jm}^{n-}\frac{1}{j}1k=\sum_{+j1}^{n}\frac{1}{k}\mathrm{I}\cdot$ (6)

2.2 最適政策下での漸近的挙動
$r$

最適政策下で $m,$ $n$ が十分に大きいときの漸近的挙動を調べる。
$\frac{m}{n}arrow\alpha(0\leq\alpha\leq 1)$ となるように $m,$ $narrow\infty$ とし. $- f^{A}(r),$ $f^{R}(r)$ について $\frac{r}{n}arrow x$ とした

ときの極限を $F^{A}(x),$ $FR(x)$ とする。 また、 $\frac{s}{n}arrow s^{*}$ とする。

このとき、$m\leq r\leq n$に対して、定理 1より $f^{A}(r)-fR(r)= \frac{r}{n-r+1}\sum^{n}k=r\frac{1}{k}(1-\Sigma_{j+}^{n}=k1\frac{1}{j})$

であり、 これより、 ..

:. .. $-$

$F^{A}-(X)-F^{R}(X_{-}) arrow\frac{-x\log x(1+\frac{1}{2}\log x)}{1-x}$ (7)

となる。 ここで、 上式を $0$ とおくと、 $x=e^{-2}$ となる。 このことより、 $\alpha<e^{-2}$ と $\alpha\geq e^{-2}$

の場合分けが生じる。

補題 2: $\dot{arrow}m$

, $narrow\infty\backslash$ のときの閾値 $s^{*}$ は、 以下のように与えられる。

$s^{*}=\{$

$e^{-2}$ , $\alpha<e^{-2}$

. $e^{-1}.\sqrt{\alpha}$ , $\cdot.\alpha..\geq’ e^{-2}$ .

(証明) .$\cdot$

, $\cdot$

$\alpha<e^{-2}$ のケースに対しては、 (7) $j$ より直ちに得られる。
$\alpha\geq e^{-2}$ のケースに対しては、 $m,$ $narrow\infty$ のとき、 (1) (5) は、 以下のようになる。

$F^{A}(s^{*})$ $arrow$ $\frac{s^{*}}{1-\alpha}\log\frac{1}{\alpha}$ ,
..

$-\backslash$
$\cdot$

$F^{R}(S^{*})$ $arrow$ $\frac{s^{*}}{1-\alpha}\log\frac{1}{\alpha}[\log\frac{\alpha}{s}-*\underline{\frac{1}{9}}\log\alpha]$ .
$t^{\dot{\mathrm{f}}}$

ここで、 $F^{R}(S^{*})=F^{A}(S^{*})\text{とおいたとき_{の}根として与えられる}$。
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補題 3 $m,$ $narrow\infty$ のときの成功確率 $V^{*}$ は、 以下のように与えられる。

$V^{*}=\{$

$( \frac{2}{1-\alpha})e^{-2}$ , $\alpha<e^{-2}$

$( \frac{\sqrt{\alpha}\log\frac{1}{\alpha}}{1-\alpha})e^{-\iota}$ , $\alpha\geq e^{-2}$ .

(証明) $\alpha<e^{-2}$ のケースに対しては、 (4) より、$.\alpha\geq e^{-2}$ のケースに対しては、 (6)
より直ちに得られる。

3 おわりに

以上の結果より、応募者数 $N$ が $[m, n]$ 上の–様分布に従う場合においても最適政策は、
閾値ノレ一ノレとなることが示され、 $\frac{m}{n}arrow\alpha(0\leq\alpha\leq 1)$ となるように $m,$ $narrow\infty$ としたと
きの漸近的挙動において、 $\alpha<e^{-2}$ のとき、 閾値 $s^{*}$ が $\alpha$ に全く依存しないことは、興味
深い。

$\alpha=\frac{m}{n}$ となるように $m,$ $narrow\infty$ としたときの成功確率と閾値の数値例の表と図を以下
に与える。

$\alpha$
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