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概要: 本研究では, よく知られた $\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{A}\mathrm{B}$ 法と GPBiCG 法の (混合

型) 変形版として位置づけされる反復解法 GPBiCG $(m,\ell)$ 法を提案し, そ

の収束性能の評価を行なう. 二つの整数値:m と垣よ, 収束過程において

反復 $m$ 回繰り返す間のパラメータとその後反復 $\ell$ 回繰り返す間のそれと

が異なることを表す. すなわち, 前者の $m$ は $\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{A}\mathrm{B}$ 法のパラメー

タを使う回数 (ステップ数) を, 後者の $\ell$ は GPBiCG 法のそれを使う回
数 (同) を各々表している. 収束のロバスト性と効率向上が本研究の目指
す目標である.

[補記] 本研究は, 1999年 11月の本研究集会にも参加し, 翌月 18日不慮の事故 (2000年 3月

Rostock 大学教授への就任直前の事故だった) で夫折された Priv.-Dz. Dr. RUUdiger Weiss との反

復解法の収束性に関する討議が元になっていることを付記したい [2].

1 はじめに

次の連立 1次方程式を反復解法で解くことを考える.

$Ax=b$, (1.1)

ここで, 係数行列 $A$ は非対称スパース行列で大きさは $n\cross n$ とする. $b$ は $n$ ベクトルとする. ま

た, $x_{0}$ は反復計算の初期の解とし, $r_{0}=b-\mathrm{A}X_{0}$ は初期残差ベクトルを表すものとする.
この連立 1次方程式を解くクリロフ部分空間法に属する反復解法には, CGS 法 [9], $\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{A}\mathrm{B}$

法 [10], $\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{A}\mathrm{B}2$ 法 [3], $\mathrm{G}\mathrm{P}\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}[12]$ 法など多数の解法がよく知られる. 一般に, $\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{A}\mathrm{B}$

法はその効率のよさが, -方 GPBiCG 法は理路整然としたそのアルゴリズムの導出方法が魅力の
-つであると思われる. ところが, GPBiCG 法はそのアルゴリズムが頑丈になったのに伴い反復
1回当たりの演算量が増え, 丸め誤差に弱いときがある. 案外, その中間の性質を有する (と思わ

れる)BiCGSTAB2法が応用問題などで他の解法と比較して収束性や効率の面で優位に立つ場合も
多い. このような実際の現象に対する素朴な疑問への考察が本研究を行なうきっかけとなった.

2 GPBiCG 法と GPBiCG $(m, \ell)$ 法の関係について

rそれらの解法は–般積型の $(\underline{\mathrm{G}}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{Z}\mathrm{e}\mathrm{d}\underline{\mathrm{P}}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{p}\mathrm{e})\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}$法としてまとめられる [12]. そ

の元となる GPBiCG 法のアルゴリズムは以下のように示される. ただし, $\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{A}\mathrm{B}$ 法では, 中

間変数 yk , $u_{\mathrm{k}}$ , $z_{\mathrm{k}}$ , $w_{\mathrm{k}}$ は省略できるので, そのアルゴリズムは簡素化される.

$\bullet$ GPBiCG 法のアルゴリズム:

Let $x_{0}$ be an initial guess, and put $\mathrm{r}_{0}$ $=b-\mathrm{A}x0$ . Set $t_{-1}=w_{-1}=0,$ $\beta_{-1}=0$ .

For $k=0,1,$ $\ldots$ , do:

begin: Pk $=r_{\mathrm{k}}+\beta_{\mathrm{k}-1}(\mathrm{P}\mathrm{k}-1 -- u_{\mathrm{k}-1})$, $y_{\mathrm{k}}=t_{\mathrm{k}-1}-r_{\mathrm{k}}-\alpha_{\mathrm{k}^{w}\mathrm{k}-1}+\alpha_{\mathrm{k}}\mathrm{A}_{p_{\mathrm{k}}}$,

$t_{\mathrm{k}}=r_{\mathrm{k}}-\alpha \mathrm{k}\mathrm{A}p\mathrm{k},$ $u_{\mathrm{k}}=(_{\mathrm{k}}\mathrm{A}p_{\mathrm{k}}+rk(t_{\mathrm{k}1}--r_{\mathrm{k}}+\beta_{\mathrm{k}-1}u_{\mathrm{k}-}1),$ $z_{\mathrm{k}}=(\mathrm{k}r\mathrm{k}+7k^{z_{\mathrm{k}-1}-\alpha_{\mathrm{k}}u}\mathrm{k}$,

$x_{\mathrm{k}+1}=x_{\mathrm{k}}+\cdot\alpha_{\mathrm{k}p\mathrm{k}}+Z\mathrm{k}$, $r_{\mathrm{k}+1}=t_{\mathrm{k}}-\eta \mathrm{k}y\mathrm{k}^{-}(\mathrm{k}\mathrm{A}t\mathrm{k},$
$w_{\mathrm{k}}=\mathrm{A}t_{\mathrm{k}}+\beta_{\mathrm{k}}\mathrm{A}p\mathrm{k}$

end.
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ここで, 収束過程におけるパラメータ $\alpha_{k}$ と \beta たは $\alpha_{k}=\frac{(\tau_{0}^{*},r_{\mathrm{k}})}{(r_{0’ \mathrm{k}}^{*\mathrm{A}_{P})}}$ , $\beta_{k}=\neq^{\alpha_{k}}\cdot\frac{\mathrm{t}r_{0}^{2},r\mathrm{k}+1)}{\langle r_{0}^{*},r_{\mathrm{k}})}$ と与え

られる. GPBiCG 法では, さらに二つのパラメータが必要であり, それらの計算式は次のように
表される.

$\{$

$(y_{\mathrm{k}},y_{\mathrm{k}})(\mathrm{A}t_{\mathrm{k}}, t_{\mathrm{k}})-(y\mathrm{k}, t\mathrm{k})(\mathrm{A}l_{\mathrm{k}y\mathrm{k}},)$

$(_{k}$ $=$

$\eta_{k}$ $=$

$\frac{(\mathrm{A}t_{\mathrm{k}},\mathrm{A}t_{\mathrm{k}})(At_{\mathrm{k}},\mathrm{A}t_{\mathrm{k}})^{(yy\mathrm{k}\{^{-}}(y_{\mathrm{k}},t\mathrm{k}\mathrm{k},-\{_{y_{\mathrm{k}}’}y\mathrm{k}\mathrm{A}\mathrm{A}\ell t_{\mathrm{k}\{}\mathrm{k}}{(\mathrm{A}t_{\mathrm{k}},\mathrm{A}t_{\mathrm{k}})(y_{\mathrm{k}},y_{\mathrm{k}})-(y_{\mathrm{k}},\mathrm{A}t_{\mathrm{k}})(},$

方, 表 1に従来の $\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{A}\mathrm{B}$ 法, $\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{A}\mathrm{B}2$ 法, GPBiCG $(m, \ell)$ 法における収束過程にお
ける反復毎のパラメータ $\eta_{k}$ と ($k,$ $\mathrm{G}\mathrm{P}\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}(m,\ell)$ 法との対応関係, 残差多項式の漸化式を示す.
すなわち, $\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{A}\mathrm{B}$ 法は GPBiCG$(1,0)$ 法に, 同じ $\langle$ GPBiCG 法は GPBiCG $(\mathrm{o},1)$ 法に, そし
て $\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{A}\mathrm{B}2$ 法は GPBiCG$(1,1)$ 法に対応し, それらはいずれも GPBiCG$(m,\ell)$ 法に包含され
る. 言い換えると, GPBiCG$(m, \ell)$ 法は $\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{A}\mathrm{B}2$ 法の拡張版とも言える. 二つのパラメータ

$\eta_{k}$ と $(_{k}$ は残差ノルム $||r_{\mathrm{k}+1}||_{2}=||t_{\mathrm{k}}-\eta_{\mathrm{k}}y_{\mathrm{k}}-(_{\mathrm{k}}\mathrm{A}t_{\mathrm{k}}||_{2}$ が最小になるように決められる.

表 2に, 通常の 5点差分近似で ILU 分解のときの各反復解法の反復 1回当たりの演算量の見
積もりと比率を示す. $\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{A}\mathrm{B}2$ 法の演算量は偶数回と奇数回の平均値である. この表から,
$\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{A}\mathrm{B}$ 法の演算量が少ないこと, そして対照的に GPBiCG 法のそれが多いことがわかる.

表 2: 5点差分近似で ILU 分解のときの各反復解法の反復 1回当たりの演算量と比率
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表 3に, $\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{A}\mathrm{B}‘ 2$ 法, GPBiCG$(1, l)$ 法, および GPBiCG$(7,1)$ 法の具体的な整数値 $m$ と
$\ell$ のときの各反復ステップで用いられる $\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{A}\mathrm{B}$ 法と GPBiCG 法の組み合わせの例を示す.
収束するまでこのパターンは繰り返される.

表 3: $\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{A}\mathrm{B}2$ 法, GPBiCG $(1, \ell)$ 法, GPBiCG $(m, 1)$ 法の場合の各反復ステップで用いられる
$\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{A}\mathrm{B}$ 法 (表中 “Stab” と表記) と GPBiCG 法 (表中 “

$\mathrm{G}$
” と表記) の組み合わせの例

3 数値実験

ここでは, GPBiCG$(m,\ell)$ 法を 4つのテスト問題に適用し, その収束性と効率について調べる
ことにする. テストに使った問題は, 文献 [3] [5] [6] [8] [10] [12] などから引用した. 性能比較のた
めに, $\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{A}\mathrm{B}$ 法, GPBiCG 法, $\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{A}\mathrm{B}2$ 法も調べた. 係数行列は, その要素が実数のと
きと複素数のとき, 行列の前処理がある場合と無い場合などについて調べた. 演算はすべて倍精度
浮動小数点演算で, 計算は Compaq Alpha 21264 $(500\mathrm{M}\mathrm{H}\mathrm{z})$ 上で行なった. 使用言語は Fortran90,
コンパイルオプションは “-fast” を指定した. 搭載メモリは $512\mathrm{M}\mathrm{B}$ である.

3.1 問題 1

ここでは, 次の実数 Toeplitz 行列に対して GPBiCG$(m,\ell)$ 法の収束性を調べた. 行列の次元
数は 16384である.

$A:=[\gamma 02$

$\gamma 021$

$\gamma 021$

$.021.$

.

$\cdot 21.$

.

$\cdot..\cdot.\cdot]$

連立 1次方程式の右辺項は解ベクトルが全て 1になるように定めた. また, パラメータ $\gamma$の値
は 1.0から 165まで変化させた. 表 4に, 収束までに要した反復回数を示す. 収束判定は相対残差
2 ノルム $\log_{10}||r_{k}||_{2}/||r_{0}||_{2}$ が $10^{-12}$ 以下のときとした. 解ベクトルの初期値はすべて $0$ とした.
最大反復回数は 2000回とした. 立中の “-,, は最大反復回数までで収束しなかったことを表す. 下
線を付けた数字はパラメータごとの CPU 時間が最も少ないものを表す.
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表 4: 問題 1に対する収束までの反復回数と CPU 時間 (秒)

図 1に問題 1で\mbox{\boldmath $\gamma$} $=1.65$ のときのいずれも前処理なしの $\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{A}\mathrm{B}$ 法, $\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{A}\mathrm{B}2$ 法, GP-
$\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}$ 法, GPBiCG$(1,2)$ 法, GPBiCG$(2,1)$ 法の収束の履歴を示す. この図から, 従来の方法に比
べて GPBiCG $(m, \ell)$ 法の収束のよさがわかる.
表 4から, $\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{A}\mathrm{B}$ 法と GPBiCG 法の収束があまりよくないことがわかる. -方, GPBiCG

$(m, \ell)$ 法はロバストな収束特性を持っていることもわかる. 特に, パラメータ $\gamma$ が大きな値のと
き, GPBiCG$(1,2)$ 法と GPBiCG$(2,1)$ 法は収束性のよさと効率のよさを兼ね合わせて持っている
ことがわかる. また, パラメータ $\gamma$ が小さな値のときは, GPBiCG$(m, 1)$ 法の方が GPBiCG$(1$ ,

$\ell)$ 法よりも効率的であることもわかる.

32 問題 2

ここでは, 実数行列の別の問題 ([10] の改題) を取り扱うことにする. 解くべき方程式は以下の
偏微分方程式である.

$-(A(x, y)u_{x})x-(A(x, y)u_{y})_{y}+B(x, y)u_{x}=F(x, y)$ (3.1)

境界条件は全周 Dirichlet 条件, すなわち三辺 $y=0,$ $x=0$ および $x=1$ 上で $u=1$ , かつ 1
辺 $y=1$ 上で $u=0$ とした. 領域全体を等間隔の格子で分割し, 通常の 5点差分近似で連立 1次
方程式を構成した. 格子点数は 201 $\cross 201=40401$ である. 方程式 (3.1) 中の関数 $A(x, y)$ の値は
単位正方形領域: $[0,1]^{2}$で以下のような値をとるものとする. 右辺の関数 $F(x, y)$ の値は, 中心部
分にある小さな正方形内部で $F(x, y)=100$ とした以外はすべて $0$ とした (図 2参照). 前処理とし
ては行列に ILU 分解を施し, 解ベクトルの初期値は全て $0$ とした. 他の解析条件は問題 1と同様
である.

表 5に, $B(x, y)=0$ のときの収束までに要した反復回数, CPU 時間 (秒) そして $\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{A}\mathrm{B}$

法の CPU 時間を 1としたときの比率を示す. 同じく, 表 6に, $B(x, y)=2\exp(2(x^{2}+y^{2}))$ のとき
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$\frac{\mathrm{o}}{\circ 0}|$,

$. \cdot\Phi\frac{\mathrm{o}}{\not\subset y\}\mathrm{q})}\supset$

$. \frac{.\mathrm{q}\vee\}\geq 1\mathrm{U}}{\propto\Phi}$

図 1: 問題 1で\mbox{\boldmath $\gamma$} $=1.65$ のときの $\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{A}\mathrm{B}$ 法, $\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{A}\mathrm{B}2$ 法, GPBiCG 法, GPBiCG $(1,2)$ 法,

GPBiCG$(2,1)$ 法の収束の履歴

$\sim$ ’-寡

.1.2{至;

... $j_{\dot{\mathrm{A}}:}$

や-. ’;

. 載, $\iota\backslash$.

図 2: 係数 $A(x, y)$ と $F(x, y)$ の分布と境界条件.
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表 5: $B(x, y)=0$ のときの反復回数と CPU 時間 (単位:秒) と比率.

表 6: $B(x, y)=2\exp(2(x^{2}+y^{2}))$ のときの反復回数と CPU 時間 (単位:秒) と比率.

の反復回数と CPU 時間 (秒) そして同比率を示す. 括弧内の数字は $\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{A}\mathrm{B}$ 法の CPU 時間を

1にしたときの比率を表す. 表 5から, GPBiCG$(2,1)$ 法を除 $\langle$ GPBiCG$(m, 1)$ 法が $\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{A}\mathrm{B}$

法よりも効率がよいこと, しかし, GPBiCG$(1, \ell)$ 法の効率はそれほどよくないことがわかる. –

方, 表 6から, GPBiCG$(1, \ell)$ 法が GPBiCG$(m, 1)$ 法よりも効率がよいことがわかる. また, 他

の解法に比べて $\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{A}\mathrm{B}$ 法の効率が特に悪いことがわかる.

3.3 問題 3

領域 $[0,1]^{2}$で全周 Dirichlet 条件を課した偏微分方程式を通常の 5点差分近似して得られた連
立 1次方程式を反復解法で解いた [5]. ここで, $D$ は定数とする.

$-u_{xx}-u_{y}y+D \{(y-\frac{1}{2})u_{x}+(x-\frac{1}{3})(x-\frac{2}{3})u\}y-43\pi u=G2(x, y)$ (3.2)

右辺の関数 $G(x, y)$ は解が全て $u(x, y)=$ l+x\sim こなるように定めた. 格子点数は $128^{2}=16384$

とし, 格子幅 $h(= \frac{1}{128+1})$ は–定とした. 前処理は通常の ILU 分解, 初期値は全て $0$ とした. 表 2

に収束までの反復回数 (最大:5000回) と CPU 時間 (秒) を示す. また, 表中の $”-,$, は最大反復回
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数までで収束しなかったことを表す. 下線を付けた数字は各 $Dh$ のときに CPU 時間が最も少ない
ものを表す. この問題では GPBiCG$(1, \ell)$ 法が速い.

この表から, $\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{A}\mathrm{B}$ 法の収束がかなり悪いこと, 特に, $Dh$ の大きさが $2^{-2}$ と $2^{0}$ の間
にあるときその傾向が顕著であることがわかる. また, テストしたあらゆる方法が小さな値の $Dh$

に対して収束までの多くの反復回数が必要であることなどがわかる. すなわち, 収束性は $Dh$ の

大きさに敏感である. 例えば, GPBiCG$(m, 1)$ 法には大きな収束性能の低下をもたらしているが,
方, GPBiCG$(1, \ell)$ 法へはそれほど大きな影響は及ぼしていない. したがって, このようなタイ
プの問題には GPBiCG( $1,$ $p_{)}$ 法の使用が推奨できる.
図 3に, 問題 3に対するパラメータ $Dh=$ 2-3のときの, $\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{A}\mathrm{B}$ 法, $\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{A}\mathrm{B}2$ 法,

GPBiCG法, GPBiCG$(1,4)$ 法の収束の履歴を示す.

34 問題 4

ここでは, 複素数の要素を持つ Toeplitz 行列に対する GPBiCG$(m,l)$ 法の収束特性を調べる
[6]. 行列の前処理は施さず, 次元数は 16384とする. 右辺項はすべて $b=(i, i, \cdots, i)^{\mathrm{T}}$ とし, パ
ラメータ $\gamma$ の値は 2.0から 36まで変化させた. ここで, $i=\sqrt{-1}$である.

$A:=[\gamma i4$

$\gamma i40$

$\gamma i401$

$\mathrm{o}_{0}.7\gamma i41$

$0_{0}..\cdot 741$

.

$\cdot.\cdot..\cdot.\cdot..\cdot.\cdot]$
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$\circ 0^{1})$

$\frac{\mathrm{D}}{\not\subset(’)\mathrm{Q})}\supset\varpi$

$. \frac{\sim\varpi \mathrm{Q})\geq}{\not\subset \mathrm{Q})}$

図 3: 問題 3に対するパラメータ $Dh=2^{-3}$のときの, $\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{A}\mathrm{B}$ 法, $\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{A}\mathrm{B}2$ 法, GPBiCG
法, GPBiCG$(1,4)$ 法の収束の履歴

表 8に, CPU 時間 (秒) と収束までの反復回数を示す. 下線をつけた数字は各パラメータ $\gamma$ で

CPU 時間が最も少なかったものを表す. また, 図 4に, パラメータ $\gamma=3.6$ のときの, $\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{A}\mathrm{B}$

法, $\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{A}\mathrm{B}2$ 法, GPBiCG 法, GPBiCG$(1,3)$ 法, GPBiCG$(1,4)$ 法の五つの解法の収束の履歴
を示す. これらの結果から, パラメータ $\gamma$ が大きくなるに従って反復回数が増加することがわか
る. さらに, $\gamma$ の値が小さいときは, $\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{A}\mathrm{B}$ 法と GPBiCG$(m, 1)$ 法が効率がよいこと, –

方, $\gamma$ の値が大きくなると, GPBiCG $(1, \ell)$ 法の収束性がよいこと, などがわかる.

以上のテスト結果から, 次のような知見や GPBiCG$(m, \ell)$ 法の使用指針が得られた.

1. [ $\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{A}\mathrm{B}$ 法の重用]\Rightarrow BiCGSTAB 法がよい収束性を示すような問題に対して, 例え
ば, 小さなパラメータ $\gamma$ のときの問題 1や問題 2そして同じく小さな $\gamma$ のときの問題 4に
対しては, GPBiCG$(m, 1)$ 法の方が効率の面からさらによい結果が得られると思われる.

2. [GPBiCG 法の重用] $\Rightarrow$ -方, $\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{A}\mathrm{B}$ 法の収束が悪いとき, 例えば, 大きな値の $\gamma$

のときの問題 1や問題 3全般そして大きな値の $\gamma$ のときの問題 4に対して, GPBiCG$(1, \ell)$

法は効率とロバスト性においてよい性能を発揮すると思われる.

4 まとめ

簡便で効率のよいアルゴリズムを持つ $\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{A}\mathrm{B}$ 法とアルゴリズムが頑丈な GPBiCG 法の
二つの解法を解くべき問題の性質に応じて選択できる GPBiCG$(m,\ell)$ 法を提案し, その収束のロ
バスト性と効率を検証した. その結果, GPBiCG$(m,\ell)$ 法がそれらの性質を兼ね備えていること
を確認し有用性を示した.
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表 8: 問題 4に対する反復回数と CPU 時間 (秒)
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