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概要
近年, 量子計算機に関する研究が盛んに行われており,

従来の計算機に比べて, 能力が高い可能性があることが
報告されている. また, $\mathrm{N}\mathrm{M}\mathrm{R}$ を用いた量子計算機の実
現が報告されるなど, 注目を集めている. しかしながら,
現在のところ, 扱うことのできる量子ビット数は少数で
あり, したがって, 少量子ビットを用いた量子計算機の
能力の解析が重要性を増している.
本稿では, 少数 ( $1\sim$ 数個) の量子ビットを用いた計

算機の能力を解析するための計算モデルとして, 定数幅
量子ブランチングプログラムを導入し, また, 定数幅 (確
率) 可逆ブランチングプログラムを対比する従来の計算
モデルとして用いることにより, 量子計算モデルの優位
性を証明する.

1 はじめに

近年, 量子計算機に関する研究が盛んに行われており,
従来の計算機に比べて, 能力が高い可能性があることが
報告されている $[1, 4]$ . また, $\mathrm{N}\mathrm{M}\mathrm{R}$ を用いた量子計算機
の実現が報告されるなど, 注目を集めている. しかしな
がら, 現在のところ, 扱うことのできる量子ビット数は
少数であり, したがって, 少量子ビットを用いた量子計
算機の能力の解析が重要性を増している.
一方で, 従来の計算モデルとしてブランチングプログ

ラムと呼ばれる計算モデルについて研究が行われてきて
おり [2], 筆者らはこれを量子計算可能なモデルに拡張し
た量子ブランチングプログラムを提案している [3].
本稿では [3] で導入された定数幅量子ブランチングプ
ログラムにさらに適切な制約を加えた定数幅量子ブラン
チングプログラムを導入する. この定数幅量子ブランチ
ングプログラムは定数個の量子ビットを用いて実現可能
な計算モデルである. この計算モデルを用いて少数 (1 –

数個) の量子ビットを用いた計算機の能力を解析する. 定
数幅 (確率) 可逆ブランチングプログラムを対比する従来
の計算モデルとして用いることにより, 量子計算モデル
の優位性を証明する.

以下, 2 節で各種ブランチングプログラムの定義を行
$\mathrm{A}\mathrm{a},$ $3$ 節で定数幅量子ブランチングプログラムと定数幅

行 ($\text{確}\mathrm{r}\overline{\mathrm{T}}$

う
$\text{率}.$

) 可逆ブランチングプログラムの計算能力の比較を

2 ブランチングプログラム
以下に各種プランチングプログラムの定義を示す.

定義 1 確率ブランチングブログラム
確率ブランチングプログラム (Probabilstic Branching

Program, $\mathrm{P}\mathrm{B}\mathrm{P}$ ) は 0 も $\llcorner$ $\langle$ は 1 のラベルを持つ終端
節点と, 内部節点を持つ根付き非巡回有向グラフである.
入り次数が 0 の節点を根と呼ぶ. 根は複数存在して良い
こととする. 内部節点は論理変数でラベル付けされてお
り, \sim 枝, 1-枝と呼ばれる出る辺が接続している. また
各辺 $e$ には $0\leq w(e)\leq 1$ なる重み $w(e)$ が付カ $\mathrm{I}$されて
いる. 今, 節点 Iこ接続している \sim 枝, 1-枝の集合をそ
れぞれ $E_{0}(v),$ $E_{1}(u)$ とする. このとき,

$\sum_{e\in E_{\mathrm{O}}(v)}w(e)=1,\sum_{e\in E_{1}(v)}w(e)=1$

である. 辺の重みは次のステップでその辺を力どるとい
う事象に対する確率を表す. 根である節点の中にソース
と呼ばれる他の節点と識別可能な節点がある. 各節点に
はレベルと呼ばれる自然数が対応付けられており, レベ

ル $i$ の節点から出る辺はレベル $i+1$ 以上の節点をさす.

口

入力 $\epsilon$ が与えられたとき, ソースを初期節点として,
節点にラベル付けされた変数の値が 0 ならぼ \sim 枝を, 1
ならば 1-枝を重みとして与えられた確率にしたがってた
どる. 0 がラベル付けされた終端節点にたどり着いたな
ら 0 を, 1 がラベル付けされた終端節点にたどり着いた
なら 1 を出力する.
入力 ae に対して関数 $f(ae)$ の値を誤り確率 $\frac{1}{2}-\epsilon(\frac{1}{2}\geq$

$\epsilon>0)$ 以下で出力する確率ブランチングプログラムを,
$f$ を計算する確率ブランチングプログラムと呼ぶ.
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図 1: $f=xy$ をそれぞれ誤り確率 0, 02 で計算す
る確率ブランチングプログラム

図 1 に確率ブランチングプログラムの例を示す.

定義 2 可逆ブランチングブログラム
ブランチングプログラムの各節点について, 入る \sim 枝,

1-枝の本数がそれぞれ高々 1 本でかつ, その枝は同じ変
数がラベルつけされた節点から出ているとき, 可逆ブラ
ンチングプログラム (bversible B{wc石 ng Program,
RBP) と呼ぶ.

口

定義 3 量子ブランチングブログラム
量子ブランチングプログラム (Quantum Branching

Program, QBP) は 0 もしくは 1 のラベルを持つ終端
節点と, 内部節点を持つ根付き非巡回有向グラフである.
根は複数存在して良いこととする. 内部節点は論理変数
でラベル付けされた変数節点と, 論理変数でラベル付け
されていないダミー節点がある. 各内部節点には \sim 枝,
1-枝と呼ばれる出る辺が接続している. また各辺 $e$ には
$0\leq|w(e)|\leq 1$ なる複素数の重み $w(e)$ が付加されてい
る. ダミー節点においては, その \sim 枝, 1-枝は重みも含
めて同じものである. 今, 節点 $v$ に接続している \sim 枝,
1-枝の集合をそれぞれ $E_{0}(v),$ $E_{1}(v)$ とする. このとき,

$\sum_{\mathrm{e}\epsilon B_{0}(v)}|w(e)|^{2}=1,\sum_{e\in E_{1}(v)}|w(e)|^{2}=1$

である. 辺の重みは次のステップでその辺をたどるとい
う事象に対する確率振幅を表す1. 根である節点の中に
ソースと呼ばれる他の節点と識別可能な節点がある. ま
た, 節点の集合 $V$ は 1 でラベル付けされた終端節点から
なる受理状態集合 $(V_{a\mathrm{c}\mathrm{c}}),$ $0$ でラベル付けされた終端節
点からなる非受理状態集合 (K。D, 内部節点からなる非
停止状態集合 $(V_{non})$ に分割される. QBP の様相は節点
のみによって表されるため, 以後, QBP の様相と QBP
の節点を同一視する. 各節点にはレベルと呼ばれる自然
数が対応付けられており, レベル $i$ の節点から出る辺は
レベル $i+1$ 以上の節点をさす.

口

QBP $P$ の重ね合わせ状態 $1\mathrm{h}l_{2}(V)$ の任意のノルム 1
の要素である. 各様相 $v\in V$ に対して, 列ベクトル $|v\rangle$

を次のように定義する.

1 確率振輻の絶対値の 2 乗が確率となる.

. $|V|$ 行の列ベクトルである.. $v$ に対応する行が 1, 他の行は 0 である.

状態遷移関数 $\delta$ : $(V\cross\{0,1\}\cross V)arrow \mathbb{C}$ を以下のよ
うに定義する.

$\delta(v, a, v’)=w(e)$

ここで $a\in\{0,1\}$ であり, $a=1$ のとき $\delta(v, a, v’)$ は $v$

から $v’$ への 1-枝の重みとし, $a=0$ のとき $\delta(v, a, v’)$

は $v$ から $v’$ への \sim 枝の重みとする. 該当する枝が存在
しない場合は $\delta(v, a, v’)=0$ とする.
状態遷移行列 $aU_{\delta}^{e}$ を以下のように定義する.

$U_{\delta}^{l}(|v \rangle)=,\sum_{v\in V}\delta(v, x(v),$
$v’)|v’\rangle$

ここで ae は入力を表し, $v$ が変数節点のとき, $x(v)$ は ae
における, 節点 $v$ にラベル付けされた変数に対する値を
表す. $v$ がダミー節点のときは, $\delta(v, 0, v’)=\delta(v, 1, v’)$

であるため, $x(v)$ は 0, 1 どちらの値でも良い. ここで

は 1 と定義する.
$aU_{\delta}^{e}$ がユニタリ行列の時, 対応する QBP は well-

formed であるという. つまりこのとき, QBP は量子
理論に従うと言える. $\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{U}$-formed を QBP にするため
に, 終端節点からの遷移を適切に定義する必要がある. 以
降では図中に終端節点からの遷移も \sim 枝, 1-枝として表
記する. また, 以降では, well-formed である量子ブラ
ンチングプログラムのみを考える.
オブザーバブル $O=E_{non}\oplus E_{a\mathrm{c}\mathrm{c}}\oplus E_{rej}$ を以下のよ

うに定義する.

$E_{\mathfrak{n}on}$ $=$ $span\{|v\rangle|v\in V_{non}\}$

$E_{a\mathrm{c}\mathrm{c}}$ $=$ $span\{|v\rangle|v\in V_{a\mathrm{c}\mathrm{c}}\}$

$E_{r\mathrm{e}j}$ $=$ span$\{|v\rangle|v\in V_{rej}\}$

また, オブザーバブル $O$ について観測を行なった際の出
力を $E_{n\mathrm{o}n},$ $E_{a\mathrm{c}\mathrm{c}},$ $E_{rej}$ それぞれに対して “non”, “

$\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{c}$”,
“

$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{j}$

” とする.
量子ブランチングプログラムが計算する関数を以下の

ように定義する.
ソースである節点を $v_{\epsilon}$ . 初期状態を $|\psi_{0}\rangle$ $=|v_{S}\rangle$ と

し, 以下の操作を行なう.

1. $|\psi_{:+1}$ ) $=U_{\delta}^{l}|\psi_{:}\rangle$ とする.

2. $|\psi:+1$ ) をオブザーバブル $O$ で観測する. 観測に
よって $|\psi_{i+1}\rangle$ は観測された部分空間への射影へと
収縮する. “

$\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{c}$

” が観測されれば 1 を出力する.
“

$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{j}$

” が観測されれば 0 を出力する. “non” が観
測されれば (1) を繰り返す.

上記 (1), (2) の操作を合わせて 1 ステップ分の操作と
呼ぶことにする.
入力 ae に対して関数 f(\rightarrow の値を誤り確率 $\frac{1}{2}-\epsilon(\frac{1}{2}\geq$

$\epsilon>0)$ 以下で出力する量子ブランチングプログラムを,
$f$ を計算する量子ブランチングプログラムと呼ぶ.

図 2 に量子ブランチングプログラムの例を示す.
ブランチングプログラム中の任意の節点について, レ

ベル $i$ の節点から出る辺がレベル $i+1$ の節点を指すと
き, そのブランチングプログラムを標準型ブランチング
プログラムと呼ぶ. 後に述べる条件 1 を満たす量子ブラ
ンチングプログラムは標準型ブランチングプログラムで
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図 2: $f=xy\oplus$ をそれぞれ誤り確率 0 で計算する
量子ブランチングプログラム. 各辺の重みは $1/\sqrt{2}$

または $-1/\sqrt{2}$ であり, 図中では符号のみを記して

ある. 終端節点からの遷移は省略してある.

ある. また, 任意の確率ブランチングプログラムは標準
型ブランチングプログラムに変換できる. 以下では標準
型ブランチングプログラムのみを考える.

定義 4 定数幅ブランチングブログラム
入力変数の個数が $n$ 個の関数 $f_{n}$ に対してその関数

を計算する標準型ブランチングプログラム $P_{n}$ を考える.
$f_{n},$ $P_{n}$ それぞれに対して, 関数の属 $\{h\}$ とブランチ
ングプログラムの属 $\{P_{n}\}$ 考える. ある定数 $k$ が存在し
て, 任意の $P\in\{P_{n}\}$ なるブランチングプログラム $P$

に対して, 各レベルについて, そのレベルに属する節点
の個数が $k$ 以下であるとき, そのブランチングプログラ
ムの属を定数幅ブランチングプログラム, または, 幅-k
ブランチングプログラムと呼ぶ. 以降, 混乱が生じない
場合, 定数幅ブランチングプログラムに属する個々のブ
ランチングプログラムも定数幅ブランチングプログラム
と呼ぶ.

口

・レベル $i$ の節点から出る辺はレベル $i+1$ の節点
を指す.

口

幅-k 量子ブランチングプログラムが上記条件を満たすと
き, 各ステップにおいて, ブランチングプログラムの状態
は同じレベルの節点の重ね合わせとなっている. そのた
め, 各ステツプにおいて高々 $k$ 個の様相が重ね合わさっ
ていることになり, $\lceil log_{2}k\rceil$ 個の量子ビットを用いて, こ

の重ね合わせを表現することが可能である. この $k$ 個の
様相の集合を $Q=\{q_{1}, \ldots, q_{k}\}$ とする.
幅-k 量子ブランチングプログラムの節点の集合を $V$ ,

受理状態集合, 非受理状態集合, 非停止状態集合をそれぞ
れ Vacc’Vrej, Vnon とする. さらに, $\text{レ_{}\mathrm{A}\prime}.\mathrm{s}i$ の節点を
$V\dot{.}=\{v:,1, v:,2, \ldots, v:,k\}\subseteq V$ とする. また, $V_{a\mathrm{C}\mathrm{C}}.\cdot,=$

$\{v:,j|1\leq j\leq k, v:,j\in V_{a\mathrm{c}\mathrm{c}}\},$ $V.\cdot,r\mathrm{e}j=\{v\dot{.},j|1\leq j\leq$

$k,$ $v:,j\in Vrej\},$ $V_{non}\dot{.},=\{v:,j|1\leq j\leq k, v:,j\in Vnon\}$

とする. $\delta_{a}\dot{.},(q_{S}, qt)=\delta(v:,\epsilon, a, v:+1,t)$ とし. $\delta:,a$ を元に
$Q$ に対する状態遷移行列 U.$\cdot$ ,。を構或する. ここでオブ
ザーバブル $O:=E\dot{.},non\oplus E\dot{.},a\mathrm{c}\mathrm{c}\oplus E\dot{.},rej$ を以 Tのよう
に定義する.

$E\dot{.},$non $=$ $span${ $|q_{j}\rangle|v:,j\in V.\cdot,$non}
$E\dot{.},a\mathrm{c}c$ $=$ span$\{|q\mathrm{j}\rangle|v:,j\in V.\cdot,a\mathrm{c}c\}$

$E.\cdot,rej$ $=$ span{lqj $\rangle|v:,j\in V.\cdot,re\mathrm{j}$ }
元の幅-k 量子ブランチングプログラムのソースを $v_{1,j}$ と

する. このとき, $|\psi_{1}\rangle$ $=|qj\rangle$ を初期状態とし, 各ステツ
プ $i$ において, 以下の操作を行うことにより, $\lceil log_{2}k\rceil$ 個
の量子ビットを用いて元の定数幅量子ブランチングプロ
グラムの動作を模倣できる.
・元の幅-k 量子ブランチングプログラムは, 各レベ
ルにおいて, 読む必要のある変数は高々一つであ
る. つまり, 各ステツプにおいて, 重ね合わせ中
に存在する全ての様相で, 同じ変数を読むことに
なる. そこで, レベ\sim 垣で読む変数に対する入力
$a$ に対して, $|\psi:+1\rangle$ $=U\dot{.},a|\psi:\rangle$ とする.. $|\psi:+1\rangle$ をオブザーバブル $O$: で観測する. 観測に
よって $|\psi:+1\rangle$ は観測された部分空間への射影へと
収縮する. “

$\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{c}$

” が観測されれぼ 1 を出力する.
“

$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{j}$

” が観測されれば 0 を出力する. “non” が観
測されれば上記操作を繰り返す.

元のブランチングプログラムにおいて, $i$ ステツプ後の
重ね合わせ状態が

定義 5 順序付ブランチングプログラム
ブランチングプログラム $P$ と変数順序 $\pi=(x_{k_{1}}<$

$x_{k_{2}}<\ldots<x_{k_{n}})$ に対して, 根から終端節点までの任意
の経路について変数の出現順序が $\pi$ に従う時, つまり,
$i<j$ なら, $x_{k_{j}}$ が $x_{k_{:}}$ より先に出現することがないと
き, $P$ は順序付ブランチングプログラムであるという.

口

$|\psi’.\cdot\rangle=\alpha_{1}|v:,1\rangle+\cdots+\alpha_{k}|v:,k\rangle$

のとき, 対応する $\lceil l\mathrm{o}g_{2}k\rceil$ 個の量子ビットの重ね合わせは

$|\psi_{:}\rangle=\alpha_{1}|q_{1}\rangle+\cdots+\alpha_{k}|q_{k}\rangle$

であることに注意する.
口

量子ブランチングプログラムは次の条件を満たすとき
定数個の量子ビットを用いて実現可能である.

条件 1

・定数幅ブランチングプログラムである.
・同じレベルの変数節点には同じ変数がラベル付け
されている.

3 順序付き定数幅量子ブランチン
グプログラムの計算能力

以下に, 定数幅量子ブランチングプログラムとその対
比する従来の計算モデルである定数幅 (確率) 可逆ブラン
チングプログラムについて, いくつかの定理を示す.
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定理 1 順序付き幅-3 量子ブランチングプログラムは

$(x_{1}+x_{2}+\ldots+x_{m})(y_{1}+y_{2}+\ldots+y_{n})$

を計算可能である.

(証明)
$1/2>\epsilon>1/3$ とすることにより, 図 3 に示す順序付

き幅-3 量子ブランチングプログラムで計算できる. 以 T
にこのブランチングプログラムを説明する.
図 3 の (1) において, $x_{1}=1$ のとき,

$\frac{1}{\sqrt{2}}|v_{1})+\frac{1}{\sqrt{2}}|v_{2}\ranglearrow U_{\delta}^{l}\frac{1}{\sqrt{2}}|u_{1}\rangle+\frac{1}{\sqrt{2}}|u_{2}\rangle$

であり, (2) において,

$\frac{1}{\sqrt{2}}|v_{3})+\frac{1}{\sqrt{2}}|v_{4}\ranglearrow U_{\delta}^{l}|u\epsilon\rangle$

である.

Case 1 $(x1+\cdots+x_{m})=0,$ $(y1+\cdots+y_{n})=0$ のとき
$r_{1}$ にて $‘ \mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{j}$

” を得る確率が $\epsilon,$ $r_{2}$ にて ‘Yej” を
得る確率が $\frac{1}{2}(1-\epsilon),$ $r\epsilon$ にて $‘ \mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{j}$

” を得る確率が
$\frac{1}{2}\cdot\frac{1}{2}(1-\epsilon)$ . よって $‘ \mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{j}$

” を得る確率は $-sA_{4} \epsilon>\frac{1}{2}$

Case 2 $(x_{1}+\ldots+x_{m})=0,$ $(y1+\cdots+y_{n})=1$ のとき
$r_{1}$ にて ‘管$\mathrm{e}\mathrm{j}$

” を得る確率が $\epsilon,$ $r_{2}$ にて ‘Yej” を得
る確率が $\frac{1}{2}(1-\epsilon),$ $rs$ にて $‘ \mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{j}$

” を得る確率が 0.
よって $‘ \mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{j}$

” を得る確率は $\frac{1}{2}+\epsilon>\frac{1}{2}$

Case 3 $(x_{1}+\ldots+x_{m})=1,$ $(y_{1}+\ldots+y_{n})=0$ のとき
$r_{1}$ にて ‘管$\mathrm{e}\mathrm{j}$

” を得る確率力 $\sigma$

$\epsilon,$ $r_{2}$ にて $‘ \mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{j}$

” を得る
確率が 0, $r\epsilon$ にて urej” を得る確率が $\frac{1}{2}\cdot\frac{1}{2}(1-\epsilon)$ .
よって $‘ \mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{j}$

” を得る確率は $\frac{1}{4}+\frac{3}{4}\epsilon$ である. $\epsilon>\frac{1}{3}$

より, この確率は $\frac{1}{2}$ より大きい.

Case 4 $(x_{1}+\ldots+x_{m})=1,$ $(y1+\cdots+y_{n})=1$ のとき
$r_{1}$ にて ‘管$\mathrm{e}\mathrm{j}$

” を得る確率が $\epsilon,$ $r_{2}$ にて $‘ \mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{j}$

” を得
る確率が 0, $rs$ にて ‘Yej” を得る確率が 0. よっ
て $‘ \mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{j}$

” を得る確率は $\epsilon<\frac{1}{2}$ である.

口

上記ブランチングプログラムは条件 1 を満たす. つまり,
定数個の量子ビットを用いて実現可能である.

定理 2 順序付き曝 2 量子ブランチングプログラムは
$\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} k$ を計算可能である.
つまり, 入力変数 $\{x_{1}, \ldots,x_{n}\}$ ($x$: : 論理変数) に対

して, 値 1 が割り当てられている変数の個数が $k\cdot m(m$ :
整数) のときかつそのときのみ 1 を返す関数を誤り確率
$\frac{1}{2}-\epsilon(\frac{1}{2}\geq\epsilon>0)$ 以下で計算する順序付き曝 2 量子ブ
ランチングプログラムが存在する.

(証明)
図 4 にこの関数を計算する順序付き番 2 量子ブラン

チングプログラムを示す.
$\sqrt{\overline{2}+\epsilon}\cdot\cos\frac{\pi}{k}<\sqrt{\overline{2}}$ となるように $\epsilon(\frac{1}{2}\geq\epsilon>0)$

を定める. ブランチングプログラムの 2 番日のレベル
以降は, 変数に値 1 が割り当てられているとき, 2 次
元の状態空間上で $\pi/k$ の回転を行っている. したがっ
て, $\{x_{1}, \ldots, x_{n}\}$ のうち, 値 1 が割り当てられている変
数の個数が訃 $m$ (m:整数) のとき, “

$\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{c}$

” を得る確率
が $\frac{1}{2}+\epsilon$ となり, それ以外のときは “$\kappa \mathrm{c}$

” を得る確率が
$( \frac{1}{2}+\epsilon)\cos^{2}\frac{\pi}{k}(<\frac{1}{2})$ より小さくなる.

《a�

$(\cdot)$

|I》

(b》

$(\cdot)$

《.》

《.》

Ib》

図 3: $(x_{1}+x_{2}+x_{3}+x_{4})(y_{1}+y_{2}+y\mathrm{s}+y_{4})$ を計

算する量子ブランチングプログラム. (a), (b) はそ
れぞれ同じ確率振幅が重みとして付加されている.

口

上記ブランチングプログラムは条件 1 を満たす. つまり,
定数個の量子ビットを用いて実現可能である.

定理 3 順序付き定数幅可逆ブランチングプログラムは

$(x_{1}+x_{2}+\ldots+x_{m})(y_{1}+y_{2}+\ldots+y_{n})$

を計算不可能である.

口

(証明)
$(x_{1}+x_{2}+\ldots+x_{m})(y_{1}+y_{2}+\ldots+y_{n})$ を\Xi --慣する順序

付き定数幅可逆ブランチングプログラムが存在すると仮定
する. いま, $m=n$ と $\llcorner$ , 入力変数を $X=\{x_{1}, \ldots, x_{n}\}$ ,
$Y=$ { $y_{1},$ $\ldots$ ,y、} とする. $L$ を変数順序の最初の $n$ 個の
変数からなる集合, $R$ を変数順序の残りの $n$ 個の変数から
なる集合とし, $X_{L}=X\cap L,$ $X_{R}=X\cap R,$ $Y\iota=Y\cap L$ ,
$Y_{R}=Y\cap R$ とする. ここで, $|X_{L}|\geq|Y_{L}|$ として一般性
を失わない. 今 p $Y_{L},$ $X_{R}$ に属する変数すべてに 0 を割り
当て, これらの変数がラベル付けされた節点を縮約したブ
ランチングプログラムを考える. このブランチングプログ
ラムは, $(x_{1}+x_{2}+\ldots+x|x_{L\mathrm{I}})(y_{1}+y_{2}+\ldots+y|Y_{R}|)$ を t目牢
するブランチングプログラムである. いま, $|X_{L}|=|Y_{R}|$

である. ここで, $|X_{L}|=|Y_{R}|=n,$ $X=X_{L},$ $Y=Y_{R}$

と置き直す. すると, このブランチングプログラムは,
$(x_{1}+x2+\cdots+x_{n})(y_{1}+y2+\cdots+y_{n})$ を計算すること
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図 4: mod $k$ を計算する量子ブランチングプログ
ラム.

になる. ここで, 変数順序は $(x_{k_{1}}<\ldots<x_{k_{\mathfrak{n}}}<y\iota_{1}<$

. . . $<y\iota_{r\iota}$ ) である. 今, 一般性を失うことなく変数順序
を $(x_{1}<\ldots<x_{n}<y_{1}<\ldots<y_{n})$ とし, また, レベ

ル $i$ の節点に変数順序が $i$ 番目の変数がラベル付けされ
ているとする.
入力 ae にしたがって, ソースからレベル $i$ まで枝を

たどると節点 $v$ に行き着くとき, $D^{l}\dot{.}=v$ と表す. 次の
ような相異なる 2 つの入力 $ae_{1},$ $ae_{2}$ を考える.. $x_{1}$ : $y_{1}=1$ , その他は 0. $ae_{2}$ : $x_{a_{1}}=x_{a_{2}}=\cdots=x_{a_{8}}=y1=1,1\leq at<$

$n$ , その他は 0
このブランチングプログラムは可逆であるので, \sim 枝, 1-
枝によって各レベル間の節点の間で 1 対 1 対応が定義さ
れているとみなすことができる. したがって, $n$ の値が十
分大きいとき, $D_{n+1}^{l_{1}}=D_{n+1}^{X_{2}}$ となるように $a_{1},$ $\ldots,$

$a_{s}$

を定めることができる. しかしながら, 町に対しては 0
が正答であり, $ae_{2}$ に対しては 1 が正答である. これは
矛盾である.

口

定理 4 順序付き幅-2 確率ブランチングプログラムは
$f=$ mod $k$ を計算不可能である. つまり, 入力変数
{ $x_{1},$ $\ldots$ , x。} ( $x_{i}$ : 論理変数) に対して, 値 1 が割り
当てられている変数の個数が $k\cdot m$ (m:整数) のときかつ
そのときのみ 1 を返す関数を誤り確率 $\frac{1}{2}-\epsilon(\frac{1}{2}\geq\epsilon>0)$

以下で計算することが不可能である.

(証明)
$f=\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} k$ を計算する順序付き幅-2 確率ブランチン

グプログラムが存在すると仮定する.
人力変数を $X=\{x_{1}, \ldots, x_{n}\}$ と $\llcorner$ , 変数順序を $\pi=$

$(x_{1}<\ldots<x_{n})$ とする. $k$ に対して入力変数の個数 $n$

が十分に大きいと仮定する. 変数順序が $k/2$ 番目の変数
$x_{9}$
がレベル $k’$ 以降出現しないと仮定する. このような

$k’$ の最小値を考える. レベル $k’$ までに変数順序の最初
の $m(2k’\geq m\geq k/2)$ 個の変数が出現していると仮定
する. レベル $k’$ の各節点を $v1,$ $v_{2}$ とする. 節点 $v$ から
入力 ae にしたがって枝を辿ったとき, 節点 $u$ にたどり着
く確率を $P(v, ae, u)$ と表す.
レベル $k’$ までに出現する変数のうち, 変数順序の最初

の $k/2$個の入力変数 $\{x_{1}, \ldots,x\not\in\}$ に対しては任意の値を
割り当て, 残りの $m-k/2$ 個の入力変数 {x\S +l , $\ldots,x_{m}$ }
に対しては 0 を割り当てた入力 $\mathrm{g}_{1},$ $ae_{2},$ $ae\epsilon$ を考え, こ

れらは値 1 が割り当てられた変数の個数が互いに異なる
ものとする. $P(smroe, ae_{1}, v_{1})>P(smroe,ae_{2}, v_{1})>$

$P$ (souroe,ae $\mathrm{a},$ $v_{1}$ ), $P$(source, $ae_{1},$ $v_{2}$ ) $<$

$P$(souroe, $ae_{2}$ , v2)<P(s\mbox{\boldmath $\alpha$}『oe, $ae_{3},$ $v_{2}$) として一般性を
失わない.

$\mathrm{g}_{2}$ に対して, $f(ae_{2}\cdot y_{2})=1$ となるような変数順序の残
りの変数に対する入力 $y_{2}$ を考える. $P(v_{1}, y_{2}, ac\mathrm{c})\geq 1/2$

とする. このとき, P(sou『oe, $ae_{1}\cdot y_{2},$ $acc$) $>1/2$ となり,
$f(ae_{1}\cdot y_{2})=0$ に矛盾する. したがって $P(v_{1}, y_{2}, acc)<$

$1/2$ である. つまり, $P(v_{2}, y_{2}, acc)>1/2$ である. こ

こで,

$P(v_{1}, y_{2}, acc)<1/2,$ $P(v_{2}, y_{2}, acc)>1/2$

$P(smrce, ae_{3}, v_{1})<P(souroe, ae_{2}, v_{1})$

$P$(source, 23, $v_{2}$ ) $>P$(smrce, $ae_{2},$ $v_{2}$)
さらに,

$P$ (smrce, $ae_{2}\cdot y_{2},$ aoe)>1/2
より,

$P(source, ae_{3}\cdot y_{2}, acc)>1/2$

となる. これは $f(aes\cdot y_{2})=0$ に矛盾する.

口

定理 5 任意の和積形論理式を論理式と同じ長さの (複数
回変数を読むことを許した) 幅-3 量子ブランチングプロ
グラムで計算できる.
ただし, 和項の個数が増大すると, 誤り確率が増大す

る. しかし, 和項の個数が一定であれぼ, 誤り確率は論
理式の長さに依存しない.

(証明)
図 3 の量子ブランチングプログラムを拡張することに

よって可能である. 以下に拡張の方法を示す.
変数の出現順序は, 論理式中の変数の出現順と同じと

する. 和項の中の各変数に対して, 図 3 の (a) と同様の
遷移を定義する. 各和項の終わりに図 3 の (b) と同様の
遷移を定義する. ブランチングプログラムの終端に図 3
と同様の終端節点を置く. 図 5 に例を示す.
和項の個数を $k$ とし, $(1- \epsilon)(\frac{1}{2})^{k}+\epsilon>\frac{1}{2}$ となるよ

うに $\epsilon$ を定めることにより, 正答確率 $(1- \epsilon)(\frac{1}{2})^{k}+\epsilon$ の

ブランチングプログラムを構或できる. 正答確率につい
て以下に説明する.
与えられた論理式を $f=C_{1}\cdot c_{2}\cdots\cdot\cdot C_{k}(C\dot{.}$ は和

項), 入力を ae とする. $f(ae)=1$ のとき, このブラン
チングプログラムは誤り確率 $\epsilon$ で “$\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{c}$

” を返す. 一方,
$f(ae)=0$ のときは, $C_{1}=C_{2}=\cdots=C_{k-1}=1$ かつ

$C_{k}=0$ のときに誤り確率が最大となる. このとき正答
確率は $(1- \epsilon)(\frac{1}{2})^{k}+\epsilon$ である.
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図 5: $(x_{1}+x_{2}+x_{3}+x_{4})(y_{1}+y_{2}+y_{3}+y_{4})(x_{1}+y_{1}+z_{1})$

を計算する量子ブランチングプログラム. (a), (b)
はそれぞれ同じ確率振幅が重みとして付加されて
いる.

口

上記ブランチングプログラムは条件 1 を満たす. つまり,
定数個の量子ビットを用いて実現可能である.

4 むすび
定数個の量子ビットで実現可能なモデルとして定数幅

量子ブランチングプログラムを提案し, 従来の計算モデ
ルである定数幅 (確率) 可逆ブランチングプログラムと能
力の比較を行い, 量子計算モデルの優位性を示した.
多数の量子ビットを扱うことができる量子計算機が実

現されるまで, こういった少量子ビット計算機の能力の
解析が重要であり, 今後, これらの計算機向けのさらな
る有用なアルゴリズムの開発が必要である.
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