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I. 概要

次のサイン・ヒルベルト $(\mathrm{s}\mathrm{H})$ 方程式 [1] を考える :

$H\theta_{t}=-\sin\theta$ (l.la)

ここで演算子 Hは

$H \theta(x, t)=\frac{1}{\pi}P\int_{-\infty}^{\infty}\frac{\theta(y,t)}{y-x}dy$ (l.lb)

で定義されるヒルベルト変換である。 この方程式は空間変数 $x$ に関しては微分を含まず、

積分変換のみを含む点が従来の非線形方程式には見られない著しい性質である。 $\mathrm{s}\mathrm{H}$ 方程

式は可積分方程式であるが、通常のソリトン方程式とは異なり線形化可能である。 ここで

は $\mathrm{s}\mathrm{H}$ 方程式の特殊解である多重キンク解の線形安定性解析を行う。具体的には $\mathrm{s}\mathrm{H}$ 方

程式を多重キンク解のまわりで線形化した方程式の初期値問題を陽に解く。解の長時間で

の振る舞いから、多重キンク解が微小攪乱に対して安定であるという結論を得た。以下で

は解析結果の概要のみを記す。詳細に関しては参考文献 [2] を参照されたい。

$\mathrm{I}\mathrm{I}$. 多重キンク解の性質
最初に多重キンク解の性質 [&7] を要約しておく。

A. 線形化

次の従属変数変換を導入する :

$\theta(x,t)=i\ln\frac{f^{*}(x,t)}{f(x,t)}$ $f(x,t)= \prod_{j=1}^{N}1^{x-X}j(t)]$ (2.1)
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ここで $xj(t)$ は $t$ の複素関数でその虚部は正と仮定する。 (2.1) を (1.1) へ代入すると $f$ と

$f^{*}$に関する双線形方程式が得られる :

$(f^{*}f)_{t}= \frac{1}{2i}(f^{*2}-f^{2})$ (2.2)

この方程式は次の線形方程式が成り立てば自動的に満足されることが容易にわがる。

$f_{t}= \frac{1}{2i}(f-f^{*})$ (2.3)

(2.1) から fは

$f(x, t)= \sum_{j=0}^{N}(-1)^{j}s_{\mathrm{j}}x^{N-j}$ $s_{0}=1$ $s_{j}=s_{j}(t)(j=1,2, \ldots, N)$ (2.4)

のよう {こ $x$ のべきで展開できる。 ここで $sj$は

$s_{1}= \sum_{j=1}^{N}x_{j}$ $s_{2}= \sum_{j<k}^{N}x_{j}x_{k}$ ... $s_{N}= \prod_{j=1}^{N}x_{j}$ (2.5)

で定義される $x_{1\text{、}}x_{2\text{、}\cdots\text{、}}x_{N}$ の基本対称関数である。 (2.4) を (2.3) へ代入し両辺の $x^{N-j}$

の係数を比較すると $Sj$に関するっぎの方程式系が得られる :

$\frac{ds_{j}}{dt}=\frac{1}{2i}(s_{j}-s_{j}^{*})$ $(j=1,2, \ldots, N)$ (2.6)

この方程式の解は $aj$ 、 $b_{j}$を定数として

$s_{j}=a_{j}t+b_{j}+ia_{j}$ $(j=1,2, \ldots, N)$ (2.7)

のように書ける。

B. キンク解

$(2.1)_{\text{、}}(2.4)_{\text{、}}$ (2.7) を用いると 1-キンク解、およびそれの空間微分は

$\theta=-2\tan^{-1}(\frac{a_{1}}{x-a_{1}t-b_{1}})$ $(a_{1}>0)$ (2.8)

$\theta_{x}=\frac{2a_{1}}{(x-a_{1}t-b_{1})^{2}+a_{1}^{2}}$ (2.9)
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と表せる。 さらに一般の Nキンク解は

$\theta=-2\tan^{-1}[\frac{a_{1}\Pi_{j=1}^{N-1}(x-\alpha_{j})}{\Pi_{j=1}^{N}(x-\sqrt j)}]$ (2.10)

と書ける。 ここで $\alpha j(j=1,2, \ldots, N-1)\text{、}\sqrt \mathrm{j}(j=1,2, \ldots, N)$ は代数方程式

$\sum_{j=1}^{N}(-1)^{j}a_{j}x^{N-j}=0$ (2.11a)

$\sum_{j=0}^{N}(-1)^{j}(ajt+bj)x^{N-j}=0$ $(a_{0}=0, b_{0}=1)$ (2.11b)

の実根である。 図 1 に $N=2$ の場合のキンクの相互作用を示した。 ここでは\mbox{\boldmath $\theta$}の $x$ 微分を

図示した。

III. 線形化 $\mathrm{s}\mathrm{H}$方程式の固有関数

$\mathrm{s}\mathrm{H}$ 方程式を N-キンク解のまわりで線形化した次の方程式を考える :

$H\phi_{t}=-\cos\theta\phi$ $\phi=\phi(x,t)$ (3.1)

以下では 2種類の境界条件 (i) $\phi^{\pm}\sim e_{\text{、}^{}\pm:(\lambda x+t)}|x|arrow\infty\text{、}$ (\"u) $\phiarrow 0_{\text{、}}|x|arrow\infty$ に対して

(3.1) の解を陽に求める。

A. 固有関数の構成

1 連続スペクトルに対する固有関数

方程式 (3.1) の解を上半平面で解析的な関数$\phi^{+}$ と下半平面で解析的な関数$\phi^{-}$の和と

して

$\phi(x,t)=\phi^{+}(x,t)+\phi^{-}(x,t)$ (3.2)

のように表す。以下に示す$\phi^{\pm}$は (3.1) を満たすことが直接計算により確かめられる。

$\phi^{+}(x,t, \lambda)=e^{:(\lambda x+t)_{\frac{f(x,t)}{f^{*}(x,t)}}}$ (3.3a)

$\phi^{-}(x,t, \lambda)=e^{-:()}\lambda x+t^{f^{*}(x,t)}$ (3.3b)
$\overline{f(x,t)}$
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2. 離散スペクトルに対する固有関数

$N-$キンク解は 2N個のパラメータ $aj$ 、 $b_{j}(j=1_{\text{、}}2_{\text{、}\cdots\text{、}}N)$ を含む。 これらのパラメー

タで $\mathrm{s}\mathrm{H}$ 方程式を微分すると

$H( \frac{\partial\theta}{\partial a_{j}})_{t}=-\cos\theta\frac{\partial\theta}{\partial a_{j}}$ $(j=1,2, \ldots, N)$ (3.4a)

$H( \frac{\partial\theta}{\partial b_{j}})_{t}=-\cos\theta\frac{\partial\theta}{\partial b_{j}}$ $(j=1,2, \ldots, N)$ (3.4b)

従って、

$f_{j} \equiv(-1)^{j}\frac{\partial\theta}{\partial a_{j}}=2\frac{{\rm Re} f}{f^{*}f}x^{N-j}-2t\frac{{\rm Im} f}{f^{*}f}x^{N-j}$ $(j=1,2, \ldots, N)$ (3.5a)

$g_{j} \equiv(-1)^{j}\frac{\partial\theta}{\partial b_{j}}=-2\frac{{\rm Im} f}{f^{*}f}x^{N-j}$ $(j=1,2, \ldots, N)$ (3.5b)

は (3.1) の解となる。

B. 直交関係式

上で求めた固有関数は 2 っの関数 $f_{\text{、}}$ gの内積を

く $f(x, t)|g(x, t)> \equiv\int_{-\infty}^{\infty}f(x, t)g(x, t)dx$ (3.6)

で定義すると以下の直交関係式を満たす :

く $\phi^{+}(x, \lambda)|\phi^{-}(x, \mu)>=2\pi\delta(\lambda-\mu)$ (3.7a)

く $\phi^{+}(x, \lambda)|\phi^{+}(x, \mu)>=<\phi^{-}(x, \lambda)|\phi^{-}(x, \mu)>=0$ (3.7b)

く $\phi^{\pm}(x, \lambda)|f_{j}(x)>=<\phi^{\pm}(x, \lambda)|g_{j}(x)>=0$ $(j=1,2, \ldots, N)$ (3.7c)

$<f_{j}(x)|f_{k}(x)>=2 \int_{-\infty}^{\infty}\frac{x^{2N-j-k}}{f^{*}f}dx\equiv a_{jk}$ $(j, k=1,2, \ldots, N)$ $(3.7d)$

$<g_{j}(x)|g_{k}(x)>=2 \int_{-\infty}^{\infty}\frac{x^{2N-j-k}}{f^{*}f}dx\equiv b_{jk}$ $(j, k=1,2, \ldots, N)$ $(3.7e)$

$<f_{j}(x)|g_{k}(x)>=0$ $(j, k=1,2, \ldots, N)$ $(3.7f)$
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C. 直交基底

(3.7) の関係式からわかるように、 $fj$ と $gj$は直交するが $fj$の各要素、および $gj$の各

要素は直交しない。 しかしこれらが互いに線形独立であることを考慮するとグラム・シ

ュミット法により直交基底を構成できる。 実際 2 つの列ベクトル $\mathrm{f}={}^{t}(f_{1}, f_{2}, \ldots, f_{N})$
、

$\hat{\mathrm{f}}={}^{t}(\hat{f}_{1},\hat{f}_{2}, \ldots,\hat{f}_{N})$ に対して $\mathrm{f}=P\hat{\mathrm{f}}$ とおく。 ここで正則行列 Pは成分 $ajk$をもつ行列 $A$ に

より $A=P^{t}P$と表せる。 このとき $\hat{f}j$は直交基底をなすことがわかる。すなわち

く $f^{\wedge}j(x)|f_{k}^{\wedge}(x)>=\delta_{jk}$ $(j, k=1,2, \ldots, N)$ (3.8)

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$にたいして同じ操作を行うと

$\mathrm{g}=P\hat{\mathrm{g}}$ (3.9)

$<\hat{g}j(x)|\hat{g}k(x)>=\delta jk$ $(j, k=1,2, \ldots, N)$ (3. 10)

が得られる。

$\mathrm{I}\mathrm{V}$ . 完全性関係式と安定性解析

A. 完全性関係式

III 章で構成した固有関数系は次の完全性関係式を満たす :

$\int_{0}^{\infty}[\phi^{+}(x, \lambda)\phi^{-}(y, \lambda)+\phi^{-}(x, \lambda)\phi^{+}(y, \lambda)]d\lambda$

$+2 \pi\sum_{j=1}^{N}\{\hat{f}_{j}(x)\hat{f}_{j}(y)+\hat{g}_{j}(x)\hat{g}_{j}(y)\}=2\pi\delta(x-y)$ (4.1)

この式の証明は幾分長いが直接計算により行うことができる。その際、Bezout 行列の理論

が有用になる。

B. 安定性解析

(4.1) を用いると線形化 $\mathrm{s}$ H方程式 (3.1) の初期値問題を陽に解くことができる。実際、

\phi の初期値を $\emptyset 0$として解は以下のように書ける :

$\phi(x, t)=\int_{0}^{\infty}[\hat{\phi}^{-}(\lambda)\phi^{+}(x,t, \lambda)+\hat{\phi}^{+}(\lambda)\phi^{-}(x,t, \lambda)]d\lambda+\sum[\hat{\phi}_{j}\hat{f}_{j}(x,t)+\hat{\psi}_{j}\hat{g}_{j}(x, t)]N(4.2a)$

$\mathrm{j}=1$
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$j5(x,t) \ovalbox{\tt\small REJECT}\sum(P^{-1})_{jk}\ovalbox{\tt\small REJECT}(x, t)$ $(j\ovalbox{\tt\small REJECT} 1,2, \ldots, N)$

$k\ovalbox{\tt\small REJECT} 1$

(4.2b)

$\hat{g}_{j}(x,t)=\sum_{k=1}^{N}(P^{-1})_{jk}g_{k}(x,t)$ $(j=1,2, \ldots, N)$ (4.2c)

ここで展開係数は初期値により決まり以下のように表せる :

$\hat{\phi}^{\pm}(\lambda)=\frac{1}{2\pi}<\phi^{\pm}(x,0, \lambda)|\phi_{0}(x)>$ (4.3a)

$\hat{\phi}_{j}=<\hat{f}_{j}(x, 0)|\phi_{0}(x)>$ $(j=1,2, \ldots, N)$ (4.3b)

$\hat{\psi}_{j}=<\hat{g}_{j}(x, 0)|\phi_{0}(x)>$ $(j=1,2, \ldots, N)$ (4.3c)

N一キンク解の安定性は解 (4.2) の長時間での振る舞いを調べることにょり判定される。実
際、連続スペクトルからの寄与は振動波列に発展し、その時間発展は安定であることがゎ
かる。 他方、 離散スペクトルからの寄与は f^j(j $=1_{\text{、}}2_{\text{、}\cdot\cdot\text{、}}N$) から時間 $t$ }こ比例する発散

項が現れるが ((3.5a) 参照)、 これは単に N一キンク解の位相 $b_{j}$をずらすことにょり消去

できる。 従って、離散スペクトルがらの寄与の時間発展も安定である。 以上にょり N一キ

ンク解は微小攪乱に対して安定であると結論できる。
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図 1: 2つの異なる初期条件に対する $\mathrm{s}$ H方程式の 2 –キンク解の相互作用。ここでは $u\equiv\theta_{x}$

を図示してある $\text{。}$ (a) 解は衝突の瞬間 $(\mathrm{t}=1.30)$ に 1 つの極大値を有する。 (b) 解 (ま衝突の

瞬間 $(\mathrm{t}=1.73)$ に 2つの極大値を有する。
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