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1. Introduction
時間遅れとインパルスをもつ非線形微分方程式

$\{$

$x’(t)=-p(t)f(x(t-\tau))$ , $t\geq 0,$ $t\neq t_{k}$

$x(t_{k}^{+})=b_{k}x(t_{k})$ , $k\in\{1,2, \ldots\}$

(1)

を考える. ここで $\tau>0$ かつ $p:[0, \infty)arrow[0, \infty),$ $f$ : $\mathrm{R}arrow \mathrm{R}$ は連続関数で $xf(x)>0$
if $x\neq 0$ を満たすとする. インパノレスに関しては, $b_{k}>0$ かつ

$0\leq t_{1}<t_{2}<\cdots<t_{k}<\cdots$ ; $\lim_{karrow\infty}t_{k}=\infty$

であると仮定する. また $x’(t)$ は $x(t)$ の左側微分を表す. この 10年間で (1) に類する
ような時間遅れとインパルスをもつ微分方程式の研究が数多くなされている (例えば
[1-8, 11-15] を見よ). 本研究では, (1) の零解の大域的吸収性を考察する.
さて, $x(t)=x(t,.\phi)$ が初期条件

$x(t)=\phi(t)$ for $-\tau\leq t\leq 0$

を満たす (1) の解であるとは

(i) $x(t)$ は $[-\tau, \infty)$ 上で区分的に連続かつ各区間 $(t_{k}, t_{k+1})$ で連続微分可能である;
(\"u) 各 $t_{k}\geq 0$ [こ対して $x(t_{k}^{+})$ と $x(t_{k}^{-})$ が存在し, $x(t_{k}^{-})=x(t_{k})$ を満たす{?}

(\"ui) $x(t)$ はゞt $\geq 0$ [こ対して (1) を満たす

が成り立つときに言う. ステップ法により, (1) の解 $x(t, \phi)$ は $[-\tau, \infty)$ 上で一意的に存

在する ([4]).
最近, ?u&Zhang [14] が (1) の零解の局所的な漸近安定性に関する結果を報告した

(実際はインパルスの条件が非線形で与えられている).

Theorem A. $0<b_{k}\leq 1$ かつ $t_{k+1}-t_{k}>\tau$ とし, 次の条件を仮定する :

$\exists\delta>0$ ; $|f(x)|\leq|x|$ for $|x|\leq\delta$, (2)

$0<\exists\beta\leq b_{k}$ ; $\lim\sup\int_{t-\tau}^{t}tarrow\infty p(s)ds<\beta+\frac{\beta^{2}}{2}$ , (3)

$\int_{0}^{\infty}p(s)ds=$ 科科.

このとき (1) の零解は一様安定かつ吸収的である.
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本研究では,

$\prod b_{k}<\infty$

$k=1$

の下で (1) の全ての解が 0 に漸近するための十分条件を与えることを目標とする. そ
のため $f(x)$ に関する条件 (2) を全区間 $\mathrm{R}$ で考える :

$|f(x)|\leq|x|$ for $x\in \mathrm{R}$. (4)

以下が今回得られた主結果である.

Theorem 1. 条件 (4) かつ次の条件を仮定する :

$0< \prod b_{k}<\infty$ , (5)
$k=1$

$\lim_{tarrow}\sup_{\infty}\int_{t-\tau}^{t}p(s)\prod_{s-\tau\leq t_{k}<s}b_{k}^{-1}ds<\frac{3}{2}$ , (6)

$\int_{0}^{\infty}p(s)ds=\infty$ . (7)

このとき (1) の全ての解 $x(t)$ は $\lim_{tarrow\infty}x(t)=0$ .

なお, 方程式 (1) でインパルスがないとき, 即ち $b_{k}\equiv 1$ のとき, 条件 (3) およひ条件

(6) はともに

$\lim_{tarrow}\sup_{\infty}\int_{t-\tau}^{t}p(s)ds<\frac{3}{2}$

となり, 時間遅れをもつ微分方程式論でよく知られた $\frac{3}{2}$ -stability condition ([9,10]) に
一致する.

2. Proof of Theorem 1

まず, インパルスをもつ微分方程式の解と, インパルスをもたない微分方程式の解の

同値性に関する Lemma を準備する.

次の方程式 (1) こ対応するインパルスをもたない方程式

$y’(t)=-p(t) \prod_{0\leq t_{k}<t}b_{k}^{-1}f(\prod_{0\leq t_{k}<t-\tau}b_{k}y(t-\tau))$ (8)

を考える. ここで $\tau,$ $p(t),$ $f(x),$ $t_{k},$ $b_{k}$ は (1) で与えられたものとする.

Lemma 1.

(i) $y(t, \phi)$ が (8) の解ならば, $x(t, \phi)=\prod_{0\leq t_{k}<t}b_{k}y(t, \phi)$ は (1) の解である.

(ii) $x(t, \phi)$ が (1) の解ならば, $y(t, \phi)=\prod_{0\leq t_{k}<t}b_{k}^{-1}x(t, \phi)$ は (8) の解である.

Proof. $x(t)=x(t, \phi),$ $y(t)=y(t, \phi)$ とおく.
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(i) $y(t)$ を (8) の解とすると, $x(t)= \prod_{0\leq t_{k}<t}b_{k}y(t)$ は $[-\tau, \infty)$ 上で定義され, 各区
間 $(t_{k}, t_{k+1}]$ で連続である. このとき, $t\neq t_{k}(k=1,2, \ldots)$ ?こ対して

$x’(t)= \prod_{0\leq t_{k}<t}b_{k}y’(t)=\prod_{0\leq t_{k}<t}b_{k}\{-p(t)\prod_{0\leq t_{k}<t}b_{k}^{-1}f(\prod_{0\leq t_{k}<t-\tau}b_{k}y(t-\tau))\}$

$=-p(t)f(x(t-\tau))$ .

また, $t_{k}(k=1,2, \ldots)$ に対して

$x(t_{k}^{+})= \lim_{tarrow t_{k}^{+}}\prod_{0\leq t_{j}<t}b_{j}y(t)=\prod_{0\leq t_{j}\leq t_{k}}b_{j}y(t_{k})$
,

$x(t_{k})= \prod_{0\leq t_{\mathrm{j}}<t_{k}}b_{j}y(t_{k})$
.

よって

$x(t_{k}^{+})=b_{k}x(t_{k})$ for $k=1,2,$ $\ldots$ . (9)

したがって, $x(t)$ はゞt $\geq 0$ に対して (1) を満たすので, (1) の解である.
(ii) $x(t)$ を (1) の解とすると, $y(t)= \prod_{0\leq t_{k}<t}b_{k}^{-1}x(t)$ は $[-\tau, \infty)$ 上で定義され, 各

区間 $(t_{k}, t_{k+1}]$ で連続である. ここで, (9) に注意すると, $t_{k}(k=1,2, \ldots)$ に対して

$y(t_{k}^{+})= \prod_{0\leq t_{j}\leq t_{k}}b_{j}^{-1}x(t_{k}^{+})=\prod_{0\leq t_{j}<t_{k}}b_{j}^{-1}x(t_{k})=y(t_{k})$
,

$y(t_{k}^{-})= \prod_{0\leq t_{j}<t_{k}}b_{j}^{-1}x(t_{k}^{-})=y(t_{k})$
.

よって, $y(t)$ は $[0, \infty)$ 上で連続である. また, $y(t)$ は $\forall t\geq 0$ に対して (8) を満たすこ
とも直ちに確かめられるので, (8) の解である. 口

Remark 1. Lemma 1 は $b_{k}$ に関する大前提を $b_{k}>0$ の代わりに $b_{k}\neq 0$ としてもその
まま成り立つ.

Remark 2. Lemma 1 は線形方程式に対する Yan& Zhao の結果 [11, Theorem 1.1] を
拡張したものであるが, ごく最近, Luo によってこれと同様な結果 [7, Theorem 1] が報
告されている.

Proof of Theorem 1. $x(t)=x(t, \phi)$ を (1) の解とする.

$y(t)= \prod_{0\leq t_{k}<t}b_{k}^{-1}x(t)$
for $t\geq 0$

とおくと, Lemma 1 より $y(t)$ は $[0, \infty)$ 上で連続かつ (8) を満たしている. したがっ

て, 条件 (5) に注意すると, (8) の全ての解 $y(t)$ が

$\lim_{tarrow\infty}y(t)=0$ (10)

となることを示せばよい.
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$y(t)$ が非振動解の場合.

$\exists T_{1}>\tau$ : 十分大; $y(t)\geq 0$ or $y(t)\leq 0$ for $t\geq T_{1}-\tau$.
$y(t)\geq 0$ for $t\geq T_{1}-\tau$ の場合を考える ($y(t)\leq 0$ の場合も同様). (8) より

$y’(t)\leq 0$ for $t\geq T_{1}$

なので $\exists\alpha\geq 0;\lim_{tarrow\infty}y(t)=\alpha$ . もし, $\alpha>0$ とすると

$\exists_{T_{2}\geq T_{1}+\tau;}$ $\frac{\alpha}{2}\leq y(t)\leq\frac{3}{2}\alpha$ for $t\geq T_{2}$ .

このとき, 条件 (5) より $0< \exists\mu\leq\prod_{0\leq t_{k}<t}b_{k}\leq\exists_{\lambda}<\infty$ for $t\geq 0$ であるがら,
$m= \min_{\frac{1}{2}\alpha\mu\leq y\leq\frac{3}{2}\alpha\lambda}f(y)>0$ とおくと

$y’(t) \leq-p(t)\frac{m}{\lambda}$ for $t\geq T_{2}$

が成り立つ. この両辺を $T_{2}$ から $t$ まで積分すると, 条件 (7) より

$y(t)-y(T_{2}) \leq-\frac{m}{\lambda}\int_{T_{2}}^{t}p(s)dsarrow-\infty$ as $tarrow\infty$

となり, 左辺が $tarrow\infty$ のとき有限値であることに矛盾する. したがって $\alpha=0$ であり,
(10) が成り立つ.

$y(t)$ が振動解の場合. 条件 (4) を用いると

$|y’(t)| \leq p(t)\prod_{0\leq t_{k}<t}b_{k}^{-1}|f(\prod_{0\leq t_{k}<t-\tau}b_{k}y(t-\tau))|$

$\leq p(t)\prod_{t-\tau\leq t_{k}<t}b_{k}^{-1}|y(t-\tau)|$
. (11)

よって, $a(t)=p(t) \prod_{t-\tau\leq t_{k}<t}b_{k}^{-1}$ とおくと $a(t)$ は区分的に連続で, (11) は

$|y’(t)|\leq a(t)|y(t-\tau)|$

と表せる. ここで, 条件 (6) は

$\lim_{t}\sup\int_{t-\tau}^{t}arrow\infty a(s)ds<\frac{3}{2}$

となるので, 以下 $[9, 10]$ と同様な証明方法で (10) を示すことができる. 口

Remark 3. 条件 (4) かつ

$\prod b_{k}=0$ (12)
$k=1$

の場合,

条件 (6) $\Rightarrow$ (1) の全ての解 $x(t)$ は $\lim_{tarrow\infty}x(t)=0$

と予想している (証明は未完了).
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