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1 modular relation と関数等式の関係

本稿では, 関数等式を持つ Dirichlet 級数とそれに対応する modular relation との関係を
紹介し, その応用例として Ramanujan’s formula を示し, ゼータ関数の特殊値,特 $\mathrm{Y}\mathrm{C}$ ((3) の
急収束級数表示と実際の計算結果を示します. 1

$\{\mathrm{r}\iota_{\eta}, \}$ , $\{b_{n}\}$ を複素数列, $\{\lambda_{n}\},$ $\{\mu_{n}\}$ を正の無限大に発散する単調増加列とし, $\varphi(s),$ $\psi(s)$

$(.4^{\backslash }=\sigma+it)$ を $\{a_{n}\},$ $\{\lambda_{n}\}$ 及び $\{b_{n}\},$ $\{\mu_{n}\}$ で生成される Dirichlet 級数とし, それぞれある
半平面で絶対収束するものとします{?}

$\varphi(s)$ $:=$ $\sum_{n=1}^{\infty}\frac{a_{n}}{\lambda_{n}^{s}}$ $\sigma>\kappa_{1}$ ,

$\psi(s)$ $:=$ $\sum_{n=1}^{\infty}\frac{b_{n}}{\mu_{n}^{s}}$ $\sigma>\kappa_{2}$ .

更に $\varphi(s)$ と $’\psi’(\mathrm{L}\mathrm{q})$ との間に関数等式

(火 $\triangle(s)\varphi(s)=\triangle(\delta-s)\psi’(\delta-\llcorner \mathrm{q})$ , $\triangle(s)=\prod_{j=1}^{k}\Gamma(\alpha_{j}s+\beta_{j})$

が成立すると仮定します. 一般に

(2) $A^{-s}\triangle(s)\varphi(s)=cA^{-(\overline{\delta}-s)}\triangle(\delta-s)\psi(\delta-s)$ ,

( $A>0$ . $c:$ constant) のタイプの関数等式が存在した場合に, 上記の $\{b_{n}\}$ を $\{cb_{n}\}$ に, $\{\lambda_{n}\}$ ,
{愚} を各々 $\{A\lambda_{n}\},$ $\{A\mu_{n}\}$ とすることで式 $(^{9}.)$ は式 (1) の場合に帰着されるので, 以下関数
等式は式 (1) のタイプのみを扱うことにします. 次に $\lambda’(s)$ を

$\chi(s)=\{$
$\Delta(\mathrm{L}\backslash ^{\neg})\varphi(s)$ , $\sigma>\kappa_{1}$

$\triangle(\delta-s)\uparrow l’(\delta-s)$ , $\sigma<\Re\delta-\kappa_{2}$
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で. $\sigma$ を $\sigma_{1}\leq\sigma\leq\sigma_{2}(-\infty<\sigma_{1}<\sigma_{2}<\infty)$ に固定し, $|t|arrow\infty$ とするとき

$\chi(s)=O(e^{-\gamma|t|})$ , $|t|arrow\infty$ ( $\gamma>0$ : constant)

が成り立つものと仮定します. また $E(x)$ は $\triangle(s)$ を Mellin変換したもの

(3) $E(x)= \frac{1}{2\pi i}\int_{(\kappa)}\triangle(s)x^{-s}ds$

とし, $\Phi(x),$ $\Psi(x)$ を

$\Phi(x)$ $=$ $\sum_{n=1}^{\infty}a_{n}E(\lambda_{n}x)$ ,

$\Psi(x)$ $=$ $\sum_{n=1}^{\infty}b_{n}E(\mu_{n}x)$

とし, また residual function $P(x)$ を

$P(x)$ $=$ $\frac{1}{2\pi i}\int_{C}.\chi(s)x^{-s}ds$

$=$
$\sum_{\Re\delta-\kappa_{2}\leq\sigma\leq\kappa_{1}}{\rm Res}\chi(s)x^{-s}$

( $\mathrm{C}$ は $\chi(s)$ の特異点を全て内部 $\mathrm{Y}\mathrm{C}$含む積分路) で定義します.
この時 modular relation

(4) $\Phi(x)=x^{-\delta}\Psi(\frac{1}{x})+P(x)$

は関数等式 (1) を Mellin 逆変換することで得られますが, 逆 $l\mathrm{C}$ modular relation (4) が与え
られていた場合にこれを Mellin 変換することで関数等式 (1) が得られるという, 非常に単純
な関係が modular relation と関数等式の間には成り立っています. このことは保型形式とそ
れに付随する Dirichlet 級数との関係を含んでいます. 実際 $\triangle(s)=\Gamma(s)$ の場合には $F_{/}(x)=$

$e^{-x}$ たので, $x=-iz$ ( $z$ は上半平面の元) とすると式 (4) は

$\sum_{n=1}^{\infty}a_{n}e^{i\lambda_{n}z}=(-iz)^{-\delta}\sum_{n=1}^{\infty}b_{n}e^{i\mu_{\hslash}\frac{-1}{z}}+P(-iz)$

となり, $z \mapsto\frac{-1}{z}$ の場合く対応しています.

式 (3) で $\triangle(s)=\Gamma(s)$ の場合 $E(x)=e^{-x}$ となりますが, 一般の $\triangle(s)$ の場合 (e.g. $\triangle(s)=$

$\Gamma(\frac{s}{a}))\mathfrak{l}\mathrm{C}E(x)$ の閉形式 (e.g. $E(x)=e^{-x^{a}}$ ) を見つけることが出来れば, $E(x)$ を用いた mod-
ular relation の明示式を得ることが出来ます.

2 応用例

この章は, 例 1 で $\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{j}\mathrm{a}\mathrm{n}^{\backslash }\mathrm{s}$ formula と呼ばれている公式を modular relation の立場で
見直し, 例 2でゼータ関数の特殊値を与える急収束級数表示を使った $\zeta(3)$ の値がどのように
真の値 K近付くかを見てもらうよう, 第 $N$ 項までの和の値の表 2を付けました.

2計算結果は名古屋大学大学院多元数理科学研究科の谷川先生 $\mathrm{K}$よるものです
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例 1. Ramanujan’s formula
Entry 21 (i) ([1, Chapter 14]). $a,$ $\beta$ を $\alpha\beta\ovalbox{\tt\small REJECT}\pi^{2}$ を満たすものとし, $n$ を非零の整数と

する. この時

(5) $\alpha^{-n}\{\frac{1}{2}\zeta(2n+1)+\sum_{k=1}^{\infty}\frac{1}{k^{2n+1}(e^{2\alpha k}-1)}\}$

$=$ $(- \beta)^{-n}\{\frac{1}{2}\zeta(2n+1)+\sum_{k=1}^{\infty}\frac{1}{k^{2n+1}(e^{2\beta k}-1)}\}$

$-2^{2n} \sum_{k=0}^{n+1}(-1)^{k}\frac{B_{2k}}{(2k)!}\frac{B_{2n+2-2k}}{(2n+2-2k)!}\alpha^{n+1-k}\beta^{k}$ .

が成立する. ここで $B_{n}$ は $n$ 番目の Bernouffi 数.

証明. $\sigma_{z}(n)=\Sigma_{d|n}d^{z}$ とすると $(\zeta(s)\zeta(s-z)=\Sigma_{n=1}^{\infty}\sigma_{z}(n)n^{-s})$

$\sum_{k=1}^{\infty}\sigma_{-n}(k)e^{-2\pi kz}=\sum_{k=1}^{\infty}\frac{1}{k^{n}(e^{2\pi kz}-1)}$

が成り立つので, 式 (5) で $\alpha=\pi z,$ $\beta=\pi/z,$ $\Re z>0$ とし式を整理すると, $n\neq 0$ の時
Guinand’s formula([2], Theorem 9, $(\mathrm{i}\mathrm{v})=[3],$ Formula (9)) にたります

(6) $\sum_{k=1}^{\infty}\sigma_{-2n-1}(k)e^{-2\pi kz}+(-1)^{n+1}z^{2n}\sum_{k=1}^{\infty}\sigma_{-2n-1}(k)e^{-2\pi k/z}$

$=$ $\frac{(2\pi)^{2n+1}}{2z}\sum_{k=0}^{n+1}(-1)^{k}\frac{B_{2k}}{(2k)!}\frac{B_{2n+2-2k}}{(2n+2-2k)!}z^{2n+2-2k}$

$- \frac{1}{2}\zeta(2n+1)\{1+(-1)^{n+1}z^{2n+1}\}$ .

以下式 (5) を示す代わりに式 (6) を証明します.
$n\in \mathbb{Z}$ の時, 関数等式

$(2_{J}\tau)^{-s}\Gamma(s)\zeta(s)\zeta(s+2n+1)$

$=(-1)^{n}(2\pi)^{2n+s}\Gamma(-2n-s)\zeta(-2n-s)\zeta(1-s)$

が成り立ちます. これは式 (1) で

$a_{k}=\sigma_{-2n-1}(k),$ $b_{k}=(-1)^{n}\sigma_{-2n-1}(k)$ ,
$\lambda_{k}=\mu_{k}=k,$ $\delta=-2n,$ $\triangle(s)--\Gamma(s)$

の場合に相当し, $E(x)=e^{-x}$ なので, modular relation

$\sum_{k=1}^{\infty}\sigma_{-2n-1}(k)e^{-2\pi kx}=x^{2n}\sum_{k=1}^{\infty}(-1)^{n}\sigma_{-2n-1}(k)e^{-2\pi k/x}+P(x)$

が成立し, 最後に $P(x)$ の値が式 (6) の右辺になることは留数定理より簡単に示すことが出
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例 2. $\zeta(3)$ の数値計算.
例 1 の Ramanujan’s formula や Guinand’s formula から以下の結果が導かれる:

$n>1$ を $n\equiv 3(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 4)$ とし、 $N$ を自然数とする。 この時

$\zeta(n)$ $=$ $\frac{2^{n-1}\pi^{n}}{(n+1)!}\sum_{k=0}^{(n+1)/2}(-1)^{k-1}(\begin{array}{ll}n +1 2k\end{array})B_{n+1-2k}B_{2k}$

-2 $\sum_{k=1}^{\infty}\frac{1}{k^{n}(e^{2\pi k}-1)}$

が成り立つ。更く各 $N$ \epsilon 対して $1<K=K(N)<\tau^{e_{\frac{2\pi}{\pi-1}}}\mathrm{e}=1.00187\ldots$ が存在し、

$\zeta(n)$ $=$ $\frac{2^{n-1}\pi^{n}}{(n+1)!}\sum_{k=0}^{(n+1)/2}(-1)^{k-1}(\begin{array}{ll}n +1 2k\end{array})B_{n+1-2k}B_{2k}$

-2 $\sum_{k=1}^{N-1}\frac{1}{k^{n}(e^{2\pi k}-1)}-2\frac{K}{N^{n}(e^{2\pi N}-1)}$

が成立する。特\kappa

$\zeta(3)=\frac{7}{180}\pi^{3}-2\sum_{k=1}^{N-1}\frac{1}{k^{3}(e^{2\pi k}-1)}-2\frac{K}{N^{3}(e^{2\pi N}-1)}$ .

今
$e^{2\pi}=535.5491655524764736503049326\ldots$ ,

なので、実際の計算では $N$ を 1 増やすごとく大体 2,3桁づつ精度が良くなっていく.

以下の数表は上記の式を用いた計算結果ではなく、 Guinand’s formula (6) を 2 回微分
し、式を直した

$\zeta(3)$ $=$ $\frac{2}{45}\pi^{3}-8\pi^{2}\{\sum_{n=1}^{\infty}\frac{1}{n}(1+\frac{1}{2\pi n}+\frac{1}{(2\pi n)^{2}})\frac{1}{e^{2\pi n}-1}$

$+ \sum_{n=1}^{\infty}\frac{1}{n}(3+.\frac{1}{2\pi n})\frac{1}{(e^{2\pi n}-1)^{2}}+\sum_{n=1}^{\infty}\frac{2}{n}\frac{1}{(e^{2\pi n}-1)^{3}}\}$

の有限和の計算結果です.

$N$

1 $1.202206588787750878521788216875136674717141280853662882663009^{\eta}$-228199
2 1.2020570843852219839795484450361231126958177256545882943684887575589
3 1.202056903409956496915716097152268932383667831699342604857027051274
4 1.2020569031599652767064402766765748131775525961979695209774135201387
5 1.2020569031595948596255904171366251499381749807958963047939024505913
6 1.202056903159594286315355702083045629582135339915415425132806098328
7 1.2020569031595942854012299995531955210484651498944399278787119059628
8 1.2020569031595942853997406323730182251560378523941942058973226670682
9 1.2020569031595942853997381656568396099615448479099850774802550451086

10 1.2020569031595942853997381615184772935591449746067173431253021360061
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垣 1.202056903159594285399738161511462005717047553472457944222673707272
12 1.2020569031595942853997381615114500114551160132555751865433732347449
13 1.2020569031595942853997381615114499908008326982074240419723523777789
垣 1.2020569031595942853997381615114499907650487233647981360670728431631
15 1.2020569031595942853997381615114499907649864015677926812653642454714
16 1.2020569031595942853997381615114499907649862925323638590833898363355
17 1.2020569031595942853.997381615114499907649862923408370976220318340873
18 1.2020569031595942853997381615114499907649862923404994798711759091703
19 1.202056903159594285399738161511449990764986292340498882852862683238
20 $1.2020569031595942853997381615114499907649862923404988817941571222707$

$N\geq 30$ の時もう少し精度をあげて計算したものです.

30 1.20205690315959428539973816151144999076498629234049888179227155534183820
57863130901871131011102572100721330243115045899432377492871772344144931

31 1.20205690315959428539973816151144999076498629234049888179227155534183820
5(863130901864570624002745垣垣 92172597059832287213348174785507163037958

.32 1.20205690315959428539973816151144999076498629234049888179227155534183820
57863130901864558757617391861922516028318219195464593790875164641048221

33 1.20205690315959428539973816151144999076498629234049888179227155534183820
.57863130901864558736132359791227368513082720987852000565732347319792516

34 1.20205690315959428539973816151144999076498629234049888179227155534183820
57863130901864558736093423334542244624331837181417182767554632131840707

35 1.20205690315959428539973816151144999076498629234049888179227155534183820
.57863130901864558736093352709902998587774039126095635174392516318903627

36 1.20205690315959428539973816151144999076498629234049888179227155534183820
57863130901864558736093352581695337511705136392219601180995596939942599

37 1.20205690315959428539973816151144999076498629234049888179227155534183820
57863130901864558736093352581462415823059623101525582788841549765023363

’38 1.20205690315959428539973816151144999076498629234049888179227155534183820
57863130901864558736093352581461992349809555483872945434532166572520441

39 1.20205690315959428539973816151144999076498629234049888179227155534183820
57863130901864558736093352581461991579357828547190367174664756980208105

40 1.20205690315959428539973816151144999076498629234049888179227155534183820
57863130901864558736093352581461991577955167113823488614126059659914223
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